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Постановка задачи

Входные данные
m количество заказов (клиентов)
n количество продуктов
pij ≥ 0 длительность прозводства продукта j для заказа i
sjj′ ≥ 0 длительность переналадки с продукта j на продукт
j′

s′j ≥ 0 длительность начальной переналадки для продукта j
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Представление решения
Перестановка множества операций - пар ”заказ, продукт“
(i, j), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Операции выполняются без
прерываний.
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Модель ЦЛП

M = {1, . . . ,m}, N = {1, . . . , n}, K = {1, . . . , nm}.
Операция o = (i, j). Множество всех операций обозначим
через O.

xok =

{
1, если операция o ∈ O находится в позиции k ∈ K,
0 иначе,

tfk ≥ 0 – момент завершения операции в позиции k ∈ K,

Ti ≥ 0 – момент завершения выполнения заказа i ∈ M ,

k ∈ K, o ∈ O, i ∈ M.
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Модель ЦЛП

Ограничения ∑
k∈K

xok = 1, o ∈ O, (1)

∑
o∈O

xok = 1, k ∈ K, (2)

t
f
1 ≥

∑
o∈O

xo1(po + s
′
o), (3)

t
f
k

≥ t
f
k−1

+ po +
∑

o′∈O

xo′,k−1so′o − H(1 − xok), (4)

k = 2, . . . , nm, o ∈ O,

Ti ≥ t
f
k

− H(1 − xok), k ∈ K, o ∈ O, (5)

Ti ≥ 0, t
f
k

≥ 0, xok ∈ {0, 1}, i ∈ M, k ∈ K, o ∈ O. (6)
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Двухкритериальная задача

Критерий
f = (f1, f2)
f1 =

∑
i∈M Ti, f2 = maxi∈M Ti,

Ti – момент завершения заказа i.

Множество допустимых решений
X = {xok ∈ {0, 1} | ∀o ∈ O, ∀k ∈ K : (1)–(6)}.
Y = f(X)

Множество Парето
P (Y ) = {y∗ ∈ Y |∄y ∈ Y : y ≤ y∗}(
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Переборный поиск множества Парето/аппроксимации
f1(x) =

∑
i∈M Ti(x), f2(x) = maxi∈M Ti(x).

Ограничение: входные данные целочисленные.
Параметры алгоритма: ε > 0, step ⩾ 1

1. Решаем C∗
Σ := minX f1.

2. Решаем C∗
max := minX f2.

3. Решаем
f2 → min :

(1)− (6),

C∗∑ − ε ⩽
∑
i∈M

Ti(x) ⩽ C∗∑ + ε

Если решение нашли C
(1)
max := min f2, то

P (Y ) = {(C∗∑, C
(1)
max)}.

Если C
(1)
max ⩽ C∗

max, то останавливаемся.
Если C

(1)
max > C∗

max или нет допустимого, то к шагу 4.
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Переборный поиск множества Парето/аппроксимации

4. Решаем задачу
f1 → min :

(1)− (6),∑
i∈M

Ti(x) ⩾ C∗∑ + step,

Ti(x) ⩽ C(1)
max ∀i ∈ M

Если есть допустимое решение, то
к шагу 5 (если на шаге 3 нашли решение) C

(1)∑ := min f1
или
к шагу 3 (если на шаге 3 не нашли решение) C∗∑ := min f1,
иначе останавливаемся.
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Переборный поиск множества Парето/аппроксимации

5. Решаем задачу
f2 → min :

(1)− (6),

C
(1)
Σ − ε ⩽

∑
i∈M

Ti(x) ⩽ C
(1)
Σ + ε

Если решение нашли C
(2)
max := min f2, то

P (Y ) = P (Y ) ∪ {(C(1)∑ , C
(2)
max)}.

Если нет допустимого решения, то к шагу 4.
Если C

(2)
max ⩽ C∗

max, то останавливаемся, иначе к следующему
шагу.
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Переборный поиск множества Парето/аппроксимации

i. Решаем задачу
f1 → min :

(1)− (6),∑
i∈M

Ti(x) ⩾ C
(i−1)∑ + step,

Ti(x) ⩽ C(i)
max ∀i ∈ M

Если есть допустимое решение, то
к шагу i+ 1, C(i)∑ := min f1,
иначе останавливаемся.
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Переборный поиск множества Парето/аппроксимации

i+ 1. Решаем задачу
f2 → min :

(1)− (6),

C
(i)∑ − ε ⩽

∑
i∈M

Ti(x) ⩽ C
(i)∑ + ε

Если решение нашли C
(i+1)
max := min f2, то

P (Y ) = P (Y ) ∪ {(C(i)∑ , C
(i+1)
max )}.

Если нет допустимого решения, то к шагу i− 1.
Если C

(i)
max ⩽ C∗

max, то останавливаемся, иначе к следующему
шагу.
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Метрики

GD, IGD
Generational distance (GD),
inverted generational distance (IGD)a:

GD(P ∗, P ) =
1

|P ∗|

√√√√|P ∗|∑
i=1

µ2
i , IGD(P ∗, P ) =

1

|P |

√√√√ |P |∑
i=1

µ̄2
i ,

µi (µ̄i) евклидово расстояние между i-ой точкой множества
P ∗ (P ) и ближашей точкой множества P (P ∗).
P – множество Парето, P ∗ – аппроксимация множества
Парето.

aYuan Y., Xu H., Wang B. An improved NSGA-III procedure for evolutionary
many-objective optimization. GECCO–14.
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Метрики

Hyper-volume (HV) / Гиперобъем

P ∗ = {a(1), a(2), a(3)}, r – референтная точка.

 
r 

a(1) 

a(2) 

a(3) 
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Вычислительный эксперимент

Тестовые примеры
Заказов m = 3, продуктов n = 4.
Длительности случайным образом из (0, 15), переналадки –
(10, 20), (1, 30), (25, 35), (15, 45).

GD, IGD, HV (отн.): average (deviation)
ε = 0.5, step = 1, GUROBI, время солвера 1 мин.

m = 3, n = 4 DG IDG HV (отн.)
(10,20) 0.87 (1.25) 1.84 (2.47) 0.996 (0.004)
(1,30) 0.6 (0.65) 1.67 (2.08) 0.997 (0.003)

(25, 35) 0.33 (0.18) 1.28 (5.4) 0.999 (0.0005)
(15, 45) 0.072 (1.68) 2.26 (6.73) 0.999 (0.001)
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Спасибо за внимание!
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