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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

1 Èìååòñÿ ïîòåíöèàëüíî íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî èäåíòè÷íûõ ïîäñåòåé.

2 Êàæäàÿ ïîäñåòü ñîäåðæèò çàäàííîå ÷èñëî èäåíòè÷íûõ ñåðâåðîâ (200).

3 Êàæäûé ñåðâåð èìååò àðõèòåêòóðó íåðàâíîìåðíîãî äîñòóïà ê ïàìÿòè
(NUMA) ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì NUMA-óçëîâ (2 èëè 4).

4 Êàæäûé NUMA-óçåë èìååò îãðàíè÷åíèÿ íà äâà ðåñóðñà: ÖÏÓ è ïàìÿòü.
NUMA-óçëû íå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè è ìîãóò îòëè÷àòüñÿ.

Ñåðâåð 1

Ñåðâåð 2

Ñåðâåð 3
. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

Ñåðâåð m

Ñåðâåð 1

Ñåðâåð 2

Ñåðâåð 3
. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

Ñåðâåð m

. . .

Ñåðâåð 1

Ñåðâåð 2

Ñåðâåð 3
. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

Ñåðâåð m

Ïîäñåòü 1 Ïîäñåòü 2 Ïîäñåòü n

NUMA 1

NUMA 2

Ñåðâåð

Ö
Ï
Ó

Ï
àì

ÿ
òü

NUMA-óçåë

Ðèñ. 1: Ñòðóêòóðà îáëà÷íîãî öåíòðà
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ ïîëüçîâàòåëþ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé, â
îáëà÷íîì öåíòðå àëëîöèðóþòñÿ âèðòóàëüíûå ìàøèíû, òî åñòü
ðàçìåùàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäñåòè, ñåðâåðå è NUMA-óçëå.
Âèðòóàëüíûå ìàøèíû òèïèçèðîâàíû, à èìåííî òèï çàäàåò ñëåäóþùèå
õàðàêòåðèñòèêè:

1 Ðåñóðñíûå òðåáîâàíèÿ � èñïîëüçîâàíèå ÖÏÓ è îáúåì îïåðàòèâíîé
ïàìÿòè, íåîáõîäèìûå äëÿ çàïóñêà äàííîé âèðòóàëüíîé ìàøèíû;

2 Ðàçìåð � êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ñîñòîèò äàííàÿ âèðòóàëüíàÿ
ìàøèíà. ×àñòè âèðòóàëüíîé ìàøèíû èìåþò îäèíàêîâûå ðåñóðñíûå
òðåáîâàíèÿ è äîëæíû áûòü ðàçìåùåíû íà îäíîì ñåðâåðå, íî íà ðàçíûõ
NUMA-óçëàõ. Ìû ðàññìàòðèâàåì äâà ðàçìåðà ÂÌ: ìàëûå (1 ÷àñòü) è
áîëüøèå (2 ÷àñòè).

Âû÷èñëèòåëüíûå ìîùíîñòè ïðåäîñòàâëÿþòñÿ íà îïðåäåëåííûå ïåðèîäû
âðåìåíè, çàäàâàÿ âðåìÿ ñîçäàíèÿ α è âðåìÿ óäàëåíèÿ ω äëÿ êàæäîé
âèðòóàëüíîé ìàøèíû.
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Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ïîòðåáîâàòü ìàêñèìàëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Â
òàêîì ñëó÷àå âèðòóàëüíûå ìàøèíû èç îäíîé ãðóïïû äîëæíû áûòü
óïàêîâàíû íà îäíó ïîäñåòü, åñëè èõ âðåìåíà ðàáîòû ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî
ìèíèìèçèðóåò ñåòåâûå çàäåðæêè.

Ðèñ. 2: Èëëþñòðàöèÿ àôôèííûõ îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåùåíèå
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à

Çàäà÷à ñîñòîèò â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ìèíèìèçàöèè ÷èñëà àêòèâíûõ

ïîäñåòåé è ñåðâåðîâ ïðè çàäàííîì íàáîðå çàïðîñîâ íà âèðòóàëüíûå ìàøèíû,

ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû è ðàçìåùåíèå.

Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, åñëè êîëè÷åñòâî òèïîâ âèðòóàëüíûõ
ìàøèí íå îãðàíè÷åíî, ïîñêîëüêó ýòî îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è
óïàêîâêè â êîíòåéíåðû.

Â ðàáîòå1 ñêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ïëîòíîñòè ðàçìåùåíèÿ âèðòóàëüíûõ
ìàøèí äàæå íà 1% ïîçâîëÿåò ýêîíîìèòü äî 100 ìèëëèîíîâ äîëëàðîâ â
ãîä îáëà÷íîé ïëàòôîðìå Microsoft Azure.

1Hadary O. et al. Protean:VM allocation service at scale //14th USENIX Symposium on
Operating Systems Design and Implementation (OSDI 20). 2020. �N. 845-861.
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Îöåíêè. Ñâîéñòâà çàäà÷è

Áóäåì îáîçíà÷àòü êîëè÷åñòâî ïîäñåòåé êàê |N |, à êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ
êàê |S|.
Åñëè |N1| > |N2| ⇒ |S∗

1 | ≤ |S∗
2 |, ãäå |S∗

i | � îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ñåðâåðîâ, åñëè çàôèêñèðîâàòü êîëè÷åñòâî ïîäñåòåé ðàâíûì |Ni|. Áîëåå
òîãî, èìåþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ñòðîãèì. Â ñâÿçè ñ
ýòèì èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå îöåíêè:

1 LB
|S|
|N| ≤ |S∗|, ãäå |S∗| � îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ, åñëè

çàôèêñèðîâàòü êîëè÷åñòâî ïîäñåòåé ðàâíûì |N |;
2 LB|N| ≤ |N | � îöåíêà íà äîïóñòèìîå (îïòèìàëüíîå) êîëè÷åñòâî ïîäñåòåé;
3 LBK

|N| ≤ K � îöåíêà íà íîìåð ïîñëåäíåãî àêòèâíîãî ñåðâåðà;

4 LB
|S|
|N∗| ≤ |S∗| � îöåíêà íà êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ, åñëè âûáðàòü

îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîäñåòåé;
5 LB

|S|
∞ ≤ |S∗| � îöåíêà íà êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ, áåç îãðàíè÷åíèé íà

êîëè÷åñòâî ïîäñåòåé.
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ áàçîâîé çàäà÷è. Àëãîðèòì
ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó óïàêîâêè â êîíòåéíåðû ñ
åìêîñòüþ êîíòåéíåðà W è âåñàìè ïðåäìåòîâ wi, i ∈ I � òèïû ïðåäìåòîâ.

Áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð (ai)i∈I øàáëîíîì óïàêîâêè, åñëè
îí óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ:

∑
i∈I

ai · wi ≤ W .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ øàáëîíîâ J . Òîãäà çàäà÷à
óïàêîâêè â êîíòåéíåðû ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê:

∑
j∈J

xj → min

∑
j∈J

aijxj ≥ ni, i ∈ I

xj ∈ Z+, j ∈ J
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Áàçîâàÿ íèæíÿÿ îöåíêà. Àëãîðèòì ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ.

Ðåëàêñèðóåì ïåðåìåííûå xj , òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è:

∑
j∈J

xj → min

∑
j∈J

aijxj ≥ ni, i ∈ I

xj ≥ 0, j ∈ J,

áóäåò íèæíåé îöåíêîé äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è, íî |J | ýêñïîíåíöèàëüíî
áîëüøîå. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî J ′ ⊆ J , ïðè êîòîðîì
äàííàÿ çàäà÷à áóäåò ðàçðåøèìîé(ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ æàäíûõ
àëãîðèòìîâ FF, BF, . . .).
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ áàçîâîé çàäà÷è. Àëãîðèòì
ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ.

Ïóñòü x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ J ′, à λ∗ ≥ 0 � îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è äëÿ J ′:

∑
i∈I

niλi → max∑
i∈I

aijλi ≤ 1, j ∈ J ′

λi ≥ 0, i ∈ I

Åñëè äëÿ âñåõ j ∈ J ñïðàâåäëèâî:∑
i∈I

aijλ
∗
i ≤ 1,

òî λ∗
j � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è äëÿ âñåãî J , è

íèæíÿÿ îöåíêà ñîõðàíÿåòñÿ.
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ áàçîâîé çàäà÷è. Àëãîðèòì
ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû áûñòðî ïðîâåðèòü, ÷òî:∑
i∈I

aijλ
∗
i ≤ 1,∀j ∈ J, (∗)

ðàññìîòðèì çàäà÷ó ãåíåðàöèè íîâîãî øàáëîíà (Pricing Problem):

α =
∑
i∈I

λ∗
i yi → max∑

i∈I

wiyi ≤ W

yi ∈ Z+,

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî, åñëè α∗ ≤ 1, òî âûïîëíÿþòñÿ âñå îãðàíè÷åíèÿ (∗),
èíà÷å ìû ïîëó÷èëè íîâûé øàáëîí, êîòîðûé äîáàâëÿåì â J ′ è ïîâòîðÿåì
èòåðàöèþ.
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Îòñóòñòâèå íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ

Íà ñàìîì äåëå íå îáÿçàòåëüíî èìåòü íà÷àëüíîå äîïóñòèìîå
ïîäìíîæåñòâî øàáëîíîâ J ′ ⊆ J , åãî ìîæíî ïîñòðîèòü òåì æå ñïîñîáîì,
÷òî è îïòèìàëüíûé íàáîð J∗.

Çàäà÷à íåðàçðåøèìà ⇒ Äâîéñòâåííàÿ íåîãðàíè÷åíà.
Ïóñòü λ̂ � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ýêñòðåìàëüíîãî ëó÷à.

Íåîáõîäèìî îòñå÷ü �áåñêîíå÷íîå� ðåøåíèå, äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ λ̃ = sλ̂:∑

i∈I

ajiλ̃i ≤ 1 ⇒ s
∑
i∈I

ajiλ̂i ≤ 1 ⇒
∑
i∈I

ajiλ̂i ≤
1

s

s→+∞−−−−−→
∑
i∈I

ajiλ̂i ≤ 0

Òàêèì îáðàçîì, ñíîâà äîñòàòî÷íî ìàêñèìèçèðîâàòü α =
∑
i∈I

λ̂iyi. Åñëè

α∗ ≤ 0, òî çàäà÷à íåðàçðåøèìà äëÿ âñåãî J , èíà÷å äîáàâëÿåì íîâûé
øàáëîí.
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Áàçîâàÿ íèæíÿÿ îöåíêà. Àëãîðèòì ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ.

Àëãîðèòì (Áàçîâîé íèæíåé îöåíêè)

1 Âûáðàòü ìíîæåñòâî ñàìûõ íàãðóæåííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè T .

2 Âû÷èñëèòü íèæíèå ãðàíèöû â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T ñ

ïîìîùüþ àëãîðèòìà ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ: LBt = CG(VMt)

3 Íèæíÿÿ ãðàíèöà: LB = max
t∈T

{LBt}

Êî÷åòîâ Þ. À., Ðàòóøíûé À. Â. Âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè îïòèìóìà äëÿ çàäà÷è
äèíàìè÷åñêîé óïàêîâêè â êîíòåéíåðû //Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ
ÐÀÍ. � 2024. � Ò. 30. � �. 1. � Ñ. 109-127.
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Ìîäåëü ÖËÏ �1 (Ìíîæåñòâà, ïàðàìåòðû, ïåðåìåííûå)

Ìíîæåñòâà:
1 I � ìíîæåñòâî òèïîâ ÂÌ;
2 J � ìíîæåñòâî ñòàòè÷åñêèõ øàáëîíîâ óïàêîâêè ñåðâåðà;
3 T � ìíîæåñòâî âûáðàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè;
4 N � ìíîæåñòâî ïîäñåòåé;

5 G � ìíîæåñòâî ãðóïï ðàçìåùåíèÿ.

Ïàðàìåòðû:
1 aji � êîëè÷åñòâî ÂÌ òèïà i ∈ I â ïàòòåðíå j ∈ J ;
2 Kti � êîëè÷åñòâî ÂÌ òèïà i ∈ I, â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T ;
3 Kg

ti � ìíîæåñòâî ÂÌ òèïà i ∈ I èç ãðóïïû g ∈ G, â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T ;

4 ∆±
ti � ìíîæåñòâî ÂÌ òèïà i ∈ I, ñîçäàííûõ (óäàëåííûõ) â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T ;

5 M � êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ â îäíîé ïîäñåòè.

Ïåðåìåííûå:
1 xntj ∈ Z+ � êîëè÷åñòâî ïàòòåðíîâ òèïà j ∈ J , âûáðàííûõ äëÿ ïîäñåòè n ∈ N è

ìîìåíòà t ∈ T ;
2 δ+nti ∈ Z+ � êîëè÷åñòâî ÂÌ òèïà i ∈ I, àëëîöèðîâàííûõ â ïîäñåòè n ∈ N â

ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T ;
3 δ−nti ∈ Z+ � êîëè÷åñòâî ÂÌ òèïà i ∈ I, óäàëåííûõ èç ïîäñåòè n ∈ N â ìîìåíò

âðåìåíè t ∈ T ;
4 cgn ∈ {0, 1} ðàâíàÿ 1, åñëè äëÿ ãðóïïû g ∈ G âûáðàíà ïîäñåòü n ∈ N ;

5 sn ∈ Z+ � êîëè÷åñòâî àêòèâíûõ ñåðâåðîâ â ïîäñåòè n ∈ N .
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Ìîäåëü ÖËÏ �1 (Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åíèÿ)

1 Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (ìèíèìèçàöèÿ êîëè÷åñòâà àêòèâíûõ ñåðâåðîâ):∑
n∈N

sn → min

2 Îãðàíè÷åíèÿ ñíèçó íà îáùåå êîëè÷åñòâî óïàêîâàííûõ ìàøèí:∑
n∈N

∑
j∈J

ajixntj ≥ Kti, t ∈ T, i ∈ I

3 Îãðàíè÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÂÌ, ñîçäàþùèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T ,
ïî ïîäñåòÿì: ∑

n∈N

δ+nti = ∆+
ti, t ∈ T, i ∈ I

4 Îãðàíè÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÂÌ, óäàëÿþùèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T ,
ïî ïîäñåòÿì: ∑

n∈N

δ−nti = ∆−
ti , t ∈ T, i ∈ I
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Ìîäåëü ÖËÏ �1 (Îãðàíè÷åíèÿ)

5 Ñèíõðîíèçàöèÿ ñîçäàíèÿ è óäàëåíèÿ âèðòóàëüíûõ ìàøèí â ñîñåäíèå
ìîìåíòû âðåìåíè:∑

j∈J

ajixntj ≥
∑
j∈J

ajixn(t−1)j − δ−nti + δ+nti, n ∈ N, t ∈ T \ {0}, i ∈ I

6 Îãðàíè÷åíèÿ íà íàçíà÷åíèå ãðóïïû ïîäñåòè:∑
n∈N

cgn = 1, g ∈ G

7 Ïîêðûòèå ãðóïï ðàçìåùåíèÿ øàáëîíàìè:∑
j∈J

ajixntj ≥
∑
g∈G

cgnKgti, n ∈ N, t ∈ T, i ∈ I
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Ìîäåëü ÖËÏ �1 (Îãðàíè÷åíèÿ)

8 Îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ â ïîäñåòè:∑
j∈J

xntj ≤ M, n ∈ N, t ∈ T

9 Îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî àêòèâíûõ ñåðâåðîâ â n-é ïîäñåòè:∑
j∈J

xntj ≤ sn, t ∈ T, n ∈ N

10 Îãðàíè÷åíèÿ ïåðåìåííûõ:

xntj , δ
±
nti, sn ∈ Z+, cgn ∈ {0, 1}

Äàííàÿ ìîäåëü äà¼ò íèæíþþ ãðàíèöó íà êîëè÷åñòâî àêòèâíûõ ñåðâåðîâ,
åñëè çàôèêñèðîâàòü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïîäñåòåé |N |. Åñëè äîêàçàíî,
÷òî |N | � äîïóñòèìîå êîëè÷åñòâî ïîäñåòåé, òî îöåíêà ãëîáàëüíàÿ.
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Äåêîìïîçèöèÿ Áåíäåðñà. Ìàñòåð-çàäà÷à

Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîèçâåñòè äåêîìïîçèöèþ Áåíäåðñà ïî ïåðåìåííûì cgn, è
ïðè ýòîì îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ëèíåéíî ðåëàêñèðîâàòü:


θ → min∑
n∈N

cgn = 1, g ∈ G

cuts(θ, c) ≤ 0

Ìàñòåð-çàäà÷à (MP)

1 Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ìàñòåð-çàäà÷è = LB (Íèæíÿÿ ãðàíèöà).

2 Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîäçàäà÷è = UB (Âåðõíÿÿ ãðàíèöà).

3 Èòåðàòèâíî ðåøàåì, äîáàâëÿÿ îòñå÷åíèÿ, ïîêà |UB − LB| > ε.
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Ïîäçàäà÷à (äâîéñòâåííàÿ)

∑
t∈T

∑
i∈I

(
Ktiαti +∆+

tiγti +∆−
tiφti

)
+

∑
n∈N

∑
t∈T

∑
i∈I

∑
g∈G

c∗gnKgti

µnti−

−M
∑
n∈N

∑
t∈T

πnt → max

∑
i∈I

aji(αti + µnti + βnti − βn(t+1)i)− πnt − ρnt ≤ 0, n ∈ N, t ∈ T, j ∈ J

γti ≤ βnti, t ∈ T, n ∈ N, i ∈ I

βnti ≤ −φti, t ∈ T, n ∈ N, i ∈ I∑
t∈T

ρnt ≤ 1, n ∈ N

α, β, γ, µ, π, ρ ≥ 0

Äâîéñòâåííàÿ ïîäçàäà÷à (DSP)
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Îòñå÷åíèÿ â ìàñòåð-çàäà÷å

Îòñå÷åíèå îïòèìàëüíîñòè:

θ ≥
∑
t∈T

∑
i∈I

(
Ktiα

∗
ti + ∆

+
tiγ

∗
ti + ∆

−
tiφ

∗
ti

)
+

∑
n∈N

∑
t∈T

∑
i∈I

∑
g∈G

cgnKgti

µ
∗
nti − M

∑
n∈N

∑
t∈T

π
∗
nt

Îòñå÷åíèå äîïóñòèìîñòè:

0 ≥
∑
t∈T

∑
i∈I

(
Ktiα

∗
ti + ∆

+
tiγ

∗
ti + ∆

−
tiφ

∗
ti

)
+

∑
n∈N

∑
t∈T

∑
i∈I

∑
g∈G

cgnKgti

µ
∗
nti − M

∑
n∈N

∑
t∈T

π
∗
nt

Äàëåå ïðàâóþ ÷àñòü áóäåì çàïèñûâàòü êàê:

C +
∑
n∈N

∑
g∈G

K ′
ngcng
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Ìîäåëü ÖËÏ �2

Ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãóþ ìîäåëü. Èçìåíèì ñëåäóþùåå:

1 Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (Êîëè÷åñòâî àêòèâíûõ ñåðâåðîâ íà âñåõ ïîäñåòÿõ ⇒
êîëè÷åñòâî àêòèâíûõ ñåðâåðîâ â ïîñëåäíåé ïîäñåòè):∑

n

sn → min ⇒ s → min

8 Îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ â ïîäñåòè (óáèðàåì îãðàíè÷åíèå ó
ïîñëåäíåé):∑

j∈J

xntj ≤ M, n ∈ N, t ∈ T ⇒
∑
j∈J

xntj ≤ M, n ∈ N \ |N |, t ∈ T

9 Îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî àêòèâíûõ ñåðâåðîâ â n-é ïîäñåòè ⇒ îãðàíè÷åíèå
íà ÷èñëî àêòèâíûõ ñåðâåðîâ â |N |-é ïîäñåòè:∑

j∈J

xntj ≤ sn, t ∈ T, n ∈ N ⇒
∑
j∈J

x|N |tj ≤ s, t ∈ T
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Ìîäåëü ÖËÏ �2. Îöåíêè

Äàííàÿ ìîäåëü äà¼ò ãðàíèöó íà êîëè÷åñòâî àêòèâíûõ ñåðâåðîâ â
ïîñëåäíåé ïîäñåòè (íîìåð ïîñëåäíåãî àêòèâíîãî ñåðâåðà).

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè s∗ ≥ M ⇒ |N | � íåäîïóñòèìîå ÷èñëî ïîäñåòåé.

Òàêèì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ äåêîìïîçèöèè Áåíäåðñà è ãåíåðàöèè
ñòîëáöîâ ìîæíî îöåíèòü ñíèçó:

1 Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîäñåòåé;
2 Ìèíèìàëüíûé íîìåð ïîñëåäíåãî àêòèâíîãî ñåðâåðà;
3 Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî àêòèâíûõ ñåðâåðîâ ïðè çàôèêñèðîâàííîì ÷èñëå

ïîäñåòåé;
4 Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñåðâåðîâ, åñëè çàðåçåðâèðîâàíî ìèíèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî ïîäñåòåé (äëÿ ýòîãî íóæíî çíàòü äîïóñòèìîå êîëè÷åñòâî
ïîäñåòåé).
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Óñêîðåíèå ìàñòåð-çàäà÷è

Äëÿ óñêîðåíèÿ ìàñòåð-çàäà÷è ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå:

1 Óäàëåíèå ñèììåòðèé ñâÿçàííûõ ñ ïåðåñòàíîâêîé ïîäñåòåé äëÿ ãðóïï:

cgn ≤
∑
k∈G

ck,n−1, n ∈ N \ {1}, g ∈ G \ {1}

2 Îòáðàêîâêà çàðàíåå íåâîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé:∑
i∈I

∑
g∈G

wi ·Kgticgn ≤ W,n ∈ N, t ∈ T,

ãäå W � ñóììàðíàÿ åìêîñòü ïîäñåòè ïî êàêîìó-òî ðåñóðñó, à wi -
ðåñóðñíûå òðåáîâàíèÿ ÂÌ i-ãî òèïà.
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Óñêîðåíèå ìàñòåð-çàäà÷è (òðþê ñ ïåðåñòàíîâêàìè)

Îäíàêî èìååòñÿ áîëåå èíòåðåñíàÿ ìîäèôèêàöèÿ. Îòñå÷åíèÿ
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî èíäåêñà n:

θ ≥ C +
∑
n∈N

∑
g∈G

K ′
gncgn ⇒ θ ≥ C +

∑
n∈N

∑
g∈G

K ′
gπ(n)cgn,∀π ∈ S|N |

Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θ − C ≥ max
π∈S|N|

∑
n∈N

∑
g∈G

K ′
gπ(n)cgn = f(c)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé îò c, íî åå ìîæíî îòëè÷íî
ëèíåàðèçîâàòü.
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Óñêîðåíèå ìàñòåð-çàäà÷è (òðþê ñ ïåðåñòàíîâêàìè)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàçíà÷åíèè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî c:

f(c) =
∑
n∈N

∑
g∈G

∑
m∈N

cgn ·K ′
gm · xnm =

=
∑
n∈N

∑
m∈N

xnm ·

∑
g∈G

cgn ·K ′
gm

 → max

∑
n∈N

xnm = 1,m ∈ N∑
m∈N

xnm = 1, n ∈ N

xnm ≥ 0 (Ìîæíî ò.ê. ìàòðèöà òîòàëüíî óíèìîäóëÿðíà)
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Óñêîðåíèå ìàñòåð-çàäà÷è (òðþê ñ ïåðåñòàíîâêàìè)

Äâîéñòâåííàÿ äëÿ íåå:∑
n∈N

un +
∑
m∈N

vm → min

un + vm ≥
∑
g∈G

cgnK
′
gm, n,m ∈ N

u, v ∈ R

Òàêèì îáðàçîì:

q ∈

∑
n∈N

un +
∑
m∈N

vm

∣∣∣∣∣∣un + vm ≥
∑
g∈G

cgnK
′
gm, n,m ∈ N

 ⇒ q ≥ f(c)

Áîëåå òîãî:

min

∑
n∈N

un +
∑
m∈N

vm

∣∣∣∣∣∣un + vm ≥
∑
g∈G

cgnK
′
gm, n,m ∈ N

 = f(c)
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Óñêîðåíèå ìàñòåð-çàäà÷è (òðþê ñ ïåðåñòàíîâêàìè)

Òàêèì îáðàçîì îãðàíè÷åíèå:

θ − C ≥ max
π∈S|N|

∑
n∈N

∑
g∈G

K ′
gπ(n)cgn = f(c)

Ìîæíî çàìåíèòü íà:

θ ≥ C +
∑
n∈N

un +
∑
m∈N

vm

un + vm ≥
∑
g

K ′
gmcgn, n,m ∈ N

u, v ∈ R

Ýòî óñêîðÿåò ñõîäèìîñòü ïðèìåðíî â 50 ðàç (âðåìÿ â 20).
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×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Àëãîðèòìû áûëè ïðîâåðåíû íà ìíîæåñòâå ðàçíîðîäíûõ ñèíòåòè÷åñêèõ
òåñòîâ. Èñïîëüçîâàëñÿ ðåøàòåëü Gurobi. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû:

1 Òåñòû, ñîäåðæàùèå ãðóïïû, êîòîðûå ðåçåðâèðóþò îò 50% äî 70% ïîäñåòè
õîòÿ áû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè.

1 Ðåøàþòñÿ áûñòðî ( 1-2 ìèíóòû);
2 Äàþò îùóòèìîå óëó÷øåíèå íèæíåé ãðàíèöû. Êîëè÷åñòâî ïîäñåòåé

óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1-4;
3 Çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò êîëè÷åñòâà âûáðàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè

ïðàêòè÷åñêè íåò.
4 Ïîäìåøèâàíèå ìàëûõ ãðóïï (10%− 30%) ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ñêàçûâàåòñÿ

íà èòîãîâîì âðåìåíè ðàáîòû, ïðè ýòîì íèæíÿÿ ãðàíèöà óâåëè÷èâàåòñÿ.
2 Òåñòû, ñîäåðæàùèå ãðóïïû, êîòîðûå ðåçåðâèðóþò îò 30% äî 50% ïîäñåòè

õîòÿ áû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè.
1 Ðåøàþòñÿ äîëãî ( 10-60 ìèíóò);
2 Äàþò ðàçëè÷íîå óëó÷øåíèå íèæíåé ãðàíèöû.
3 Ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü îò êîëè÷åñòâà âûáðàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè.

3 Òåñòû, ñîäåðæàùèå ãðóïïû, êîòîðûå ðåçåðâèðóþò îò 10% äî 30% ïîäñåòè
õîòÿ áû â îäèí ìîìåíò âðåìåíè.

1 Íå ïîääàþòñÿ àëãîðèòìó;
2 Ïðè ðåëàêñàöèè ÷àñòè ãðóïï ðàçìåùåíèÿ (ñàìûõ ìàëûõ) ðåøåíèå

íàõîäèòñÿ, íî íå óëó÷øàåò íèæíþþ ãðàíèöó;
3 Ïî âñåé âèäèìîñòè ìîäåëü â áîëüøå ñòåïåíè ó÷èòûâàåò íåâîçìîæíîñòü

óïàêîâêè âìåñòå íåñêîëüêèõ ãðóïï, ÷åì òðåáîâàíèå ðàçìåùåíèÿ âñåõ ÂÌ
èç îäíîé ãðóïïû íà îäíó ïîäñåòü.
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×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Â îñíîâíîì àëãîðèòìû òðàòÿò áîëüøå âñåãî âðåìåíè íà ðåøåíèå
ìàñòåð-çàäà÷è. Ïðè ýòîì èòîãîâîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ðåäêî
ïðåâûøàåò 50, à ìîäåëè ìàñòåð-çàäà÷è ïîëó÷àþòñÿ íåáîëüøèìè ( 500
áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ, 300× 300 ìàòðèöà).

Ìîäåëü �1 ðåøàåòñÿ çíà÷èòåëüíî õóæå, ÷åì ìîäåëü �2, âïëîòü äî
íåâîçìîæíîñòè äîæäàòüñÿ óëó÷øåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû;
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×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

name |G| |VM | UBN UBK USS LBS LBN LBK LB
|UBN |
S t

test1 116 103360 8 1491 1491 1185 7 1363 1243 10m

test2 132 40407 4 705 705 634 4 675 675 60s

Òàáëèöà 1: Äàííûå ýêñïåðèìåíòîâ
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Çàêëþ÷åíèå

1 Áûë ðàçðàáîòàí êîìïëåêñíûé àëãîðèòì îöåíêè íèæíèõ ãðàíèö äëÿ
äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è óïàêîâêè â êîíòåéíåðû ñ àôèííûìè
îãðàíè÷åíèÿìè íà óðîâíå áîëüøèõ äîìåíîâ;

2 Àëãîðèòì äà¼ò õîðîøèå ðåçóëüòàòû, íî íà ñïåöèôè÷åñêèõ ïðèìåðàõ �
ñëîæíûõ äëÿ ðåøåíèÿ, íî ë¼ãêèõ äëÿ îöåíêè;

3 Ìîæíî ïîïðîáîâàòü ðåøàòü ìàñòåð-çàäà÷ó íåîïòèìàëüíî: åñòü
âåðîÿòíîñòü, ÷òî íåîïòèìàëüíûå îòñå÷åíèÿ óñêîðÿò ñõîäèìîñòü;

4 Âîçìîæíî, ñòîèò îòêàçàòüñÿ îò íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé â èçíà÷àëüíîé
ìîäåëè (3,4,5), ïîñêîëüêó, ïî-âèäèìîìó, íà èòîãîâóþ îöåíêó âëèÿåò
èìåííî íåâîçìîæíîñòü ðàçìåñòèòü íåñêîëüêî ãðóïï íà îäíîé ïîäñåòè;

5 Íåîáõîäèìû äàëüíåéøèå ýêñïåðèìåíòû, ñâÿçàííûå ñ ãåíåðàòîðîì
òåñòîâ, äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïðåäåëà ïðèìåíèìîñòè.
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