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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

1 Èìååòñÿ ïîòåíöèàëüíî íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî èäåíòè÷íûõ ñòîåê.

2 Êàæäàÿ ñòîéêà ñîäåðæèò çàäàííîå ÷èñëî èäåíòè÷íûõ ñåðâåðîâ.

3 Êàæäûé ñåðâåð èìååò àðõèòåêòóðó íåðàâíîìåðíîãî äîñòóïà ê ïàìÿòè
(NUMA) ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì NUMA-óçëîâ (2 èëè 4).

4 Êàæäûé NUMA-óçåë èìååò îãðàíè÷åíèÿ íà äâà ðåñóðñà: ÖÏÓ è ïàìÿòü.
NUMA-óçëû íå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè è ìîãóò îòëè÷àòüñÿ.
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Ðèñ. 1: Ñòðóêòóðà îáëà÷íîãî öåíòðà
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ ïîëüçîâàòåëþ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé, â
îáëà÷íîì öåíòðå àëëîöèðóþòñÿ âèðòóàëüíûå ìàøèíû, òî åñòü
ðàçìåùàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîéêå, ñåðâåðå è NUMA-óçëå.
Âèðòóàëüíûå ìàøèíû òèïèçèðîâàíû, à èìåííî òèï çàäàåò ñëåäóþùèå
õàðàêòåðèñòèêè:

1 Ðåñóðñíûå òðåáîâàíèÿ � èñïîëüçîâàíèå ÖÏÓ è îáúåì îïåðàòèâíîé
ïàìÿòè, íåîáõîäèìûå äëÿ çàïóñêà äàííîé âèðòóàëüíîé ìàøèíû;

2 Ðàçìåð � êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ñîñòîèò äàííàÿ âèðòóàëüíàÿ
ìàøèíà. ×àñòè âèðòóàëüíîé ìàøèíû èìåþò îäèíàêîâûå ðåñóðñíûå
òðåáîâàíèÿ è äîëæíû áûòü ðàçìåùåíû íà îäíîì ñåðâåðå, íî íà ðàçíûõ
NUMA-óçëàõ. Ìû ðàññìàòðèâàåì äâà ðàçìåðà ÂÌ: ìàëûå (1 ÷àñòü) è
áîëüøèå (2 ÷àñòè).

Âû÷èñëèòåëüíûå ìîùíîñòè ïðåäîñòàâëÿþòñÿ íà îïðåäåëåííûå ïåðèîäû
âðåìåíè, çàäàâàÿ âðåìÿ ñîçäàíèÿ α è âðåìÿ óäàëåíèÿ ω äëÿ êàæäîé
âèðòóàëüíîé ìàøèíû.

Òóðíàåâ À.Ì. (ÎÔ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ) Íèæíèå ãðàíèöû 27.09.2025 3 / 19



Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ïîòðåáîâàòü îòêàçîóñòîé÷èâîñòè ïðåäîñòàâëÿåìûõ
åìó âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé.
Äëÿ ýòîãî êàæäîé âèðòóàëüíîé ìàøèíå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ãðóïïà
ðàçìåùåíèÿ. Êàæäàÿ ãðóïïà ðàçìåùåíèÿ ñîñòîèò èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ
íàáîðîâ âèðòóàëüíûõ ìàøèí, íàçûâàåìûõ ïàðòèöèÿìè.
Âèðòóàëüíûå ìàøèíû èç îäíîé ãðóïïû ðàçìåùåíèÿ, íî ðàçíûõ
ïàðòèöèé, íå ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû íà îäíîé ñòîéêå, äàæå åñëè
ñîáëþäàþòñÿ îñòàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ.

Ðèñ. 2: Èëëþñòðàöèÿ îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåùåíèå òèïà �ïàðòèöèè�
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Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

Èëè íàîáîðîò, ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ïîòðåáîâàòü ìàêñèìàëüíîé
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå âèðòóàëüíûå ìàøèíû èç îäíîé
ãðóïïû äîëæíû áûòü óïàêîâàíû íà îäíîé ñòîéêó (èëè äàæå ñåðâåð),
åñëè èõ âðåìåíà ðàáîòû ïåðåñåêàþòñÿ.

Ðèñ. 3: Èëëþñòðàöèÿ àôèííûõ îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåùåíèå
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à (Áàçîâàÿ)

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà àêòèâíûõ ñòîåê ïðè
çàäàííîì íàáîðå çàïðîñîâ (âèðòóàëüíûõ ìàøèí), îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû è
ðàçìåùåíèå.

Çàäà÷à (Ñ íà÷àëüíûì ðàçìåùåíèåì)

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà äîïîëíèòåëüíûõ àêòèâíûõ
ñòîåê ïðè çàäàííîì íàáîðå çàïðîñîâ, îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû è ðàçìåùåíèå,
íà÷àëüíîì ðàçìåùåíèè ÂÌ.

Çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè, åñëè êîëè÷åñòâî òèïîâ âèðòóàëüíûõ
ìàøèí íå îãðàíè÷åíî, ïîñêîëüêó ýòî îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è
óïàêîâêè â êîíòåéíåðû.

Â ðàáîòå1 ñêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ïëîòíîñòè ðàçìåùåíèÿ âèðòóàëüíûõ
ìàøèí äàæå íà 1% ïîçâîëÿåò ýêîíîìèòü äî 100 ìèëëèîíîâ äîëëàðîâ â
ãîä îáëà÷íîé ïëàòôîðìå Microsoft Azure.

1Hadary O. et al. Protean:VM allocation service at scale //14th USENIX Symposium on
Operating Systems Design and Implementation (OSDI 20). 2020. �N. 845-861.
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ áàçîâîé çàäà÷è. Àëãîðèòì

ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó óïàêîâêè â êîíòåéíåðû, ñ
åìêîñòüþ êîíòåéíåðà W è âåñàìè ïðåäìåòîâ wi, i ∈ I � òèïû ïðåäìåòîâ.

Áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð (ai)i∈I øàáëîíîì óïàêîâêè, åñëè
îí óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ:

∑
i∈I

ai · wi ≤ W .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ øàáëîíîâ J . Òîãäà çàäà÷à
óïàêîâêè â êîíòåéíåðû ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê:

∑
j∈J

xj → min

∑
j∈J

aijxj ≥ ni, i ∈ I

xj ∈ Z+, j ∈ J
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ áàçîâîé çàäà÷è. Àëãîðèòì

ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ.

Ðåëàêñèðóåì ïåðåìåííûå xj , òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è:

∑
j∈J

xj → min

∑
j∈J

aijxj ≥ ni, i ∈ I

xj ≥ 0, j ∈ J,

áóäåò íèæíåé îöåíêîé äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è, íî |J | ýêñïîíåíöèàëüíî
áîëüøîå. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî J ′ ⊆ J , ïðè êîòîðîì
äàííàÿ çàäà÷à áóäåò ðàçðåøèìîé(ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ æàäíûõ
àëãîðèòìîâ FF, BF, . . .).
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ áàçîâîé çàäà÷è. Àëãîðèòì

ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ.

Ïóñòü x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ J ′, à λ∗ ≥ 0 � îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è äëÿ J ′:

∑
i∈I

niλi → max∑
i∈I

aijλi ≤ 1, j ∈ J ′

λi ≥ 0, i ∈ I

Åñëè äëÿ âñåõ j ∈ J ñïðàâåäëèâî:∑
i∈I

aijλ
∗
i ≤ 1,

òî λ∗
j � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è äëÿ âñåãî J , è

íèæíÿÿ îöåíêà ñîõðàíÿåòñÿ.
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ áàçîâîé çàäà÷è. Àëãîðèòì

ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû áûñòðî ïðîâåðèòü, ÷òî:∑
i∈I

aijλ
∗
i ≤ 1,∀j ∈ J, (∗)

ðàññìîòðèì çàäà÷ó ãåíåðàöèè íîâîãî øàáëîíà:

α =
∑
i∈I

λ∗
i yi → max∑

i∈I

wiyi ≤ W

yi ∈ Z+,

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè α∗ ≤ 1, òî âûïîëíÿþòñÿ âñå îãðàíè÷åíèÿ (∗),
èíà÷å ìû ïîëó÷èëè íîâûé øàáëîí, êîòîðûé äîáàâëÿåì â J ′ è ïîâòîðÿåì
èòåðàöèþ.
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ áàçîâîé çàäà÷è. Àëãîðèòì

ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ.

Àëãîðèòì (Íèæíåé îöåíêè äëÿ áàçîâîé çàäà÷è)

1 Âûáðàòü ìíîæåñòâî ñàìûõ íàãðóæåííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè T .

2 Âû÷èñëèòü íèæíèå ãðàíèöû â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ: LBt = CG(VMt)

3 Íèæíÿÿ ãðàíèöà: LB = max
t∈T

{LBt}

Êî÷åòîâ Þ. À., Ðàòóøíûé À. Â. Âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè îïòèìóìà äëÿ çàäà÷è
äèíàìè÷åñêîé óïàêîâêè â êîíòåéíåðû //Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ
ÐÀÍ. � 2024. � Ò. 30. � �. 1. � Ñ. 109-127.
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Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ ê çàäà÷å ñ

íà÷àëüíûì ðàçìåùåíèåì

Ðèñ. 4: Íèæíÿÿ îöåíêà ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè CG
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Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ ê çàäà÷å ñ

íà÷àëüíûì ðàçìåùåíèåì

Ðèñ. 5: Ðåäóêöèÿ òèïîâ
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì ðàçìåùåíèåì

· · ·

Àêòèâíûå ñåðâåðà

Îïòèìàëüíàÿ óïàêîâêà îñòàâøèõñÿ ÂÌ â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t

· · ·

Âèðòóàëüíûå ìàøèíû

ÇÏ

ÑÏ

N(ÂÌ)≤ N(ÑÏ)

N(ÂÌ ∪ ÂÌ︸ ︷︷ ︸
ÂÌ

) ≤ N(ÂÌ)+N(ÂÌ)

N(ÂÌ)≥ N(ÂÌ) −N(ÑÏ)

Êîë. äîï. ñåðâåðîâ ≥CG(ÂÌ)−UB(ÑÏ)

CG(ÂÌ)≤ N(ÂÌ) , N(ÑÏ)≤UB(ÑÏ)
N(X) � ìèí. êîë. òîëüêî ïóñòûõ ñåðâåðîâ íåîáõîäèìûõ äëÿ óïàêîâêè X

CÏ � ñâîáîäíûå ïðîñòðàíñòâà

Ðèñ. 6: Íèæíÿÿ îöåíêà ñ ïîìîùüþ ECG
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì ðàçìåùåíèåì

Äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ÑÏ, ñîõðàíÿþùèå
èíâàðèàíò �âñòðàèâàíèÿ�, òî åñòü íåðàâåíñòâî:

N(ÂÌ) ≤ N(ÑÏ)

Òàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ÿâëÿþòñÿ:

Ãîðèçîíòàëüíàÿ íàðåçêà. Åñëè íà êîíêðåòíîì íóìà-óçëå íèêàêèì
îáðàçîì íåëüçÿ ïîëíîñòüþ çàïîëíèòü îäèí èç ðåñóðñîâ, òî ìû ìîæåì
îòðåçàòü ýòî ëèøíåå ñâîáîäíîå ïðîñòðàíñòâî.

Âåðòèêàëüíàÿ íàðåçêà. Åñëè íà êîíêðåòíûé ñåðâåð íåëüçÿ óïàêîâàòü
ÂÌ áîëüøîãî ðàçìåðà, òî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàæäûé íóìà-óçåë
êàê îòäåëüíûé ïðåäìåò.

Êðîìå ïðî÷åãî, ìû ìîæåì ðåäóöèðîâàòü ñàìî ìíîæåñòâî ÂÌ, óáðàâ
íåêîòîðûå òèïû (ìàëîçàòðàòíûå), òîãäà ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ
íàðåçêè áóäóò áîëåå ýôôåêòèâíûìè, íî ìîæåò óìåíüøèòüñÿ CG(ÂÌ').

LB ≥ CG(ÂÌ)− UB(ÑÏ')⇝ LB ≥ CG(ÂÌ')− UB(ÑÏ�)
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Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì ðàçìåùåíèåì

Àëãîðèòì (Íèæíåé îöåíêè äëÿ çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì
ðàçìåùåíèåì, ECG)

1 Âûáðàòü ìíîæåñòâî ñàìûõ íàãðóæåííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè T .
Îòñîðòèðîâàòü ìíîæåñòâî òèïîâ ÂÌ I ⊂ N ïî âîçðàñòàíèþ ðåñóðñíûõ
òðåáîâàíèé. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: Ii = {i, . . . , |I|} ⊂ I, i ∈ I. À
ìíîæåñòâî âèðòóàëüíûõ ìàøèí äàííûõ òèïîâ â ìîìåíò âðåìåíè t
îáîçíà÷èì êàê MtIi

2 Âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ äëÿ âñåõ t ∈ T è
i ∈ I îöåíêó ñíèçó LBi

t :

LBi
t = CG(MtIi) ≤ N(MIi)

3 Äëÿ âñåõ t ∈ T è i ∈ I âû÷èñëèòü îöåíêó ñâåðõó UBi
t : N(EtIi) ≤ UBi

t.
Çäåñü EtIi � íàðåçàííîå ñâîáîäíîå ïðîñòðàíñòâî â ìîìåíò âðåìåíè t,
ó÷èòûâàþùåå òîëüêî òèïû Ii.

4 Íèæíÿÿ ãðàíèöà: LB = max
i∈I

max
t∈T

{LBi
t − UBi

t}.
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Îòêðûòûé ñèíòåòè÷åñêèé íàáîð äàííûõ èç áèáëèîòåêè áåí÷ìàðêîâ �Discrete
Location Problems�2 áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ. Íàáîð
äàííûõ ñîäåðæèò â îáùåé ñëîæíîñòè 450 òåñòîâ, êîòîðûå ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

Òèïû ãðóïï ðàçìåùåíèé:

1 LPO, òîëüêî áîëüøèå ãðóïïû ñ ïàðòèöèÿìè;
2 MP, áîëüøèå è ìàëåíüêèå ãðóïïû ñ ïàðòèöèÿìè;
3 DMP, ãðóïïû ñ ïàðòèöèÿìè è ãðóïïû áåç îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåùåíèÿ.

Îáùåå êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ:

1 Small, òåñòû, ñîäåðæàùèå â ñðåäíåì 14702 ÂÌ;
2 Medium, òåñòû, ñîäåðæàùèå â ñðåäíåì 26545 ÂÌ;
3 Large, òåñòû, ñîäåðæàùèå â ñðåäíåì 51301 ÂÌ.

Êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ NUMA-óçëîâ (2,4).

Íà îñíîâå äàííîãî íàáîðà äàííûõ áûëè ñãåíåðèðîâàíû äâà íàáîðà òåñòîâûõ
ïðèìåðîâ äëÿ çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì ðàçìåùåíèåì, ïóòåì óïàêîâêè ïåðâûõ
30% è 70% âèðòóàëüíûõ ìàøèí ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà First Fit.

2http://old.math.nsc.ru/AP/benchmarks/Temporal%20Bin%20Packing/binpack.html
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Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìîâ íà íèæíþþ ãðàíèöó (GAP)

Âåðõÿÿ ãðàíèöà ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà èç ñòàòüè3.

GAP =
UB − LB

UB
· 100%

3Turnaev A., Panin A. Stochastic greedy algorithms for a temporal bin packing problem with
placement groups //International Conference on Mathematical Optimization Theory and
Operations Research. � Cham : Springer Nature Switzerland, 2024. � Ñ. 199-211.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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