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Задачи кластеризации

В задаче кластеризации требуется разбить заданное множество 
объектов на несколько подмножеств (кластеров) исходя из 
сходства объектов между собой. 
Если представить объекты в виде вершин обыкновенного графа, а 
сходство в виде ребер графа, то мы получим формализацию задачи 
кластеризации – задачу кластеризации вершин графа. 
Существует минимизационный и максимизационный вариант этой 
задачи. В этом варианте необходимо минимизировать количество 
несогласованностей (число ребер между кластерами + количество 
отсутствующих ребер внутри кластеров).



Основные определения

Кластерный граф – граф, каждая компонента связности которого 
есть полный граф.
Расстояние между двумя обыкновенными помеченными графами 
определяется как количество отсутствующих ребер в этих графах.
Окрестностью вершины v будем называть множество вершин 
графа G = (V, E), смежных с v.



Пример кластерного графа

Для превращения графа в кластерный нужно удалить одно ребро и добавить одно ребро.



Классическая задача кластеризации

Задача GC≤k ([k]-GRAPH CLUSTERING). Дан произвольный граф 
G = (V, E) и целое число k (верхнее ограничение на количество 
кластеров). Необходимо найти такой граф M*, который является 
ближайшим к G кластерным графом с не более чем k кластерами.



3-приближенный алгоритм для задачи 2-
кластеризации
Алгоритм BBC (Bansal-Blum-Chawla).
Шаг 1. Для каждой вершины v ∈ V произвольного графа G = (V, E) 
определить первый кластер как сама вершина и ее окрестность. 
Второй кластер – оставшиеся вершины. Полученный кластерный 
граф обозначим через Mv.
Шаг 2. Среди всех графов Mv выбрать ближайший к G кластерный 
граф MBBC.

Трудоемкость алгоритма BBC – O(n2).



Локальный поиск для задачи 2-
кластеризации
Алгоритм LS≤2 (Local Search for no more than 2 components).
Итерация k. 
Шаг 1. Для каждой вершины v ∈ V произвольного графа G = (V, E). 
посчитать значение целевой функции, которое получится после 
переноса вершины в противоположный кластер.
Шаг 2. Выбрать вершину с наибольшим уменьшением значения 
целевой функции. Если таковой нет, остановить алгоритм.

Трудоемкость алгоритма – O(n3).



Локальный поиск для задачи 2-
кластеризации

При переносе выделенной синей вершины в красный кластер в значении целевой функции не 
будет участвовать зеленое ребро, но начнут участвовать красные ребра. Поэтому значение 

целевой функции вырастет на 2.



2-приближенный алгоритм для задачи 2-
кластеризации
Алгоритм CSW (Coleman-Saunderson-Wirth).
Шаг 1. Пусть F – множество всех допустимых решений, 
построенных алгоритмом BBC. Применить процедуру LS≤2 к 
каждому кластерному графу из множества F.
Шаг 2. Среди всех локальных оптимумов выбрать ближайший к G 
кластерный граф MCSW.

Трудоемкость алгоритма CSW – O(n4).



Экспериментальное исследование 
алгоритмов для задачи 2-кластеризации
Рассмотрим эвристический алгоритм N1LS≤2, применяющий 
алгоритм локального поиска лишь к лучшему допустимому 
решению.
Для генерации случайных графов была применена модель Эрдеша-
Реньи со значением параметра p из множества {0.33, 0.5, 0.67}.
Точностью алгоритма будем называть отношения значения 
функции на решении, полученному этим алгоритмом, к 
оптимальному значению целевой функции.



Эксперимент на маленьких графах

Эксперимент показал, что результаты разительно отличаются на 
разреженных и плотных графах. Так, при p = 0.33 и p = 0.5 средняя 
ошибка алгоритмов BBC и N1LS≤2 имела тенденцию к убыванию. 
Максимальное значение средней ошибки алгоритмов BBC и 
N1LS≤2 составило порядка 16% и 4 % в случае p = 0.33, n = 20. 
Средняя ошибка алгоритма CSW была около 0.



Эксперимент на маленьких графах

Средняя точность алгоритмов на графах малой размерности при p = 0.33.



Эксперимент на маленьких графах

В случае p = 0.67 поведение алгоритмов BBC и N1LS≤2 сильно 
меняется. Так, средняя ошибка алгоритма N1LS≤2 стремится к 0 с 
ростом n. Средняя ошибка алгоритма BBC наоборот, увеличивается 
с ростом n и составляет порядка 25% в случае n = 50. Средняя 
ошибка алгоритма CSW также остается около 0.



Эксперимент на маленьких графах

Средняя точность алгоритмов на графах малой размерности при p = 0.67.



Эксперимент на больших графах

В эксперименте на графах большой размерности (при n от 100 до 
6000, решалось по 100 задач в серии) исследовалось поведение 
случайных величин dBBC(n) и dN1LS(n): отношение значений 
целевых функций, полученных алгоритмами BBC и N1LS≤2 к 
значению целевой функции, полученному алгоритмом CSW на 
одном и том же графе.
Гипотеза 1. При достаточно больших n математическое ожидание 
случайной величины dBBC(n) не меньше 1.
Гипотеза 2. При достаточно больших n математическое ожидание 
случайной величины dN1LS (n) стремится к 1.



Эксперимент на больших графах

Проверка осуществлялась по широко распространенной схеме: на 
основе выборочных данных были получены оценки dBBC(n) и 
dN1LS(n) математического ожидания для каждой из исследуемых 
случайных величин, после чего при уровне значимости 𝛼 = 0.05 
рассчитаны границы доверительных интервалов.
Для расчета границ доверительного интервала использовался 
квантиль нормального распределения. Статистическое обоснование 
этому было получено путем проверки критерия согласия 
Колмогорова-Смирнова эмпирической функции распределения 
𝐹BBC(𝑥) с соответствующей ей функцией нормального 
распределения, имеющей параметры 𝑑BBC(𝑛) и 𝜎BBC. Тоже самое 
было сделано для случайной величины 𝑑N1LS(𝑛).



Значение статистик для dBBC



Границы доверительных интервалов для 
dBBC



Значение статистик для dN1LS



Границы доверительных интервалов для 
dN1LS



Эксперимент на больших графах

Среднее значение случайных величин dBBC и dN1LS при p = 0.33.



Эксперимент на больших графах

Среднее значение случайных величин dBBC и dN1LS при p = 0.67.



Кластеризация с частичным привлечением 
учителя

Задача SGCk (k-SEMI-SUPERVISED GRAPH CLUSTERING). Дан 
произвольный граф G = (V, E), целое число k (количество 
кластеров) и множество попарно различных вершин Z = {z1, z2, …, 
zk}. Необходимо найти такой граф M*, который является 
ближайшим к G кластерным графом с k кластерами и в котором все 
вершины из множества Z принадлежат разным кластерам.



3-приближенный алгоритм для задачи 
SGC2
Алгоритм NS2 (Neighborhood semi-supervised for SGC2).
Шаг 1. Для каждой вершины v ∈ V произвольного графа G = (V, E) 
(a) если v ∉ Z, то построить 2 графа: в каждом первый будет 
образовывать сама вершина и ее окрестность, но в первом случае в 
первый кластер попадает вершина z1, а во втором z2.
(б) если v ∈ Z то построить граф, в котором первый кластер 
образовывает сама вершина и ее окрестность без второй вершины из 
множества Z.
Шаг 2. Среди всех графов выбрать ближайший к G кластерный граф MNS.

Трудоемкость алгоритма NS2 – O(n2).
 



2-приближенный алгоритм для задачи 
SGC2.
Алгоритм NSLS2 (Neighborhood semi-supervised with Local Search 
for SGC2).
Шаг 1. Пусть F – множество всех допустимых решений, 
построенных алгоритмом NS2. Применить процедуру локального 
поиска LS2 к каждому решению из F.
Шаг 2. Среди всех локальных оптимумов выбрать ближайший к G 
кластерный граф MNSLS.

Трудоемкость алгоритма NSLS2 – O(n4).



Эксперимент на маленьких графах

Рассмотрим алгоритм PNSLS2 (Pre-clustered neighborhood 
semi-supervised with Local Search for SGC2). Для вершин z1 и z2 
строятся кластерные графы по принципу алгоритма NSLS2. 



Значение статистик для dNS 



Границы доверительных интервалов для 
dNS



Значение статистик для dPNSLS 



Границы доверительных интервалов для 
dPNSLS



Эксперимент на больших графах

Среднее значение случайных величин dNS и dPNSLS при p = 0.33.



Эксперимент на больших графах

Среднее значение случайных величин dNS и dPNSLS при p = 0.67.


