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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è open shop Om||Cmax

Âõîäíûå äàííûå p11 p21 · · · pn1
...

...
...

p1m p2m · · · pnm


Ðàñïèñàíèå

Äëÿ êàæäîé îïåðàöèè Oji íàçíà÷èòü èíòåðâàë âûïîëíåíèÿ [sji , cji ],
cji = sji + pji .

Îãðàíè÷åíèÿ

Îïåðàöèè îäíîé ìàøèíû èëè îïåðàöèè îäíîé ðàáîòû íå
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî.

Îïåðàöèè ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (makespan, Cmax)

Öåëü: ìèíèìèçèðîâàòü äëèíó ðàñïèñàíèÿ Cmax = max
j,i

cji .
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Ñëîæíîñòü

O2||Cmax ðàçðåøèìà çà O(n) [Gonzalez, Sahni 1976] (5 èçâåñòíûõ
àëãîðèòìîâ);

O3||Cmax NP-òðóäíà (ñèëüíàÿ NP-òðóäíîñòü � îòêðûòûé âîïðîñ)
[Gonzalez, Sahni 1976];

Om||Cmax: PTAS [Sevastyanov, Woeginger 2001]

O||Cmax NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå, åñòü ïîðîã
íåïðèáëèæàåìîñòè 5

4
[Williamson et al 1997].
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Äâà ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòà

O3|rankP = 1|Cmax

P =

αβp1 αβp2 . . . αβpn
βp1 βp2 . . . βpn
p1 p2 . . . pn


×àñòíûé ñëó÷àé: β = 1:

P =

αp1 αp2 . . . αpn
p1 p2 . . . pn
p1 p2 . . . pn



RO3||Rmax

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6
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Çàäà÷à ñ òîííåëÿìè RO||Rmax

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v0 � áàçà.

Íåêîòîðûå âåðøèíû (áàçà è êðàñíûå) ñîäåðæàò ðàáîòû
(âîçìîæíî, íåñêîëüêî ðàáîò â âåðøèíå).

Íåêîòîðûå ð¼áðà (÷¼ðíûå) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïåðåìåùåíèÿ.

Îñòàëüíûå ð¼áðà (äâîéíûå ñèíèå) � òîííåëè:

Ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïåðåìåùåíèÿ (èìåþò äëèíó).
Ñîäåðæàò ïî îäíîé ðàáîòå (äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé!).
Ëþáîå êîëè÷åñòâî ìàøèí ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ïî òîííåëþ
îäíîâðåìåííî, íî äâå ìàøèíû íå ìîãóò âûïîëíÿòü îïåðàöèè
îäíîâðåìåííî â îäíîì òîííåëå.
Ìàøèíà âûïîëíÿåò îïåðàöèþ â òîííåëå â ïðîöåññå
ïåðåìåùåíèÿ.

Òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü âñå ðàáîòû è âåðíóòüñÿ íà áàçó ASAP.
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Ñòàíäàðòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ çàäà÷è ñ òîííåëÿìè

Îáîçíà÷åíèÿ ROm||Rmax

T ⊆ E � ìíîæåñòâî òîííåëåé, T ∗
RPP � îïòèìóì RPP,

∀τ = [v , u] ∈ T :

|τ | = w(τ) � âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ ïî τ ,
j(τ) � ðàáîòà, ðàñïîëîæåííàÿ â τ ,
dist(v0, τ) = min{dist(v0, v), dist(v0, u)}.

R = max

{
ℓmax + T ∗

RPP ,max
v∈V

(dmax(v) + 2dist(v0, v)) ,

max
τ∈T

(
dj(τ) + 2|τ |+ 2dist(v0, τ)

)}
.
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Àëãîðèòì Àâåðáàõà-Áåðìàíà è åãî ïðèëîæåíèå äëÿ

çàäà÷è ñ ìàðøðóòèçàöèåé

Àëãîðèòì ñòðîèò ïåðåñòàíîâî÷íîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäà÷è
Fm||Cmax.

1 Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó ðàáîò π.
2 Ñòðîèì äâà ïåðåñòàíîâî÷íûé ðàñïèñàíèÿ: â ïðÿìîì ïîðÿäêå π è

îáðàòíîì π−1.
3 Âûáèðàåì ëó÷øåå èç äâóõ.

Äëèíà ïîëó÷åííîãî ðàñïèñàíèÿ íå ïðåâîñõîäèò
mℓmax + C̄

2
, ãäå

C̄ = max{ℓmax, dmax}.

Äëÿ çàäà÷è ñ ìàðøðóòèçàöèåé:
1 Ñòðîèì íåêîòîðûé îáõîä òðàíñïîðòíîé ñåòè σ. Âûáèðàåì

ïåðåñòàíîâêó ðàáîò π, ñîãëàñîâàííóþ ñ σ.
2 Ñòðîèì ðàñïèñàíèå Àâåðáàõà-Áåðìàíà äëÿ çàäà÷è áåç

ìàðøðóòèçàöèè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π.
3 �Ðàçäâèãàåì� ðàñïèñàíèå, âñòàâëÿÿ ìåæäó ðàáîòàìè ðàñòîÿíèÿ

ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè.

4 Äëèíà ïîëó÷åííîãî ðàñïèñàíèÿ:
mℓmax + C̄

2
+ |σ|.

Ïðèìåð: äëÿ çàäà÷è ROm||Rmax:
m+1
2

-ïðèáëèæåííîå ðàñïèñàíèå.
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Èëëþñòðàöèÿ äëÿ çàäà÷è ñ ìàðøðóòèçàöèåé

M1

M2

M3

M1

M2

M3
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Àëãîðèòì A1
íà áàçå Àâåðáàõà-Áåðìàíà

1 Ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ñåëüñêîãî ïî÷òàëüîíà
(RPP) σ äëÿ òðàíñïîðòíîé ñåòè àëãîðèòìîì Ôðåäåðèêñîíà è
âûáðàòü ñîãëàñîâàííóþ ñ σ ïåðåñòàíîâêó ðàáîò π. |σ| ⩽ 3

2
T ∗
RPP .

2 Ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå Àâåðáàõà-Áåðìàíà îòíîñèòåëüíî π.

3 Ïðèìåíèòü ïîñòðîåííîå ðàñïèñàíèå (ïîðÿäîê îïåðàöèé) ê

èñõîäíîé çàäà÷å RO3||Rmax.

4 Äëèíà ïîëó÷åííîãî ðàñïèñàíèÿ:

Rmax(SA1
) ⩽

3ℓmax + C̄

2
+ |σ|+ 2

∑
t∈T

|t| ⩽ 3

2
ℓmax +

C̄

2
+

7

2
T ∗
RPP .
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Ãðóáàÿ îöåíêà òî÷íîñòè

Rmax(SA1
) ⩽

3

2
ℓmax +

C̄

2
+

7

2
T ∗
RPP .

1 Åñëè C̄ = ℓmax:

Rmax(SA1
) ⩽ 2ℓmax + 3.5T ∗

RPP ⩽ 3.5(ℓmax + T ∗
RPP) ⩽ 3.5R.

2 Åñëè C̄ = dmax ⩽ 3ℓmax:

Rmax(SA1
) ⩽

3

2
ℓmax+

dmax

2
+3.5T ∗

RPP ⩽
3

2
ℓmax+

3

2
ℓmax+3.5T

∗
RPP ⩽ 3.5R.
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Àëãîðèòì A2

Èäåÿ: Ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå äëÿ äâóõ ìàøèí àëãîðèòìîì A1, à
òðåòüþ ìàøèíó ïóñòèòü íàâñòðå÷ó:

σv0

M2

M1

M3

Äëÿ ìàøèí M1,M2:

finish1,2 ⩽ ℓmax +
1

2
C̄ + |σ|+

∑
t∈T

|t| ⩽= ℓmax +
1

2
C̄ + 2.5T ∗

RPP ⩽ 2.5R

Äëÿ ìàøèíû M3:

finish3 ⩽ ℓmax + |σ|+ IDLE
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Îöåíèì IDLE
1. Ïóñòü �ñòîëêíîâåíèå� M3 ñ êàæäîé èç M1,M2 ïðîèçîøëî â îäíîì
è òîì æå òóííåëå t ′ = [u, v ]:
1.1 Åñëè d ′

max ⩽ ℓmax:

IDLE ⩽ d ′
max + 2|t ′| ⩽ ℓmax + 2|t ′|,

finish3 ⩽ 2ℓmax +
3

2
T ∗
RPP + 2|t ′|.

Åñëè 2|t ′| ⩽ ℓmax +
3
2
T ∗
RPP , òî finish3 ⩽ 3R.

Èíà÷å: |t ′| > 1
2
ℓmax +

3
4
T ∗
RPP , dist(u, v) ⩽ T ∗

RPP − |t ′| ⩽ 1
4
T ∗
RPP − 1

2
ℓmax.

δ = |t ′| − dist(u, v) ⩾ ℓmax +
1

2
T ∗
RPP .

T ∗∗ = T ∗
RPP − δ ⩽

1

2
T ∗
RPP − ℓmax.

Ïðèìåíèì àëãîðèòì A1 ê ïîäçàäà÷å áåç t ′:

Rmax ⩽
3

2
ℓmax+

1

2
C̄+

3

2
T ∗∗+2

∑
t∈T \{t′}

|t| ⩽ 1

2
C̄+

3

4
T ∗

RPP+2(
1

4
T ∗

RPP−
1

2
ℓmax) ⩽ 2R
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Ïðîäîëæåíèå

1.2 Åñëè d ′
max > ℓmax: çàìåòèì, ÷òî d ′

max ⩽ 2ℓmax.

IDLE ⩽ 2ℓmax + 2|t ′|,

finish3 ⩽ 3ℓmax +
3

2
T ∗
RPP + 2|t ′|.

Åñëè 2|t ′| ⩽ 3
2
T ∗
RPP , òî finish3 ⩽ 3R.

Èíà÷å: |t ′| > 3
4
T ∗
RPP , dist(u, v) ⩽ T ∗

RPP − |t ′| ⩽ 1
4
T ∗
RPP .

δ = |t′| − dist(u, v) ⩾
1

2
T ∗

RPP .

T ∗∗ = T ∗
RPP − δ ⩽

1

2
T ∗

RPP .

Ïðèìåíèì àëãîðèòì A1 ê ïîäçàäà÷å áåç t ′:

Rmax ⩽
3

2
ℓmax +

1

2
C̄ +

3

2
T ∗∗ + 2

∑
t∈T \{t′}

|t| ⩽ 4.5ℓmax +
5

4
T ∗

RPP .

Rmax(SA2
) ⩽ 4.5ℓmax +

5

4
T ∗
RPP + R.

min{Rmax(SA2
),Rmax(SA1

)} ⩽ 10/3R.
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Îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè

1 Ìàøèíà M3 ïðèáûëà ê óæå çàíÿòîìó ìàøèíîé M1 òóííåëþ,
ïîêà æäàëà, ìàøèíà M2 íà÷àëà ðàáîòó â òóííåëå.

2 Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè:

êîãäà M3 êîíôëèêòóåò òîëüêî ñ îäíîé èç ìàøèí ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì,
êîãäà íå áîëåå îäíîãî êîíôëèêòà â òóííåëå.

3 Îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé: äâà êîíôëèêòà â ðàçíûõ òóííåëÿõ, ðàçíûå
âàðèàíòû ïîðÿäêà ïîÿâëåíèÿ ìàøèí.
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