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Ââåäåíèå

� 1. Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî � ýòî àêñèîìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå, îáîçíà÷àþ-
ùåå íàáîð íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà. Ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî ∅ � ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíòîâ. x ∈ A îáî-
çíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì A (B ⊆ A),
åñëè âñå ýëåìåíòû B âõîäÿò â A. Î÷åâèäíî, ÷òî ∅ � ïîäìíîæåñòâî ëþáîãî
ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâà A è B ðàâíû, åñëè A ⊆ B è B ⊆ A.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè.

1) Îáúåäèíåíèå: A + B = {x|x ∈ A èëè x ∈ B}.
2) Ïåðåñå÷åíèå: A ·B = {x|x ∈ A è x ∈ B}.
3) Ðàçíîñòü: A−B = {x|x ∈ A è x 6∈ B}.
4) Äîïîëíåíèå: åñëè A ⊆ Ω, òî A = Ω − A, çäåñü Ω � íåêîòîðîå óíèâåð-
ñàëüíîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 1 (Çàêîíû Ìîðãàíà). A ·B = A + B, A + B = A ·B.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî ñîñòîèò èç êî-
íå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, è áåñêîíå÷íûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Åñëè ìíî-
æåñòâî áåñêîíå÷íî, íî âñå åãî ýëåìåíòû ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü, òî ìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì. Êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íå áî-
ëåå ÷åì ñ÷åòíûì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë N (îíî "ñàìî ñåáÿ ñ÷èòàåò"), ìíîæåñòâî ÷åòíûõ öåëûõ
÷èñåë 2 Z, ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Íåñ÷åòíûìè ÿâëÿþòñÿ: ìíî-
æåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
R−Q, ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè è ò.ä.
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A åùå íàçûâàþò åãî îáúåìîì
è îáîçíà÷àþò |A|. Åñëè A êîíå÷íî, òî |A| � ýòî íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå
÷èñëî, à åñëè A � áåñêîíå÷íî, òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ÷èñëà åãî ýëåìåíòîâ
èñïîëüçóþò ñèìâîë ∞.

� 2. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Êîìáèíàòîðèêà � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, çàíèìàþùèéñÿ ïîäñ÷åòîì ÷èñëà
êîìáèíàöèé, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç ýëåìåíòîâ çàäàííîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ.

Òåîðåìà 2 (Ïðàâèëî ñóììû). Åñëè ñóùåñòâóåò n ñïîñîáîâ âûïîëíèòü
äåéñòâèå (∗) è k ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äåéñòâèå (◦), òî ñóùåñòâóåò n + k

ñïîñîáîâ âûïîëíèòü îäíî èç äåéñòâèé � (∗) èëè (◦).

Òåîðåìà 3 (Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ). Åñëè ñóùåñòâóåò n ñïîñîáîâ âû-
ïîëíèòü äåéñòâèå (∗) è k ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äåéñòâèå (◦), òî ñóùåñòâóåò
nk ñïîñîáîâ âûïîëíèòü äåéñòâèÿ (∗) è (◦) ïîñëåäîâàòåëüíî.

Ïðèìåð 2.1. Â ìàãàçèíå ïðîäàþò 5 âèäîâ ÷àøåê è 4 âèäà ëîæåê. Êóïèòü
òîëüêî îäèí ïðåäìåò ìîæíî 5 + 4 = 9 ñïîñîáàìè, à êóïèòü îäíó ÷àøêó è
îäíó ëîæêó ìîæíî 5 · 4 = 20 ñïîñîáàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ôàêòîðèàëîì n! íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàþò ïðîèç-
âåäåíèå n! = 1 · 2 · · · · · (n− 1) · n. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò, ÷òî 0! = 1.

Ïîäñ÷¼ò ÷èñëà âûáîðîê îáú¼ìà k èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

îáú¼ìà n:

áåç âîçâðàùåíèé ñ âîçâðàùåíèÿìè

ïî ïîðÿäêó (ðàçìåùåíèÿ) Ak
n = n!

(n−k)! , k 6 n, Āk
n = nk

áåç ïîðÿäêà (ñî÷åòàíèÿ) Ck
n = n!

k!(n−k)! , k 6 n, Ck
n+k−1

1) Ðàçìåùåíèÿ ñ âîçâðàùåíèÿìè. Â âûáîðêå íà êàæäîì ìåñòå ìîæåò
íàõîäèòüñÿ îäèí èç n ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó, ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, Āk

n =

n · · · · · n = nr.
2) Ðàçìåùåíèÿ áåç âîçâðàùåíèé. Íà ïåðâîå ìåñòî âûáîðêè ìû ìîæåì

ïîñòàâèòü ýëåìåíò n ñïîñîáàìè, íà âòîðîå � (n − 1) ñïîñîáîì (ò.ê. îäèí
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ýëåìåíò óæå çàíÿë ïåðâîå ìåñòî), íà òðåòüå � (n − 2) ñïîñîáàìè, è òàê
äàëåå, ïîêà íå äîéäåì äî k-ãî ìåñòà, êîòîðîå ìû ñìîæåì çàïîëíèòü (n −
k + 1) ñïîñîáîì. Â èòîãå, ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì Ak

n = n(n−
1) · · · · · (n− k +1) = n!

(n−k)! . Â ÷àñòíîñòè, ïåðåñòàâèòü n ýëåìåíòîâ ìåñòàìè
ìîæíî An

n = n! ñïîñîáàìè.
3) Ñî÷åòàíèÿ áåç âîçâðàùåíèé. Êàæäîå êîíêðåòíîå ñî÷åòàíèå ýëåìåí-

òîâ ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ îäíèì èç Ak
k = k! ðàçìåùåíèé áåç âîçâðàùå-

íèé. Ïîýòîìó ðàçìåùåíèé â k! ðàç áîëüøå, ÷åì ñî÷åòàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî,
Ck

n = Ak
n

k! = n!
k!(n−k)! .

4) Ñî÷åòàíèÿ c âîçâðàùåíèÿìè. Ñîïîñòàâèì êàæäîé âûáîðêå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö, â êîòîðóþ âõîäÿò åäèíèöû ïî ÷èñëó ðàç,
êîòîðîå ýëåìåíò äàííîãî òèïà âõîäèò â âûáîðêó, è íóëè, ðàçäåëÿþùèå ýëå-
ìåíòû (íàïðèìåð, åñëè èç ìíîæåñòâà E = {a1, a2, a3} âûáðàëè ýëåìåíòû
A = {a1, a1, a1, a3}, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âèä (111001)). Òàêèì îá-
ðàçîì ïîëó÷èì äâîè÷íûé âåêòîð äëèíû n + k − 1, ñîäåðæàùèé k åäèíèö.
Âñåãî ñóùåñòâóåò Ck

n+k−1 òàêèõ âåêòîðîâ.



Ðàçäåë 1

Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

� 1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

1.1. Èñïûòàíèÿ è ñîáûòèÿ

Îïðåäåëåíèå. Èñïûòàíèå � ýòî ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ïðîòåêàåò ñ ñî-
áëþäåíèåì îïðåäåëåííîé ñîâîêóïíîñòè óñëîâèé S.

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèå � ýòî óòâåðæäåíèå, èñòèííîñòü êîòîðîãî îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ. Ñîáûòèÿ ïðèíÿòî îáîçíà-
÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: A, B, C, . . . , A1, A2, . . . ;
èëè ôèãóðíûìè ñêîáêàìè, â êîòîðûå çàêëþ÷àþò óòâåðæäåíèå, ñîñòàâëÿ-
þùåå ñîáûòèå: {áðîøåííàÿ ìîíåòêà âûïàëà îðëîì}.

Ïðèìåð 1.1. Â óðíå èìåþòñÿ øàðû íåêîòîðûõ öâåòîâ. Èç óðíû íàóäà÷ó
áåðóò îäèí øàð. Èçâëå÷åíèå øàðà � èñïûòàíèå. Ïîÿâëåíèå êðàñíîãî øàðà
� ñîáûòèå.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé íå ñòàâèò ïåðåä ñîáîé öåëü ïðåäñêàçàòü, ïðîèçîé-
äåò äàííîå ñîáûòèå èëè íåò, � ýòî íåâîçìîæíî. Íî åñëè èñïûòàíèå ìîæíî
ïîâòîðÿòü ìíîãîêðàòíî (ñ ñîáëþäåíèåì îäíèõ è òåõ æå óñëîâèé), òî îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ñîáûòèÿ, íàáëþäàåìûå ïðè ýòèõ èñïûòàíèÿõ, ïîä÷èíÿþò-
ñÿ îïðåäåëåííûì çàêîíîìåðíîñòÿì. Â ÷àñòíîñòè, íàáëþäàåòñÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÷àñòîò. Ãîâîðÿò, ÷òî òàêîå èñïûòàíèå îáëàäàåò ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòüþ. Óñòàíîâëåíèåì ýòèõ çàêîíîìåðíîñòåé è çàíè-
ìàåòñÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Èòàê, ïðåäìåòîì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè â ñòà-
òèñòè÷åñêè ðåãóëÿðíûõ èñïûòàíèÿõ.
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Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An íàçûâàþò íåñîâìåñòíûìè, åñëè
ïîÿâëåíèå îäíîãî èç íèõ èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå îñòàëüíûõ ñîáûòèé â îäíîì
è òîì æå èñïûòàíèè.

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, åñëè â
ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ îáÿçàòåëüíî ïîÿâèòñÿ îäíî èç íèõ.

Ïðèìåð 1.2. Íàóäà÷ó èçâëåêàþò êàðòó èç êîëîäû. Îáîçíà÷èì A1 =

{Ïîÿâèëàñü ÷åðâè}, A2 = {Ïîÿâèëàñü áóáè}, A3 = {Ïîÿâèëàñü ÷åðíàÿ

ìàñòü}, A4 = {Ïîÿâèëàñü êàðòèíêà}. Òîãäà:
1) ñîáûòèÿ A1, A2 � íåñîâìåñòíû è ïîëíîé ãðóïïû íå îáðàçóþò;
2) ñîáûòèÿ A1 è A4 � ñîâìåñòíû è ïîëíîé ãðóïïû íå îáðàçóþò;
3) ñîáûòèÿ A1, A2, A3 � íåñîâìåñòíû è îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó;
4) ñîáûòèÿ A1, A2, A3, A4 � ñîâìåñòíû è îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó.

1.2. Ñîáûòèÿ êàê ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ ω1, ω2, . . . íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè

èñïûòàíèÿ (ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè), åñëè
1) îíè íåñîâìåñòíû;
2) îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó;
3) èõ íåëüçÿ ðàçëîæèòü íà ïîäñîáûòèÿ.
Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ îáîçíà÷àþò Ω = {ω1, ω2, . . . }.

Â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ ðîâíî îäèí ýëåìåíòàðíûé èñõîä.
Íåðàçëîæèìîñòü íà ïîäñîáûòèÿ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A, íà-
áëþäàåìîãî ïðè èñïûòàíèè, ýëåìåíòàðíûå èñõîäû äåëÿòñÿ íà áëàãîïðè-

ÿòíûå ýòîìó ñîáûòèþ è íåáëàãîïðèÿòíûå. Åñëè â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ
ïðîèçîøåë áëàãîïðèÿòíûé ñîáûòèþ A èñõîä, òî ñîáûòèå A îáÿçàòåëüíî
íàñòóïèò, à åñëè íåáëàãîïðèÿòíûé, òî òî÷íî íå íàñòóïèò.

Îòîæäåñòâèì êàæäîå íàáëþäàåìîå â èñïûòàíèè ñîáûòèå A ñ ìíîæå-
ñòâîì âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòíûõ ýòîìó ñîáûòèþ. Äàëåå
åñëè áóäåì ãîâîðèòü î íàáëþäåíèè íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ, òî áóäåì ïîäðàçó-
ìåâàòü, ÷òî â ìíîæåñòâå âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω âûäåëåíî íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî A áëàãîïðèÿòíûõ ýòîìó ñîáûòèþ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.
Ñîáûòèÿ, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà áëàãîïðèÿòíûõ ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ, íå ðàçëè÷àþò.
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Ïðèìåð 1.3. Áðîñàþò èãðàëüíóþ êîñòü. ωi = {Âûïàëî i î÷êîâ} � ýëå-
ìåíòàðíûå èñõîäû, Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}. Òîãäà A = {âûïàëî ÷èñëî
î÷êîâ, êðàòíîå òðåì} = {ω3, ω6} = {âûïàëà òðîéêà èëè øåñòåðêà}. Èñ-
õîäû {ω1, ω2, ω4, ω5} íåáëàãîïðèÿòíû äëÿ A.

Ñîáûòèÿ u = {âûïàëî 4 î÷êà} è v = {íå âûïàëî 4 î÷êà} íåñîâìåñòíû
è îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, íî íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè, òàê
êàê ïî íèì íåëüçÿ ñêàçàòü, âûïàëî 6 î÷êîâ èëè íåò.

Ïðèìåð 1.4. Èç îòðåçêà [2; 5] íàóäà÷ó âûáèðàþò ÷èñëî. Çäåñü ýëåìåí-
òàðíûìè èñõîäàìè áóäóò âñå òî÷êè îòðåçêà [2; 5], òî åñòü Ω = [2; 5], è,
íàïðèìåð, A = {âûïàëî ÷èñëî ìåíüøåå 4} = [2; 4).

Òàê ñîáûòèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, òî ñ
ñîáûòèÿìè ìîæíî äåëàòü âñå òå æå ñàìûå îïåðàöèè, ÷òî è ñ ìíîæåñòâàìè:
ñëîæåíèå A + B, óìíîæåíèå AB, âû÷èòàíèå A−B, äîïîëíåíèå A.

Ïðèìåð 1.5 (Ïðîäîëæåíèå 1.3). A = {ω1, ω2, ω4, ω5} = {âûïàëî ÷èñëî

î÷êîâ, íå êðàòíîå òðåì} = {âûïàëà íå òðîéêà è íå øåñòåðêà}. Îáî-
çíà÷èì B = {âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, ìåíüøåå 5} = {ω1, ω2, ω3, ω4}. Òîãäà
A + B = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω6} = {âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå òðåì èëè

ìåíüøåå 5} = {âûïàëà íå ïÿòåðêà}, AB = {ω3} = {âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ,
êðàòíîå òðåì è ìåíüøåå 5} = {âûïàëà òðîéêà}, A−B = {ω6} = {âûïàëà
øåñòåðêà}.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñîáûòèÿ A1, . . . , An íåñîâìåñòíû, òî AiAj = ∅ äëÿ
ëþáîé ïàðû Ai, Aj èç íèõ. Åñëè ñîáûòèÿ A1, . . . , An îáðàçóþò ïîëíóþ
ãðóïïó, òî A1 + · · ·+ An = Ω.

1.3. Âåðîÿòíîñòü

Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòü � ýòî ôóíêöèÿ P(·), êîòîðàÿ êàæäîìó ñî-
áûòèþ A ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëî òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:
Àêñèîìà 1. 0 6 P(A) 6 1 äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A.
Àêñèîìà 2. P(Ω) = 1.
Àêñèîìà 3 (Ñëîæåíèÿ). Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû, òî

P(A + B) = P(A) + P(B).
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Âåðîÿòíîñòü åñòü ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ñòåïåíü âîçìîæíîñòè íàñòóï-
ëåíèÿ ñîáûòèÿ. ×åì áîëüøå ÷èñëî P(A), òåì âåðîÿòíåå òî, ÷òî ñîáûòèå A

ïðîèçîéäåò â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèå A äîñòîâåðíî, åñëè P(A) = 1, íåâîçìîæíî, åñëè
P(A) = 0 è ñëó÷àéíî, åñëè 0 < P(A) < 1. Ïðî äîñòîâåðíîå ñîáûòèå òàêæå
ãîâîðÿò, ÷òî îíî íàñòóïèò ïî÷òè íàâåðíîå (ñîêðàùåííî ï.í.).

Òåîðåìà 4. 1. Åñëè A ⊂ B (òî åñòü èç A ñëåäóåò B), òî P(B − A) =

P(B)− P(A).
2. P(A) = 1− P(A).
3. Åñëè A ⊂ B, òî P(A) 6 P(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. P(B) = P(A + (B −A)) = P(A) + P(B −A) ⇒ P(B −
A) = P(B)− P(A).
2. P(A) = P(Ω− A) = P(Ω)− P(A) = 1− P(A).
3. P(A) 6 P(B) òàê êàê P(B − A) > 0. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè ñîáûòèå A äîñòîâåðíî, òî A � íåâîçìîæíî, è íàîáîðîò.

Ïðèìåð 1.6. Â êâàðòèðå òðè îòêðûòûõ îêíà è êîìàð. Èçâåñòíî, ÷òî â
ïåðâîå îêíî êîìàð âûëåòèò (ñîáûòèå A) ñ âåðîÿòíîñòüþ P(A) = 0.14, âî
âòîðîå (ñîáûòèå B) � P(B) = 0.21, à â òðåòüå (ñîáûòèå C) � P(C) = 0.18.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîìàð âûëåòèò ÷åðåç ïåðâîå èëè âòîðîå îêíî
(A+B) ðàâíà P(A+B) = 0.14+0.21 = 0.35. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîìàð
ïîãèáíåò â êâàðòèðå (A + B + C), ðàâíà P(A + B + C) = 1−(0.14+0.21+

0.18) = 0.47.

Òåîðåìà 5 (Ñëîæåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A è B âåðíî ðàâåíñòâî

P(A + B) = P(A) + P(B)− P(AB).

Äîêàçàòåëüñòâî. P(A + B) = P(A−AB) +P(AB) +P(B−AB) = P(A)−
P(AB) + P(AB) + P(B)− P(AB) = P(A) + P(B)− P(AB). �

Ïðèìåð 1.7. Íà ñòåíå âèñÿò äâà ëèñòà áóìàãè, ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþùèå
äðóã äðóãà. Ñòðåëîê ïîïàä¼ò â ïåðâûé ëèñò (ñîáûòèå A) ñ âåðîÿòíîñòüþ
P(A) = 0.7, âî âòîðîé ëèñò (ñîáûòèå B) � ñ âåðîÿòíîñòüþ P(B) = 0.5, â îáà
ëèñòà � ñ âåðîÿòíîñòüþ P(AB) = 0.4. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê
ïîïàäåò õîòÿ áû â îäèí ëèñò ðàâíà P(A + B) = P(A) + P(B) − P(AB) =

0.7 + 0.5− 0.4 = 0.8.
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� 2. Ïðèìåðû çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòè

2.1. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ íàçûâàþò ðàâíîâîçìîæíûìè, åñëè íåò îñíîâà-
íèé ñ÷èòàòü, ÷òî îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ áîëåå âîçìîæíûì, ÷åì äðóãîå.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èñïûòàíèå ïðîòåêàåò ïî êëàññè÷åñêîé
ñõåìå, åñëè â íåì âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ðàâíîâîçìîæíû è èõ êîíå÷íîå
÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå. Â èñïûòàíèè, ïðîòåêàþùåì ïî êëàññè÷åñêîé ñõåìå, âåðî-
ÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçûâàþò âåëè÷èíó

P(A) =
÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ äëÿ A èñõîäîâ

÷èñëî âñåõ èñõîäîâ
=
|A|
|Ω|

.

Ïðèìåð 2.1. Â óðíå ëåæàò 2 êðàñíûõ øàðà, 3 ñèíèõ è îäèí áåëûé. Íàóäà-
÷ó èçâëåêàþò îäèí øàð. Ýëåìåíòàðíûå èñõîäû A1 = {ïîÿâèëñÿ êðàñíûé

øàð}, A2 = {ïîÿâèëñÿ ñèíèé øàð}, A3 = {ïîÿâèëñÿ áåëûé øàð} íå ðàâíî-
âîçìîæíû.

Ïðîíóìåðóåì øàðû ÷èñëàìè îò 1 äî 6: 1, 2 � êðàñíûå; 3, 4, 5 � ñèíèå;
6 � áåëûé. Òîãäà â ýòîì èñïûòàíèè áóäåò øåñòü ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ:
ω1 = {ïîÿâèëñÿ �1}, . . . , ω6 = {ïîÿâèëñÿ �6}. Ýòè ýëåìåíòàðíûå èñ-
õîäû ðàâíîâåðîÿòíû è èõ êîíå÷íîå ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî èñïûòàíèå
ïðîòåêàåò ïî êëàññè÷åñêîé ñõåìå. Òîãäà A1 = {ω1, ω2}, A2 = {ω3, ω4, ω5},
A3 = {ω6} è P(A1) = 2

6 , P(A2) = 3
6 , P(A3) = 1

6 .

Òåîðåìà 6. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè â ñìûñëå êëàññè÷åñêîé ñõåìû êîð-
ðåêòíî, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü âñåõ àêñèîì âåðîÿòíîñòè.
Àêñèîìà 1. Òàê êàê âñÿêîå ñîáûòèå A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ω, òî 0 6
|A| 6 Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 6 P(A) = |A|

|Ω| 6 1.

Àêñèîìà 2. Î÷åâèäíî, ÷òî P(Ω) = |Ω|
|Ω| = 1.

Àêñèîìà 3. Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû. Òîãäà íè îäèí ýëåìåíò
ìíîæåñòâà A + B íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü îäíîâðåìåííî A è B. Ïîýòîìó
|A+B| = |A|+ |B|. Ñëåäîâàòåëüíî, P(A+B) = |A+B|

|Ω| = |A|+|B|
|Ω| = |A|

|Ω| +
|B|
|Ω| =

P(A) + P(B). �
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Ïðèìåð 2.2 (Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà). Â óðíå 7 êðàñíûõ øàðîâ, 9
ñèíèõ, 11 çåëåíûõ è 13 æåëòûõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 15
íàóäà÷ó âçÿòûõ øàðîâ ðîâíî 5 êðàñíûõ, 4 ñèíèõ è 3 çåëåíûõ.

Îòâåò: C5
7 C4

9 C3
11 C3

13

C15
40

.

2.2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Èç ãåîìåòðè÷åñêîé ôèãóðû G íàóäà÷ó âûáèðàþò òî÷êó.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî èñïûòàíèå ïðîõîäèò ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ñõåìå,
åñëè âñå òî÷êè ôèãóðû G ðàâíîâîçìîæíû (ãåîìåòðè÷åñêîé ôèãóðîé íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî, îáëàäàþùåå äëèíîé, ïëîùàäüþ èëè îáúåìîì). Â òàêîì
èñïûòàíèè Ω = G.

Â ýòîì èñïûòàíèè êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà íåïðèìåíèìà. Ïîýòîìó äàäèì
íîâîå

Îïðåäåëåíèå. Â èñïûòàíèè, ïðîòåêàþùåì ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ñõåìå, âå-
ðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçûâàþò âåëè÷èíó

P(A) =
mes A

mes Ω
=

ìåðà áëàãîïðèÿòíûõ äëÿ A èñõîäîâ
ìåðà âñåõ èñõîäîâ

,

ãäå mes � ýòî ìåðà ôèãóðû: äëèíà, ïëîùàäü èëè îáúåì. Ïðè÷åì â ðåçóëü-
òàòå äåëåíèÿ äîëæíà ïîëó÷èòüñÿ áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà (ò.å. ì2 íåëüçÿ
äåëèòü íà ì3).

Òåîðåìà 7. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè â ñìûñëå ãåîìåòðè÷åñêîé ñõåìû
êîððåêòíî, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåð 2.3 (Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå, êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè). Èç êâàä-
ðàòà íàóäà÷ó âûáèðàþò òî÷êó. Ïóñòü âíóòðè êâàäðàòà îòìå÷åí îòðåçîê.
Òîãäà ñîáûòèå A = {òî÷êà ïîïàëà íà îòðåçîê} íåâîçìîæíî, ò.ê. ïëîùàäü
îòðåçêà ðàâíà íóëþ, íî ýòî ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè!

Ïðèìåð 2.4 (Ïàðàäîêñ Áåðòðàíà). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñ êàêîé âå-
ðîÿòíîñòüþ õîðäà, ïðîâåä¼ííàÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì â îêðóæíîñòè åäè-
íè÷íîãî ðàäèóñà, ïðåâûñèò ïî äëèíå ñòîðîíó âïèñàííîãî â ýòó îêðóæíîñòü
ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà (òî åñòü ïðåâûñèò

√
3).

Â äàííîì ñëó÷àå åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè ñïîñîáà ïîäñ÷¼òà ãåîìåòðè-
÷åñêîé âåðîÿòíîñòè:
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1) Ïðîâåä¼ì äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê õîðäå, è ïîäñ÷èòàåì âåðîÿò-
íîñòü êàê îòíîøåíèå äëèíû ¾öåíòðàëüíîãî ó÷àñòêà¿ (òîãî, ÷åðåç êîòîðûé

ïðîõîäÿò õîðäû äëèííåå
√

3) ê öåëîìó äèàìåòðó. P =
1
2+ 1

2

2 = 1
2 .

2) Ðàññìîòðèì óãîë ϕ ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè. Õîðäà
áîëüøå

√
3, åñëè 60◦ < ϕ < 120◦ (òî åñòü õîðäà ëåæèò âíóòðè âïèñàííîãî

â îêðóæíîñòü ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà). Òàêèì îáðàçîì, P = 120−60
180−0 = 1

3 .
3) Õîðäà ïðåâûñèò ïî äëèíå ñòîðîíó ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè å¼
öåíòð ïåðåñå÷¼ò îêðóæíîñòü, âïèñàííóþ â ýòîò òðåóãîëüíèê, òî åñòü âåðî-
ÿòíîñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê îòíîøåíèå ïëîùàäåé âïèñàííîé è îïèñàííîé
îêðóæíîñòåé: P =

π( 1
2 )2

π12 = 1
4 . Òàêèì îáðàçîì, âûáîð âåðîÿòíîñòè íåîäíî-

çíà÷åí.

� 3. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

3.1. Îïðåäåëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A, âû÷èñëåííóþ â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ñîáûòèå B óæå ïðîèçîøëî, íàçûâàþò óñëîâíîé. Îáîçíà-
÷àþò P(A|B) èëè PB(A). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò, ÷òî äëÿ óñëîâíîé âå-
ðîÿòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (ôîðìóëà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè)

P(AB) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Ïðèìåð 3.1. Â óðíå 3 êðàñíûõ è 3 çåëåíûõ øàðà. Ïî î÷åðåäè èçâëåêàþò
äâà øàðà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé øàð êðàñíûé (B) ïðè óñëîâèè,
÷òî ïåðâûé øàð çåëåíûé (A), ðàâíà P(B|A) = 3

5 , êðîìå òîãî P(AB) =

P(A)P(B|A) = 3
6 ·

3
5 .

Òåîðåìà 8. Çàôèêñèðóåì ñîáûòèå B. Äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P(· | B)

ñïðàâåäëèâû:
àêñèîìà 1: 0 6 P(A|B) 6 1 äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A;
àêñèîìà 2: P(Ω|B) = 1, êðîìå òîãî P(B|B) = 1;
àêñèîìà ñëîæåíèÿ: P(A+C|B) = P(A|B)+P(C|B), åñëè A è C íåñîâìåñò-
íû;
òåîðåìà ñëîæåíèÿ: P(A + C|B) = P(A|B) + P(C|B)− P(AC|B);
ôîðìóëà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè: P(AC|B) = P(A|B)P(C|AB).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî:
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Àêñèîìà 1. Òàê êàê AB ⊂ B, òî P(AB) 6 P(B) (òåîðåìà 4). Çíà÷èò,
0 6 P(A|B) = P(AB)

P(B) 6 1.

Àêñèîìà 2. Î÷åâèäíî, ÷òî P(Ω|B) = P(ΩB)
P(B) = P(B)

P(B) = 1.
Àêñèîìà 3. Ïóñòü ñîáûòèÿ A è C íåñîâìåñòíû. Òîãäà P(A + C|B) =

P(AB+CB)
P(B) =/ â ñèëó àêñèîìû ñëîæåíèÿ/= P(AB)+P(CB)

P(B) = P(A|B) +P(C|B).
Òåîðåìà ñëîæåíèÿ è ôîðìóëà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñëåäóþò èç àêñèîì.

�

Ñëåäñòâèå. Ïðè ïîìîùè óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü âåðî-
ÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãèõ ñîáûòèé.

P(ABC) = P(A)P(BC|A) = P(A)P(B|A)P(C|AB).

P(A1 · · ·An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1A2) · · ·P(An|A1A2 · · ·An−1).

Ïðèìåð 3.2 (Ïðîäîëæåíèå 3.1). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíî
èçâëåêëè êðàñíûé (A), çåëåíûé (B) è îïÿòü êðàñíûé (C) øàðû, ðàâíà
P(ABC) = 3

6 ·
3
5 ·

2
4 = 3

20 .

3.2. Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþò íåçàâèñèìûìè, åñëè âåðíî ðà-
âåíñòâî P(AB) = P(A)P(B). Îáîçíà÷åíèå A#B.

Ïî ôîðìóëå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè èìååì, ÷òî P(AB) = P(A)P(B|A) =

P(B)P(A|B). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé âûïîëíåíû ðàâåí-
ñòâà P(A|B) = P(A) è P(B|A) = P(B), èç êîòîðûõ ñëåäóåò òåðìèí íåçàâè-
ñèìîñòü: íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ B íèêîèì îáðàçîì íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü
íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A è íàîáîðîò.

Êàê ïðàâèëî, íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé äàíà â óñëîâèè çàäà÷è.

Òåîðåìà 9. Åñëè A#B, òî A#B, A#B è A#B.

Äîêàçàòåëüñòâî. P(AB) = P(B)P(A|B) = P(B)(1 − P(A|B)) =/ò.ê.
A#B/= P(B)(1 − P(A)) = P(A)P(B). Ñëåäîâàòåëüíî, A#B, íî òîãäà A#B

è A#B. �

Ïðèìåð 3.3. Ïåðâûé ñòðåëîê ïîðàçèò ìèøåíü (A) ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.8,
âòîðîé (B) � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.7. Òîãäà ïåðâûé ïîïàäåò, à âòîðîé ïðîìàõ-
íåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ P(AB) = 0.8 ·0.3 = 0.24. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìè-
øåíü ïîïàäåò ðîâíî îäèí ñòðåëîê, ðàâíà P(AB+AB) = 0.8 ·0.3+0.2 ·0.7 =

0.38
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Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèÿ A, B è C íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, åñëè
P(AB) = P(A)P(B), P(AC) = P(A)P(C), P(BC) = P(B)P(C) è P(ABC) =

P(A)P(B)P(C). Àíàëîãè÷íî äàåòñÿ îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ÷åòûðåõ è
áîëåå ñîáûòèé.

Òåîðåìà 10. Åñëè A, B è C � íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, òî AB#C è
(A + B)#C.

Èç ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè (A#B, B#C, C#A) íå ñëåäóåò, ÷òî A, B è
C íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè! Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ñëåäóþùåì ïðè-
ìåðå.

Ïðèìåð 3.4. Â óðíå êðàñíûé, áåëûé, ñèíèé è êðàñíî-áåëî-ñèíèé øàðû.
Íàóäà÷ó èçâëåêàþò øàð. A = {ïîÿâèòñÿ êðàñíûé öâåò}, B = {ïîÿâèòñÿ
áåëûé öâåò}, C = {ïîÿâèòñÿ ñèíèé öâåò}. P(A) = P(B) = P(C) = 1/2

è P(AB) = 1/4 = P(A)P(B). Ñëåäîâàòåëüíî, A#B. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì
C#B è A#C. Íî P(ABC) = 1/4 6= P(A)P(B)P(C). Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì
ïðèìåðå ñîáûòèÿ AB è C îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè.

Òåîðåìà 11. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç íåçàâèñèìûõ ñî-
áûòèé A1, . . . , An ðàâíà 1− q1 · · · qn, ãäå q1 = P(A1), . . . , qn = P(An).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = {ïðîèçîøëî õîòÿ-áû îäíî èç ñîáûòèé A1,

. . . , An}. Òîãäà A = {íå ïðîèçîøëî íè îäíî èç ñîáûòèé A1, . . . , An} =

A1 · · ·An. Ñëåäîâàòåëüíî, P(A) = 1 − P(A) = 1 − P(A1) · · ·P(An) = 1 −
q1 · · · qn. �

Ïðèìåð 3.5. Â òèïîãðàôèè èìååòñÿ 4 ïå÷àòíûå ìàøèíû. Äëÿ êàæäîé
ìàøèíû âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà ðàáîòàåò â äàííûé ìîìåíò, ðàâíà 0.9.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â äàííûé ìîìåíò ðàáîòàåò õîòÿ áû îäíà ìà-
øèíà, ðàâíà 1− 0.14 = 0, 9999.

3.3. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Òåîðåìà 12 (Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè). Ïóñòü H1, . . . , Hn �
ïîëíàÿ ãðóïïà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé. Íàçîâåì èõ ãèïîòåçàìè. Òîãäà äëÿ
âñÿêîãî ñîáûòèÿ A âåðíà ôîðìóëà

P(A) = P(H1)P(A|H1) + · · ·+ P(Hn)P(A|Hn).
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Äîêàçàòåëüñòâî. A = AH1 + · · ·+AHn. Ñëåäîâàòåëüíî, P(A) = P(AH1)+

· · ·+ P(AHn) = P(H1)P(A|H1) + · · ·+ P(Hn)P(A|Hn). �

Ïðèìåð 3.6. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èñêàòåëü äîé-
äåò äî êëàäà, åñëè îí íà êàæäîì ïåðåêðåñòêå îí íàóäà÷ó
ïîâîðà÷èâàåò â ëþáîå îòâåòâëåíèå, êðîìå òîãî, ïî êîòîðî-
ìó ïðèøåë.
P(A) = P(H1)P(A|H1) + P(H2)P(A|H2) + P(H3)P(A|H3)
= 1

3 · 1 + 1
3 ·

1
2 + 1

3 ·
1
3 = 11

18

3.4. Ôîðìóëà Áàéåñà âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ âå-

ðîÿòíîñòåé

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü H1, . . . , Hn � ãèïîòåçû, è A � íåêîòîðîå ñîáû-
òèå. Âåðîÿòíîñòè P(Hi) íàçûâàþò àïðèîðíûìè (èçâåñòíû äî èñïûòàíèÿ),
à âåðîÿòíîñòè P(Hi|A) � àïîñòåðèîðíûìè (èçâåñòíû ïîñëå èñïûòàíèÿ, â
ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ êîòîðîãî ïîÿâèëîñü ñîáûòèå À).

Òåîðåìà 13 (Ôîðìóëà Áàéåñà). Àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå.

P(Hi|A) =
P(HiA)

P(A)
=

P(Hi)P(A|Hi)

P(H1)P(A|H1) + · · ·+ P(Hn)P(A|Hn)

Ïðèìåð 3.7 (Ïðîäîëæåíèå 3.6). P(H1|A) = 1
3 · 1/11

18 = 6
11 , P(H2|A) =

1
3 ·

1
2/

11
18 = 3

11 , P(H3|A) = 1
3 ·

1
3/

11
18 = 2

11 .

� 4. Ñõåìà Áåðíóëëè. Ïîâòîðåíèå èñïûòàíèé

4.1. Ôîðìóëà Áåðíóëëè

Ðàññìîòðèì ñåðèþ èç n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ èñïûòàíèé ñ äâóìÿ èñ-
õîäàìè ¾Ó¿ (óñïåõ) è ¾Í¿ (íåóñïåõ). Ïóñòü â êàæäîì èñïûòàíèè èñõîä
¾Ó¿ íàñòóïàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p, à èñõîä ¾Í¿ ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1− p. Â
ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïðîâîäÿòñÿ ñåðèÿ èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè.
Îáîçíà÷èì Ói = {¾Óñïåõ¿ â i-òîì èñïûòàíèè} è Íi = Ói = {¾Íåóñïåõ¿
â i-òîì èñïûòàíèè}. Òîãäà P(Ói) = p è P(Íi) = q.
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Îïðåäåëåíèå. ×åðåç Pn(k) îáîçíà÷àþò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â n èñïû-
òàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ ïî ñõåìå Áåðíóëëè ïîÿâèëîñü ðîâíî k ¾Óñïåõîâ¿.

Ïðèìåð 4.1. Âû÷èñëèì P4(2) = P(Ó1Ó2Í3Í4 + Ó1Í2Ó3Í4 + · · · +

Í1Í2Ó3Ó4) = ppqq + pqpq + pqqp + qppq + qpqp + qqpp = 6p2q2.

Òåîðåìà 14 (Ôîðìóëà Áåðíóëëè). Pn(k) = Ck
npkqn−k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â n èñïûòàíèÿõ ðîâíî k èñõîäîâ ¾Ó¿ ìîæåò âîçíèê-
íóòü Ck

n âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè. Êàæäûé èç ýòèõ ñïîñîáîâ ïîÿâëÿåòñÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ pkqn−k è òàê êàê ýòè ñïîñîáû íåñîâìåñòíû, òî Pn(k) =

pkqn−k + · · ·+ pkqn−k︸ ︷︷ ︸
Ck

n ñëàãàåìûõ

= Ck
npkqn−k �

Ïðèìåð 4.2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñâîáîäíûé íåéòðîí â òå÷åíèå 1 ñåê.
èñïûòàåò ñòîëêíîâåíèå ñ àòîìîì âåùåñòâà ðàâíà 0.08. Òîãäà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî èç 100 íåéòðîíîâ èñïûòàþò ñòîëêíîâåíèå ðîâíî 3 íåéòðîíà ðàâ-
íà P100(3) = C3

1000.0830.9297 = 100·99·98
3·2·1 0.0830.9297 = 0.0254. À ÷åìó ðàâíî

P100(30)?

Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû Áåðíóëëè äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë çàòðóäíèòåëü-
íî, òàê êàê òðåáóåò òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé. Íî ïðè áîëüøèõ n âåðîÿò-
íîñòü Pn(k) ìîæíî âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî ïðè ïîìîùè ïðèâåäåííûõ íè-
æå ôîðìóë.

4.2. Òåîðåìà Ïóàññîíà

Òåîðåìà 15 (Ïóàññîíà). Åñëè 0 < p < 1, n âåëèêî, à np ìàëî (np 6 5),
òî

Pn(k) ≈ λk

k!
e−λ, λ = np.

Ñèìâîë ≈ îçíà÷àåò ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî, ïðè÷åì, ÷åì áîëüøå n, òåì
òî÷íåå ðàâåíñòâî.

Ïðèìåð 4.3. Ïóñòü n = 103, p = 0.002. Òîãäà λ = 2 6 5 è P1000(3) =
23

3! e
−2 = 0, 1804.
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4.3. Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà

Òåîðåìà 16 (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà). Åñëè 0 < p < 1,
n âåëèêî è np > 5, òî

Pn(k) ≈ 1
√

npq
ϕ(x), ϕ(x) =

1√
2π

e−x2/2, x =
k − np
√

npq
, q = 1− p.

Ñèìâîë ≈ îçíà÷àåò ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî, ïðè÷åì, ÷åì áîëüøå n, òåì
òî÷íåå ðàâåíñòâî.

Ïðèìåð 4.4. Ïóñòü n = 200, k = 55, p = 0.3. Òîãäà np = 60 > 5 è
x = 55−0.3·200√

200·0.3·0.7
= −0, 772, ϕ(x) ≈ 0, 2962, P200(55) ≈ 0, 0457.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè Pn(k).

1. Åñëè n ìàëî, òî ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ôîðìóëó Áåðíóëëè.
2. Åñëè n âåëèêî è np 6 5, òî ñëåäóåò ïðèìåíÿòü òåîðåìó Ïóàññîíà.
3. Åñëè n âåëèêî è np > 5, òî ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ëîêàëüíóþ òåîðåìó
Ìóàâðà�Ëàïëàñà.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íåêîððåêòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ óêàçàííîãî ïðà-
âèëà ïðèâåäåì ñëåäóþùèé

Ïðèìåð 4.5. Ïóñòü n = 104, p = 10−4. λ = np = 1.

Ôîðìóëà Áåðíóëëè: Pn(1) = C1
10410−4(1− 10−4)9999 = 0, 367898 (îòâåò òî÷-

íûé);

Òåîðåìà Ïóàññîíà: Pn(1) = 11

1! e
−1 = 0, 367879 (îøèáêà â ïÿòîì çíàêå);

Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà: Pn(1) = 1√
0,9999ϕ(0) = 1√

0,9999
1√
2π

=

0, 398962 (îøèáêà âî âòîðîì çíàêå!).

4.4. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà

Ïðèìåð 4.6 (Ïðîäîëæåíèå 4.2). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòîëêíîâåíèå èñ-
ïûòàþò îò 2 äî 4 íåéòðîíîâ âêëþ÷èòåëüíî, ðàâíà P100(2) + P100(3) +

P100(4) = C2
1000.0820.9298+C3

1000.0830.9297+C4
1000.0840.9296 = 0.088. À ÷åìó

ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòîëêíîâåíèå èñïûòàþò îò 5 äî 40 íåéòðîíîâ?

Îïðåäåëåíèå. ×åðåç Pn(k1; k2) îáîçíà÷àþò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â n èñ-
ïûòàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ ïî ñõåìå Áåðíóëëè, ïîÿâèëîñü íå ìåíåå k1 è íå
áîëåå k2 ¾Óñïåõîâ¿.

Pn(k1; k2) = Pn(k1) + Pn(k1 + 1) + · · ·+ Pn(k2 − 1) + Pn(k2).
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Òåîðåìà 17 (Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà). Åñëè 0 <

p < 1 è n âåëèêî, òî

Pn(k1; k2) ≈ Φ(x2)− Φ(x1),

x1 =
k1 − np
√

npq
, x2 =

k2 − np
√

npq
, Φ(x) =

1√
2π

x∫
−∞

e−x2/2 dx.

Ñèìâîë ≈ îçíà÷àåò ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî, ïðè÷åì, ÷åì áîëüøå n, òåì
òî÷íåå ðàâåíñòâî.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Φ(x) íå ñóùåñòâóåò ÿâíîé ôîðìóëû, ïîýòîìó
äëÿ íàõîæäåíèÿ åå çíà÷åíèé èñïîëüçóþò òàáëèöû (ñì. òàáë. 1).

Ïðàâèëà ïîëüçîâàíèÿ òàáëèöåé:

1. Φ(−x) = 1− Φ(x).
2. Åñëè x > 5, òî Φ(x) ≈ 1.
3. Åñëè x < −5, òî Φ(x) ≈ 0.

Ïðèìåð 4.7 (Ïðîäîëæåíèå 4.6). P100(5; 40) = Φ(11.80) − Φ(−1.11) =

Φ(11.80)− (1− Φ(1.11)) = 1− 1 + 0.8665 = 0.8665.

Çàìå÷àíèå. Êðîìå òàáëèö ôóíêöèè Φ(x) â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü

òàáëèöû ôóíêöèè Φ0(x) = 1√
2π

x∫
0

e−x2/2 dx. Äëÿ ïåðåâîäà îäíèõ çíà÷åíèé â

äðóãèå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ôîðìóëó Φ(x) = Φ0(x) + 0.5.

4.5. Îöåíêà âåðîÿòíîñòè ¾óñïåõà¿ â ñõåìå Áåðíóëëè

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ñîáûòèå A, âåðîÿòíîñòü P(A) = p êîòîðîãî òðåáóåò-
ñÿ îöåíèòü. Ïðîâåäåì n îäèíàêîâûõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Îáîçíà÷èì
÷åðåç k ÷èñëî èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå A. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0

P(|kn − p| < ε) = P (n(p− ε) < k < n(p + ε)) = Pn(n(p− ε); n(p + ε))

Âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíîé òåîðåìîé Ìóàâðà�Ëàïëàñà, ïîëó÷àåì

x1 = n(p−ε)−np√
npq = −ε

√
n
pq , x2 = n(p+ε)−np√

npq = ε
√

n
pq .

P(|kn − p| < ε) ≈ Φ
(
ε
√

n
pq

)
− Φ

(
−ε

√
n
pq

)
= 2Φ

(
ε
√

n
pq

)
− 1.
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Çàôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü δ = 0.95 è èç óðàâíåíèÿ
2Φ(v)− 1 = δ íàéäåì ÷èñëî v = 1.96. Åñëè âçÿòü ε = 1.96

√
pq
n , òî ïîëó÷èì

P

(
|kn − p| < 1.96

√
pq
n

)
≈ 2Φ(1.96)− 1 = 0.95,

òî åñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.95 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî çíà÷åíèå p ëåæèò â
èíòåðâàëå (k

n − 1.96
√

pq
n ; k

n + 1.96
√

pq
n ).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì àðèô-
ìåòè÷åñêèì èìååì, ÷òî pq 6 (p+q

2 )2 = 1
4 . Ñëåäîâàòåëüíî,(

k
n − 1.96

√
pq
n ; k

n + 1.96
√

pq
n

)
⊂

(
k
n − 1.96

√
1
4n ; k

n + 1.96
√

1
4n

)
.

Ïîýòîìó ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëüøåé, ÷åì 0.95, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî çíà-

÷åíèå p ëåæèò â èíòåðâàëå
(

k
n − 1.96

√
1
4n ; k

n + 1.96
√

1
4n

)
.

Ïîëó÷åííûé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì, ÷èñëî δ = 0.95 íà-
çûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ èëè óðîâíåì äîâåðèÿ, à ÷èñëî
v = 1.96 íàçûâàåòñÿ êâàíòèëüþ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ãëàâå 3
î äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ áóäåò ðàññêàçàíî áîëåå ïîäðîáíî.

Ïðèìåð 4.8. Èñïûòàíèå ïðîâåëè 1000 ðàç, èç êîòîðûõ ñîáûòèå A íà-
áëþäàëîñü 743 ðàçà. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü A íà óðîâíå äîâåðèÿ δ = 0.9.
Èç óðàâíåíèÿ 2Φ(v) − 1 = δ íàõîäèì v = 1.65. Ñëåäîâàòåëüíî, P(A) ∈
( 743

1000−1.65
√

1
4000 ;

743
1000 +1.65

√
1

4000) = (0.7169; 0.7691) ñ âåðîÿòíîñòüþ, áîëü-
øåé 0.9.

À ñêîëüêî íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èñïûòàíèé, ÷òîáû äëèíà äîâåðèòåëü-
íîãî èíòåðâàëà áûëà ìåíüøå 0.01? Äëèíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ðàâ-

íà 1.65
√

1
n . Ñëåäîâàòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà 1.65

√
1
n 6 0.01 íàõîäèì n >

27225.



Ðàçäåë 2

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

� 1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

1.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàþò ÷èñëîâóþ âåëè÷èíó, êî-
òîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî èñïû-
òàíèÿ. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îáîçíà÷àþò ξ, η, ζ, . . . èëè X, Y , Z, . . . .

Ïðèìåð 1.1. Áðîñàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Îáîçíà÷èì ξ � ÷èñëî î÷êîâ íà
âåðõíåé ãðàíè. ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ øåñòü âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Ïðèìåð 1.2. Áðîñàþò ìîíåòêó ìíîãî ðàç. Îáîçíà÷èì ξ � íîìåð áðîñà-
íèÿ, ïðè êîòîðîì â ïåðâûé ðàç ïîÿâèëñÿ îðåë. ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé � ýòî âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Ïðèìåð 1.3. Íà îòðåçîê [2; 5] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó. Êîîðäèíàòà òî÷-
êè ξ åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êîòîðîé
ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [2; 5].

Òàê êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ âû÷èñëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ
ñëó÷àéíîãî èñïûòàíèÿ, òî äëÿ âñÿêîãî äåéñòâèòåëüíîãî x è ìíîæåñòâà
B ⊂ R ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîáûòèÿ âèäà {ξ = x}, {ξ < x}, {ξ 6 x},
{ξ > x}, {ξ > x}, {ξ ∈ B}, {ξ 6∈ B}, ïðè÷åì íåêîòîðûå èõ ýòèõ ñîáûòèé
ìîãóò îêàçàòüñÿ íåâîçìîæíûìè. Êðîìå òîãî, åñëè ξ è η � ýòî ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, òî ξ + η, ξ − η, ξη, ξ/η � òàêæå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
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Ïðèìåð 1.4. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, åñëè âû-
ïàäåò îðåë, è 1, åñëè ðåøêà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η � ÷èñëî î÷êîâ íà âåðõ-
íåé ãðàíè êóáèêà. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ+η ïðèíèìàåò 7 ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé 1, 2, . . . , 7. Íàïðèìåð, çíà÷åíèå 4 îíà ïðèíèìàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
P(ξ + η = 4) = 1

6 , à çíà÷åíèå 7 � ñ âåðîÿòíîñòüþ P(ξ + η = 7) = 1
12 .

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξη ìîæåò ïðèíèìàòü ñåìü çíà÷åíèé 0, 1, . . . , 6.
Çíà÷åíèå 0 ïðèíèìàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2 , à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ñ
âåðîÿòíîñòÿìè 1

12 .

1.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ Fξ(x) = P(ξ < x) íàçûâàþò ôóíêöèåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Àðãóìåíò x ïðîáåãàåò âñå äåéñòâèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ.

Ïðèìåð 1.5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ýòî êîîðäèíàòà òî÷êè, íàóäà÷ó

áðîøåííîé íà îòðåçîê [2; 5]. Òîãäà Fξ(x) =


0, x 6 2,
1
3(x− 2), 2 < x 6 5,
1, 5 < x.

Ïðèìåð 1.6. Áðîñàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ýòî

÷èñëî î÷êîâ íà âåðõíåé ãðàíè. Òîãäà Fξ(x) =


0, x 6 1,
1/6, 1 < x 6 2,
2/6, 2 < x 6 3,
. . . ,

1, 6 < x.

1.3. Ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Òåîðåìà 18. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, Fξ(x) � å¼ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ, a 6 b � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà
1. P(ξ < b) = Fξ(b),
P(ξ 6 b) = Fξ(b + 0),
P(ξ > b) = 1− Fξ(b),
P(ξ > b) = 1− Fξ(b + 0),
P(a 6 ξ < b) = Fξ(b)− Fξ(a),
P(a < ξ 6 b) = Fξ(b + 0)− Fξ(a + 0),
P(a < ξ < b) = Fξ(b)− Fξ(a + 0),
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P(a 6 ξ 6 b) = Fξ(b + 0)− Fξ(a),
P(ξ = b) = Fξ(b + 0)− Fξ(b),
2. Fξ(x) íå óáûâàåò: åñëè x1 < x2, òî Fξ(x1) 6 Fξ(x2).
3. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ òîëüêî èç ïîëóèíòåðâà-
ëà [a; b), òî Fξ(a) = 0 è Fξ(b) = 1. Â ÷àñòíîñòè, Fξ(−∞) = 0 è Fξ(+∞) = 1.
4. Fξ(x) íåïðåðûâíà ñëåâà: Fξ(x− 0) = Fξ(x) äëÿ âñåõ x.
5. Åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ F (x) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 2, 3 è 4, òî
ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ òàêàÿ, ÷òî Fξ(x) = F (x).

Ïðèìåð 1.7. Ïóñòü Fξ(x) =


0, x 6 0,
1
4 + 3

16x
2, 0 < x 6 2,

1, 2 < x

� ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Òîãäà
P(−2 6 ξ < 1) = Fξ(1)− Fξ(−2) = 1

4 + 3
16 − 0 = 7

16 ,
P(ξ 6 1.2) = Fξ(1.2 + 0) = 1

4 + 3
161.2

2 = 0.52, P(ξ 6 0) = Fξ(0 + 0) =
1
4 + 3

160
2 = 1

4 ,
P(ξ = 0) = Fξ(0 + 0)− Fξ(0) = 1

4 − 0 = 1
4 ,

P(ξ > 1.6) = 1− P(ξ 6 1.6) = 1− (1
4 + 3

161.6
2) = 0.27.

Òàê êàê Fξ(0) = 0 è Fξ(2) = 1, òî âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ëåæàò â ïðîìåæóòêå [0; 2).

� 2. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

2.1. Îïðåäåëåíèå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè ìíî-
æåñòâî åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå òàáëèö:
ξ x1 x2 · · ·
P p1 p2 · · · , ãäå x1, x2, . . . � âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû ξ, à p1 = P(ξ = x1), p2 = P(ξ = x2), . . . . Òàêóþ òàáëèöó íàçûâàþò
çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ïðèìåð 2.1 (Ïðîäîëæåíèå 1.4). ξ 1 2 3 4 5 6
P

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

, η 0 1
P

1
2

1
2

,
ξ + η 1 2 3 4 5 6 7
P

1
12

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
12

, ξη 0 1 2 3 4 5 6
P

1
2

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

1
12

.

Çàìå÷àíèå. Âñÿêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ:

p1 + p2 + · · · = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. p1 + p2 + · · · = P(ξ = x1 èëè ξ = x2 èëè . . . ) = 1. �

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü ξ −5.05 −1.00 7.13 16.4 0.001
P 0.06 0.15 0.14 0.22 p5

� ðàñïðåäåëåíèå äèñ-
êðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Òîãäà p5 = 1− 0.06− 0.15− 0.14− 0.22 =

0.43, P(ξ < 1) = 0.06 + 0.15 + 0.43 = 0.64, P(|ξ| > 2) = 0.06 + 0.14 + 0.22 =

0.42.

2.2. Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí

Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå I(a)

Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä ξ a
P 1

, òî åñòü ξ � ýòî êîíñòàíòà
a.

Äèñêðåòíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå U(n)

Äèñêðåòíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó,
êîòîðàÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèíèìàåò ëþáîå èç n âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèé x1, . . . , xn. Çàäàåòñÿ òàáëèöåé ξ x1 · · · xn

P 1/n · · · 1/n
.

Ïðèìåð 2.3. Ïóñòü ξ � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøåå íà êóáèêå. Òîãäà ξ ∼ U(6).

Áåðíóëëèåâñêîå ðàñïðåäåëåíèå B(p)

Áåðíóëëèåâñêîå ðàñïðåäåëåíèå � ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ¾Óñïåõîâ¿ â
îäíîì èñïûòàíèè. Çàäàåòñÿ òàáëèöåé ξ 0 1

P q p
, ãäå p � ýòî âåðîÿòíîñòü

¾Óñïåõà¿, q = 1− p.

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå B(n, p)

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå � ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ¾Óñïåõîâ¿ â n èñ-
ïûòàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ ïî ñõåìå Áåðíóëëè, ãäå âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì
èñïûòàíèè ðàâíà p. Çàäàåòñÿ òàáëèöåé ξ 0 · · · k · · · n

P C0
np0qn · · · Ck

npkq(n−k) · · · Cn
npnq0

Ïðèìåð 2.4. Èãðàëüíûé êóáèê áðîñèëè 100 ðàç. ¾Óñïåõîì¿ áóäåì ñ÷èòàòü
âûïàäåíèå ÷åòâåðêè. Òîãäà ÷èñëî óñïåõîâ � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼
B(100, 1/6).
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Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò áèíîìèàëüíûì, òàê êàê âûðàæåíèå
Ck

npkq(n−k) ñîâïàäàåò ñ k-ûì ñëàãàåìûì â áèíîìå Íüþòîíà (p + q)n =

C0
np

0qn + C1
np

1q(n−1) + C2
np

2q(n−2) + · · · + Cn
npnq0. Ýòà æå ôîðìóëà àâòî-

ìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêîé óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, òàê êàê (p+q)n = 1.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ξ ∼ B(n, p), òî ξ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
n íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: ξ = ξ1 + · · · + ξn,
ξ1, . . . , ξn ∼ B(p).

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå G(p)

Ïóñòü ïî ñõåìå Áåðíóëëè ïðîâîäèòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ èñïûòàíèé ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ ¾Óñïåõà¿ p. Òîãäà íîìåð ïåðâîãî ¾Óñïåõà¿ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå: ξ 1 2 · · · k · · ·

P p qp · · · qk−1p · · · . Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ìîæåò ïðè-
íèìàòü ëþáîå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå.

Ïðèìåð 2.5. Ñíàéïåð ñòðåëÿåò ïî öåëè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ. Âåðîÿò-
íîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðåëå p = 0.6. Òîãäà êîëè÷åñòâî èñïîëüçî-
âàííûõ ïàòðîíîâ åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼ G(0.6).

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì, òàê êàê ïðè ïîäñ÷åòå
ñóììû âåðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èñïîëüçóåòñÿ ôîð-
ìóëà ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: p + qp + q2p + · · ·+ qk−1p + · · · =
p 1

1−q = 1.

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà Ï(λ)

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèáëèæåíèå áè-
íîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåìîå â òåîðåìå Ïóàññîíà:

ξ 0 1 · · · k · · ·
P

λ0

0! e
−λ λ1

1! e
−λ · · · λk

k! e
−λ · · ·

. Êðîìå òîãî, ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

èìååò ÷èñëî ñîáûòèé â ïðîñòåéøåì ïîòîêå ñîáûòèé.
Ïóñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïîòîê) ñîáûòèé, êîòîðûå íàñòóïàþò â

ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè (íàïðèìåð, ñòîëêíîâåíèÿ íåéòðîíîâ ñ àòî-
ìàìè óðàíà, âûçîâû, ïîñòóïàþùèå íà ÀÒÑ, ïðèáûòèå ìàðøðóòîê íà îñòà-
íîâêó è äð.), è ïóñòü çà îïðåäåëåííîå âðåìÿ â ñðåäíåì ïîÿâëÿåòñÿ λ ñîáû-
òèé. Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ÷èñëî ïîÿâëÿþùèõñÿ çà ýòî âðåìÿ ñîáûòèé åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ξ ∼ Ï(λ).
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Ïðèìåð 2.6. Ñðåäíåå ÷èñëî ìîëåêóë âåùåñòâà A, âñòóïàþùèõ â ðåàêöèþ
çà 1 ìñ, ðàâíî 4.8. Ïóñòü ξ � ÷èñëî âñòóïèâøèõ â ðåàêöèþ ìîëåêóë â
òå÷åíèå 3 ìñ. Òîãäà ξ ∼ Ï(14.4), à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà 3 ìñ â ðåàêöèþ
âñòóïÿò ðîâíî 15 ìîëåêóë, ðàâíà P(ξ = 15) = 14.415

15! e−14.4 = 0.10118.

� 3. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

3.1. Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè åå
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) íåïðåðûâíà è âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò,
íåñêîëüêèõ òî÷åê, èìååò ïðîèçâîäíóþ fξ(x) = F ′

ξ(x). Ïðîèçâîäíàÿ fξ(x)

íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü Fξ(x) =


0, x 6 0,
sin(x/2), 0 < x 6 π,

1, π < x

� ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ôóíêöèÿ Fξ(x) íåïðåðûâíà è äèô-
ôåðåíöèðóåìà âñþäó, êðîìå òî÷êè x = 0. Ïîýòîìó ξ � íåïðåðûâ-
íà. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíà fξ(x) =

0, x < 0,
cos(x/2)/2, 0 < x 6 π,

0, π < x.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ξ � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà å¼ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) íåïðåðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, Fξ(x + 0) = Fξ(x) è
äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà x âûïîëíåíî ðàâåíñòâî P(ξ = x) = Fξ(x+0)−Fξ(x) = 0,
òî åñòü âñÿêîå ñâîå çíà÷åíèå íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P(a 6 ξ < b) = P(a < ξ < b) =

P(a < ξ 6 b) = P(a 6 ξ 6 b).

3.2. Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

Òåîðåìà 19. Ïóñòü ξ � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, Fξ(x) � åå
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, fξ(x) � åå ïëîòíîñòü. Òîãäà
1. fξ(x) > 0 äëÿ âñåõ ÷èñåë x.



� 3. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 29

2. P(a 6 ξ < b) =
b∫
a

fξ(s) ds. Â ÷àñòíîñòè, Fξ(x) = P(ξ < x) =
x∫

−∞
fξ(s) ds,

òî åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ îò ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

3. Ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ:
+∞∫
−∞

fξ(s) ds = 1.

Çàìå÷àíèå. Èç ñâîéñòâà 2 âûòåêàåò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ÷àùå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ òàì, ãäå åå ïëîòíîñòü áîëüøå. Îíà íå ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèé òàì, ãäå åå ïëîòíîñòü ðàâíà íóëþ.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü fξ(x) =


0, x 6 −π,
1
2π(1 + cos x), −π < x 6 π,

0, π < x,

� ïëîòíîñòü

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Òîãäà P(−3π < ξ < π/2) =
π/2∫
−3π

fξ(s)ds =
−π∫
−3π

0ds +

π/2∫
−π

1
2π(1 + cos s)ds = 1

2π(3π
2 + 1− 0) = 3

4 .

Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî ñâîéñòâó 2 èìååì, ÷òî Fξ(x) =
x∫

−∞
fξ(s) ds. Åñëè x 6 −π, òî Fξ(x) =

x∫
−∞

0 ds = 0. Åñëè −π < x 6 π, òî

Fξ(x) =
x∫

−π

1
2π(1 + cos s)ds = 1

2π(x + π + sin x). Åñëè π < x, òî Fξ(x) =

π∫
−π

1
2π(1 + cos s)ds = 1

2π(π + π + sin π) = 1.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü fξ(x) = a
e−x+ex � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ. Íàéäåì íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð a. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óñëîâèå

ñîãëàñîâàíèÿ 1 =
+∞∫
−∞

a
e−s+esds = a arctan(ex)

∣∣+∞
−∞ = aπ

2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

a = 2
π .

3.3. Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé íåïðåðûâíûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå U(a; b)

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò òî÷êà, íàóäà÷ó áðîøåííàÿ íà îòðåçîê

(a; b). Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ: Fξ(x) =


0, x 6 a,

x−a
b−a , a < x 6 b,

1, b < x.

Ïëîòíîñòü:
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fξ(x) =


0, x < a,
1

b−a , a < x < b,

0, b < x.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü öåíà äåëåíèÿ ïðèáîðà ðàâíà γ. Òîãäà îøèáêà îêðóã-
ëåíèÿ ïðè ñíÿòèè ïîêàçàíèé c ïðèáîðà åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼
U(−1

2γ; 1
2γ).

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(a, σ)

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ fξ(x) = 1
σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 .
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ åñòü ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ïðèìåð 3.5. Ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà âåùåñòâà, ïîëó÷àåìîãî â ðå-
çóëüòàòå ðåàêöèè ðàâíî 5 ìã. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî íà ïðàêòèêå îíî â
ñðåäíåì ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ îò ðàñ÷åòíîãî çíà÷åíèÿ íà 0.3 ìã (êàê â ìåíü-
øóþ, òàê è â áîëüøóþ ñòîðîíó). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
êîëè÷åñòâî âåùåñòâà åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼ N(5, 0.3).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü η ∼ N(0, 1), òîãäà Fη(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−s2/2ds = Φ(x).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ξ ∼ N(a, σ). Òîãäà ξ = ση+a, ãäå η ∼ N(0, 1). Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ ξ ìîæíî âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Ëàïëàñà
Φ(x):

Fξ(x) = P(ξ < x) = P(ση + a < x) = P(η < x−a
σ ) = Φ(x−a

σ )

P(x1 < ξ < x2) = Φ(x2−a
σ )− Φ(x1−a

σ ).

Ïðèìåð 3.6 (Ïðîäîëæåíèå 3.5). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå ðåàêöèè ïî-
ëó÷èòñÿ áîëåå 5.5 ìã. âåùåñòâà ðàâíà P(ξ > 5.5) = P(5.5 < ξ < +∞) =

Φ(+∞−5
0.3 )− Φ(5.5−5

0.3 ) = 1− 0.9515 = 0, 0485.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå E(λ)

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ fξ(x) ={
0, x < 0,
λe−λx, 0 < x,

èëè ô.ð. Fξ(x) =

{
0, x 6 0,
1− e−λx, 0 < x.

. Âðåìÿ îæèäàíèÿ

î÷åðåäíîãî ñîáûòèÿ â ïðîñòåéøåì ïîòîêå ñîáûòèé èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå
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ðàñïðåäåëåíèå. Ò.å. ýòî âðåìÿ îæèäàíèÿ ñîáûòèÿ, êîòîðîå ¾ìîæåò íàñòó-
ïèòü â ëþáîé ìîìåíò¿. Âðåìÿ äî ðàñïàäà àòîìà âåùåñòâà èìååò ýêñïîíåí-
öèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïðèìåð 3.7. Èçâåñòíî, ÷òî â ñðåäíåì çà 1 ìñåê ðàñïàäàåòñÿ 0.26 àòîìîâ
âåùåñòâà. Òîãäà âðåìÿ äî ðàñïàäà î÷åðåäíîãî àòîìà, èçìåðåííîå â ìèëè-
ñåêóíäàõ, åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼ E(0.26). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äî
î÷åðåäíîãî ðàñïàäà ïðîéäåò áîëåå 5 ìñåê, ðàâíà P(ξ > 5) = 1 − Fξ(5) =

e−0.26·5 ≈ 0, 2725.

Çàìå÷àíèå. Ó ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòñóòñòâóåò ïàìÿòü! Òî
åñòü âñå ðàâíî, êîãäà Âû íà÷àëè îæèäàòü. P(ξ > a + x | ξ > a) =
P(ξ>a+x, ξ>a)

P(ξ>a) = e−λx = P(ξ > x).

� 4. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû (ξ#η), åñëè äëÿ
ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x è y âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P(ξ < x, η < y) = P(ξ < x)P(η < y).

Çàìå÷àíèå. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí àíàëîãè÷íà íåçàâèñèìî-
ñòè ñîáûòèé. Åñëè ξ#η, òî çíà÷åíèå îäíîé èç ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå
âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå äðóãîé: P(ξ < x|η < y) = P(ξ<x,η<y)

P(η<y) = P(ξ < x). Â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ î íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî ñóäèòü
ïî óñëîâèþ çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, u(x) è v(x)

� ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Òîãäà ξ1 = u(ξ) è η1 = v(η) òàêæå íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü ξ � ÷èñëî î÷êîâ íà ïåðâîì êóáèêå, η � íà âòîðîì.
Òîãäà ξ è η � íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 4.2. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì ξ =

η − 1. Òîãäà P(ξ < x, η < x) = P(ξ < x) = Fξ(x) 6= Fξ(x)Fξ(x + 1).
Ñëåäîâàòåëüíî, ξ è η � çàâèñèìû.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðè âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû ξ èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà η,
òî ξ è η ñêîðåå âñåãî áóäóò çàâèñèìû.
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� 5. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí

5.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ïðèìåð 5.1. Äâà ñòðåëêà ñòðåëÿþò ïî öåëè ξ 8 9 10
P 1/3 1/3 1/3

è
η 8 9 10
P 1/4 1/2 1/4

. Êòî èç íèõ ñòðåëÿåò ëó÷øå? Ìîæíî ñðàâíèòü ñðåäíåå
÷èñëî âûáèòûõ î÷êîâ. Ïóñòü èç n âûñòðåëîâ k8 ðàç ïîïàë à 8, k9 � â 9 è
k10 � â 10. Òîãäà ñðåäíåå ÷èñëî âûáèòûõ î÷êîâ ðàâíî 1

n(8k8+9k9+10k10) ≈
8p8 + 9p9 + 10p10. Äëÿ ïåðâîãî ñòðåëêà � 9, äëÿ âòîðîãî � òîæå 9, ñëåäî-
âàòåëüíî, â ñðåäíåì ñòðåëêè ñòðåëÿþò îäèíàêîâî.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû

ξ x1 x2 · · ·
P p1 p2 · · · íàçûâàåòñÿ ÷èñëî Mξ = x1p1 + x2p2 + . . . .
Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ

ïëîòíîñòüþ fξ(x) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî Mξ =
+∞∫
−∞

xfξ(x) dx.

Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü Fξ(x) =


0, x 6 0,
sin x, 0 < x 6 π/2,
1, π/2 < x,

� ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Òîãäà fξ(x) =


0, x < 0,
cos x, 0 < x < π/2,
0, π/2 < x,

� åå

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, àMξ =
∫ π/2

0 cos x dx = (cos x+x sin x)
∣∣π/2
0 = π

2−1

� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Òåîðåìà 20 (Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ).
1.Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ëèíåéíî. Òî åñòü äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ, η è äëÿ ëþáûõ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b âåðíî ðàâåíñòâî
M(aξ + bη) = aMξ + bMη.
Â ÷àñòíîñòè: Ma = a, M(aξ) = aMξ, M(aξ + b) = aMξ + b, M(ξ − η) =

Mξ −Mη, M(ξ1 + · · ·+ ξn) = Mξ1 + · · ·+Mξn.
2. Åñëè ξ#η, òî M(ξη) = Mξ ·Mη.
3. Ïóñòü v(x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà Mv(ξ) = v(x1)p1+v(x2)p2+ . . . ,

åñëè ξ � äèñêðåòíà, è Mv(ξ) =
+∞∫
−∞

v(x)fξ(x) dx, åñëè ξ � íåïðåðûâíà.
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Â ÷àñòíîñòè: Mξ2 = x2
1p1 + x2

2p2 + . . . èëè Mξ2 =
+∞∫
−∞

x2fξ(x) dx.

Çàìå÷àíèå. Ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò îò ñåáÿ
ñàìîé, ïîýòîìó Mξ2 6= (Mξ)2.

Ïðèìåð 5.3. Ïî öåëè ñòðåëÿþò òðîå: 0.5, 0.6 è 0.7, êàæäûé ïî îäíîìó
ðàçó. Ïîïàäàíèå � 2 î÷êà, ïðîìàõ � −1 î÷êî. Ïóñòü ξ1, ξ2, ξ3 � ÷èñëî
î÷êîâ, âûáèòîå, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâûì, âòîðûì è òðåòüèì ñòðåëêîì. Òî-
ãäà Mξ1 = (−1) · 0.5 + 2 · 0.5 = 0.5, Mξ2 = (−1) · 0.4 + 2 · 0.6 = 0.8,
Mξ3 = (−1) · 0.3 + 2 · 0.7 = 1.1, M(ξ1 + ξ2 + ξ3) = 0.5 + 0.8 + 1.1 = 2.4.

Ïðèìåð 5.4. Êóáèê áðîñèëè 10 ðàç è ïåðåìíîæèëè âñå ïîëó÷åííûå î÷êè.
Òîãäà ìàò. îæèäàíèå ïîëó÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî (3.5)10.

Ïðèìåð 5.5. Ïóñòü η −1 2
P 0.4 0.6

, òîãäà Mξ3 = (−1)3 · 0.4 + 23 · 0.6 = 4.4.

Ïðèìåð 5.6. Ïóñòü fξ(x) =


0, x < 0,
3x2, 0 < x < 1,
0, 1 < x,

� ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ. Òîãäà Mξ3 =
1∫
0

x3(3x2) dx = 1
2 .

5.2. Äèñïåðñèÿ

Ïðèìåð 5.7 (Ïðîäîëæåíèå 5.1). Äâà ñòðåëêà ñòðåëÿþò ïî öåëè. Êòî èç
íèõ ÷àùå îïðàâäûâàåò îæèäàíèÿ? Ìîæíî ñðàâíèòü íàñêîëüêî, â ñðåäíåì,
îíè îòêëîíÿþòñÿ îò îæèäàåìîãî êîëè÷åñòâà î÷êîâ. Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàä-
ðàòîâ îòêëîíåíèé îò îæèäàåìîãî ÷èñëà î÷êîâ ðàâíî 1

n((8 − 9)2k8 + (9 −
9)2k9 + (10− 9)2k10) ≈ (8− 9)2p8 + (9− 9)2p9 + (10− 9)2p10 = M(ξ −Mξ)2.
Äëÿ ïåðâîãî ñòðåëêà � 2

3 , äëÿ âòîðîãî �
1
2 . Òàêèì îáðàçîì âòîðîé ñòðåëîê

áîëüøèé ìàñòåð, ÷åì ïåðâûé, òàê êàê áîëåå ñòàáèëåí, à ñòàáèëüíîñòü, êàê
èçâåñòíî, � ïðèçíàê ìàñòåðñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
Dξ = M(ξ −Mξ)2.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè òàêæå ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
Dξ = Mξ2 − (Mξ)2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, M(ξ −Mξ)2 = Mξ2 − 2MξMξ + (Mξ)2 =

Mξ2 − (Mξ)2. �

Äèñïåðñèÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ðàññåÿíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. ×åì
ìåíüøå äèñïåðñèÿ òåì ìåíüøå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îòêëîíÿåòñÿ îò îæè-
äàåìîãî çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, êðàñêîïóëüò.

Çàìå÷àíèå. Åñëè çàáûòü âîçâåñòè â êâàäðàò ðàçíîñòü (ξ−Mξ), òî îáÿçà-
òåëüíî ïîëó÷èì íîëü: M(ξ −Mξ) = Mξ −MMξ = 0.

Ïðèìåð 5.8 (Ïðîäîëæåíèå 5.2). Mξ2 = x2 sin x − 2 sin x + 2x cos x
∣∣π/2
0 =

1
4π

2 − 2. Òîãäà Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = 1
4π

2 − 2− (1
2π − 1)2 = π − 3.

Òåîðåìà 21 (Ñâîéñòâà äèñïåðñèè). Ïóñòü ξ, η � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
a, b � äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû. Òîãäà.
1. Dξ > 0. Ïðè÷åì Dξ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ � ýòî êîíñòàíòà.
2. D(aξ) = a2

Dξ. Â ÷àñòíîñòè, D(−ξ) = (−1)2
Dξ = Dξ.

3. Åñëè ξ#η, òî D(ξ + η) = Dξ + Dη. Â ÷àñòíîñòè, D(ξ − η) = Dξ + Dη,
D(ξ + a) = Dξ.

5.3. Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå

Îïðåäåëåíèå. Ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëî σ(ξ) =

√
Dξ.

Çàìå÷àíèå. Âåëè÷èíà σ(ξ) òàê æå, êàê è äèñïåðñèÿ, õàðàêòåðèçóåò ðàç-
áðîñ (ðàññåÿíèå) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, íî, â îòëè÷èå îò äèñïåðñèè, èçìå-
ðÿåòñÿ â òåõ æå åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ, ÷òî è ñàìà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

5.4. Êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Îïðåäåëåíèå. Êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
cov(ξ, η) = M

(
(ξ −Mξ)(η −Mη)

)
. Åñëè cov(ξ, η) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ξ è η

íåêîððåëèðîâàíû.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîâàðèàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ñïðà-
âåäëèâû ôîðìóëû:

cov(ξ, η) = 1
2

(
D(ξ + η)− Dξ − Dη

)
,

cov(ξ, η) = 1
2

(
Dξ + Dη − D(ξ − η)

)
,
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cov(ξ, η) = M(ξη)−MξMη.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, D(ξ + η) = M
(
ξ + η − M(ξ + η)

)2
=

M
(
(ξ−Mξ)+(η−Mη)

)2
= M(ξ−Mξ)2+M(η−Mη)2+M

(
(ξ−Mξ)(η−Mη)

)
=

Dξ + Dη + 2cov(ξ, η).
Âòîðàÿ ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òðåòüÿ ôîðìóëà ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ: cov(ξ, η) = M

(
(ξ−Mξ)(η−Mη)

)
=

M(ξη− ξMη− ηMξ +MξMη) = M(ξη)−MξMη−MηMξ +MξMη = M(ξη)−
MξMη. �

Çàìå÷àíèå. Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû âûòåêàåò, ÷òî ξ è η íåêîððåëèðîâàíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M(ξη) = MξMη. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ðàâåíñòâî
âûïîëíåíî äëÿ íåçàâèñèìûõ ξ è η. Íî, âìåñòå ñ òåì, ñóùåñòâóþò çàâèñèìûå
è íåêîððåëèðîâàíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

5.5. Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

Îïðåäåëåíèå. Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî ρ(ξ, η) = cov(ξ,η)√

Dξ·Dη
.

Òåîðåìà 22 (Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè). Ïóñòü ξ, η �
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Òîãäà.
1. −1 6 ρ(ξ, η) 6 1.
2. ρ(ξ, η) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M(ξη) = MξMη.
3. ρ(ξ, η) = ±1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ = aη + b. Ïðè÷åì, åñëè
ρ(ξ, η) = 1, òî a > 0 (çàâèñèìîñòü ïðÿìàÿ), è åñëè ρ(ξ, η) = −1, òî a < 0

(çàâèñèìîñòü îáðàòíàÿ).

Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè õàðàêòåðèçóåò ñòå-
ïåíü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

� 6. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà (ñâÿçü ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè)

Òåîðåìà 23 (Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà). Ïóñòü äàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ξ, ó êîòîðîé ñóùåñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ. Òî-
ãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà P(|ξ − Mξ| > ε) 6 Dξ

ε2 è
P(|ξ −Mξ| < ε) > 1− Dξ

ε2 .
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Ïðèìåð 6.1. Ïóñòü Dξ = 0.001, òîãäà P(|ξ −Mξ| > 0.1) 6 0.001
0.12 = 0.1.

Çàìå÷àíèå. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà äàåò î÷åíü ãðóáóþ îöåíêó. Íàïðè-
ìåð, åñëè â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå âçÿòü Dξ = 1, òî P(|ξ − Mξ| > 0.1) 6

1
0.12 = 100, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, î÷åâèäíî.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ε = 5σ(ξ). Òîãäà P(|ξ−Mξ| > 5σ(ξ)) 6 1/25 = 0.04, òî
åñòü ñîáûòèå {|ξ−Mξ| > 5σ(ξ)} ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. È ýòî âåðíî äëÿ
ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî
èñïûòàíèÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ îòêëîíèëàñü îò ñâîåãî ÌÎ áîëåå ÷åì
íà 5σ(ξ), òî ïðàêòè÷åñêè íàâåðíÿêà çà ýòèì ñòîèò êàêàÿ ëèáî ïðè÷èíà:
îøèáêà ýêñïåðèìåíòà, îøèáî÷íîñòü ãèïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ, ïðîÿâëåíèå êàêèõ ëèáî íåó÷òåííûõ äàííûõ èëè ïàðàìåòðîâ
ýêñïåðèìåíòà è ò.ä.

� 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

7.1. Îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âçàèìíî íåçàâèñè-

ìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ðàññìîòðèì íàáîð ξ1, . . . ξn íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí (îáîçíà÷åíèå: i.i.d. � identical independent distributions).
Òàêîé íàáîð, íàïðèìåð, ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðîèçâåñòè ïîäðÿä íåñêîëü-
êî îäèíàêîâûõ ñëó÷àéíûõ èñïûòàíèé. Òàê êàê ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1,
. . . ξn ñîâïàäàþò ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ñîâïàäàþò è âñå ÷èñëîâûå õàðàêòåðè-
ñòèêè: Mξ1 = · · · = Mξn = m è Dξ1 = · · · = Dξn = d.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ1, . . . ξn � ýòî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé íåêîòîðîé âå-
ëè÷èíû. Òîãäà, åñëè â èçìåðåíèÿõ íåò ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè, òî òî÷íîå
çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ðàâíîMξ1. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè èçìå-
ðåíèÿ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ = 1

n(ξ1 + · · ·+ ξn).
Äåéñòâèòåëüíî, Mξ = 1

n(Mξ1 + · · · + Mξn) = m, òî åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ξ òàêæå ñîâïàäàåò ñ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíîé. Íî, âìåñòå ñ òåì,
Dξ = 1

n2 (Dξ1 + · · · + Dξn) = d
n � äèñïåðñèÿ óìåíüøèëàñü â n ðàç. Ñëåäî-

âàòåëüíî, îøèáêà èçìåðåíèÿ óìåíüøèëàñü â
√

n ðàç. Òàêèì îáðàçîì, ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ â ñðåäíåì òàêæå äàåò èçìåðÿåìîå çíà÷åíèå, íî èìååò
ìåíüøåå ðàññåÿíèå, ñëåäîâàòåëüíî, äàåò áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò èçìåðå-
íèÿ.
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7.2. Òåîðåìà ×åáûøåâà è çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Òåîðåìà 24 (Òåîðåìà ×åáûøåâà). Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2,
. . . � ïîïàðíî íåçàâèñèìû, è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C òà-
êàÿ, ÷òî Dξ1 6 C, Dξ2 6 C, . . . . Òîãäà äëÿ âñÿêîãî, ñêîëü óãîäíî ìàëîãî,
÷èñëà ε > 0 âåðîÿòíîñòü P(|ξ −Mξ| > ε) ñòðåìèòüñÿ ê 0 ïðè n → +∞, ãäå
ξ = 1

n(ξ1 + · · ·+ ξn).

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ξ1, ξ2, . . . Òàê
êàê ξ1, ξ2, . . . � îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî Mξ1 = Mξ2 = · · · = m,
Dξ1 = Dξ2 = · · · = d. Òàê êàê ξ1, ξ2, . . . � ïîïàðíî íåçàâèñèìû, òî
Dξ = d

n . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà äëÿ âåëè÷èíû ξ, èìååì
P(|ξ −Mξ| > ε) 6 d

nε2 → 0. �

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû ×åáûøåâà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óòðà÷èâàåò ñëó÷àéíîñòü! Òî åñòü ñ ðî-
ñòîì n îíî âñå ìåíüøå îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Íàïðèìåð, ìîëåêóëû ãàçà, ñòàëêèâàÿñü ñî ñòåíêàìè ñîñóäà, ñîîáùàþò èì
èìïóëüñ, òåì ñàìûì ñîçäàâàÿ äàâëåíèå íà ñòåíêè ñîñóäà. Äâèæåíèå ìî-
ëåêóë ñëó÷àéíî, à äàâëåíèå ïîñòîÿííî (òî÷íåå, ñîâðåìåííûå ïðèáîðû íå
ñïîñîáíû çàðåãèñòðèðîâàòü åãî êîëåáàíèå).

Ïðèìåð 7.1. Ñêîëüêî íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè èçìåðåíèé, ÷òîáû ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé δ = 0.95, ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå èçìåðåíèé ξ îò-
êëîíÿëîñü îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ íå áîëåå ÷åì íà ε = 0.001, åñëè äèñïåðñèÿ
èçìåðåíèé ðàâíà d = 0.2?

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà, P(|ξ −Mξ| < ε) > 1− d
nε2 > δ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, d
nε2 6 1 − δ. Ïîäñòàâëÿÿ d = 0.2, ε = 0.001 è δ = 0.95, íàõîäèì,

÷òî n > 4000000.

Òåîðåìà 25 (Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë èëè òåîðåìà Áåðíóëëè). Ïóñòü
èñïûòàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî ñõåìå Áåðíóëëè, è âåðîÿòíîñòü óñïåõà â êàæäîì
èç íèõ ðàâíà p. Òîãäà âåðîÿòíîñòü P(|kn−p| > ε), ãäå k � ýòî ÷èñëî óñïåõîâ
â n èñïûòàíèÿõ, ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n → +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû ×åáûøåâà,
åñëè ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâñêèõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . .∼ B(p): ξ = 1

n(ξ1 + · · ·+ ξn) = k
n , Mξ = p. �
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7.3. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 26 (Öåíòðàëüíàÿ Ïðåäåëüíàÿ Òåîðåìà). Ïóñòü ξ1, . . . , ξn

� i.i.d., Mξ1 = · · · = Mξn = m, Dξ1 = · · · = Dξn = d. Òîãäà ïðè áîëüøèõ n

ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = 1
n(ξ1 + · · · + ξn) ìàëî îòëè÷àåòñÿ

îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(m;
√

d/n).

Çàìå÷àíèå. Íà ïðàêòèêå n = 6 óæå ñ÷èòàþò áîëüøèì.

Ïðèìåð 7.2 (Ïðîäîëæåíèå 7.1). Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-
ðåìå, èìååì P(|ξ − m| 6 0.001) = P(m − 0.001 6 ξ 6 m + 0.001) =

Fξ(m + 0.001) − Fξ(m − 0.001) = 2Φ
(

0.001√
d/n

)
− 1 = 0.95. Ñëåäîâàòåëüíî,

0.001√
d/n

= 1.96 è n > 768320.

Çàìå÷àíèå. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû òàê æå, êàê ÇÁ× � ÷àñòíûé
ñëó÷àé òåîðåìû ×åáûøåâà.

� 8. Ñëó÷àéíûå âåêòîðû

8.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà òîëüêî î ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ, ïðèíèìàþùèõ ÷èñ-
ëåííûå çíà÷åíèå, òî åñòü îá îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ. ×àñòî â
ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîãî èñïûòàíèÿ íàáëþäàþò íå îäíó, à íàáîð ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñëó÷àéíîì âåêòîðå.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûì âåêòîðîì íàçûâàþò âåêòîð ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn),
ñîñòîÿùèé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íàáëþäàåìûõ â îäíîì ñëó÷àéíîì èñïû-
òàíèè.

Ïðèìåð 8.1. Èç ìåòàëëà ìàññîé 1 êã âûïëàâëÿþò ïàðàëëåëåïèïåä. Ðàç-
ìåðû ïàðàëëåëåïèïåäà åñòü ñëó÷àéíûé òðåõìåðíûé âåêòîð.

Ïðèìåð 8.2. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí åäèíè÷íûé êðóã ñ öåíòðîì â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû òî÷êè, âûáðàííîé íàóäà÷ó âíóòðè êðóãà, åñòü
ñëó÷àéíûé äâóìåðíûé âåêòîð.

Äàëåå, äëÿ ïðîñòîòû, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåí-
òå íàáëþäàþò òîëüêî äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî åñòü áóäåì ðàáîòàòü
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òîëüêî ñ äâóìåðíûìè ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè (ξ, η). Çíà÷åíèÿ äâóìåðíîãî
ñëó÷àéíîãî âåêòîðà óäîáíî èçîáðàæàòü íà ïëîñêîñòè.

8.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà è åå

ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) (ñîâ-
ìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ) íàçûâàþò ôóíêöèþ Fξ,η(x, y) = P(ξ <

x, η < y).

Ïðèìåð 8.3. Èç ïðÿìîóãîëüíèêà [0; 2] × [0; 3], íàóäà÷ó âûáðàíà òî÷êà
(ξ, η). Òîãäà

Fξ,η(x, y) =


0, x 6 0 èëè y 6 0,
1
6xy, 0 < x 6 2 è 0 < y 6 3,
1
6x, 0 < x 6 2 è 3 < y,
1
6y, 2 < x è 0 < y 6 3,
1, 2 < x è 3 < y.

Ïðèìåð 8.4. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû òðè òî÷êè A(0, 0), B(1, 0),
C(0, 1). Íàóäà÷ó âûáðàíà îäíà èç íèõ (ξ, η). Òîãäà Fξ,η(x, y) =

0, x 6 0 èëè y 6 0,
1/3, 0 < x 6 1 è 0 < y 6 1,
2/3, 0 < x 6 1 è 1 < y,

2/3, 1 < x è 0 < y 6 1,
1, 1 < x è 1 < y.

Òåîðåìà 27 (Ñâîéñòâà ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ).

Ïóñòü (ξ, η) � íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé âåêòîð. Òîãäà.
1. 0 6 Fξ,η(x, y) 6 1 äëÿ âñåõ ÷èñåë x è y.
2. P(x1 6 ξ < x2, η < y) = Fξ,η(x2, y)− Fξ,η(x1, y),
P(ξ < x, y1 6 η < y2) = Fξ,η(x, y2)− Fξ,η(x, y1),
P(x1 6 ξ < x2, y1 6 η < y2) = Fξ,η(x2, y2) − Fξ,η(x1, y2) − Fξ,η(x2, y1) +

Fξ,η(x1, y1).
3. Fξ,η(x, y) íå óáûâàåò ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, ò.å. åñëè x1 6 x2, òî
Fξ,η(x1, y) 6 Fξ,η(x2, y) è åñëè y1 6 y2, òî Fξ,η(x, y1) 6 Fξ,η(x, y2).
4. Fξ,η(−∞, y) = 0, Fξ,η(x,−∞) = 0, Fξ,η(∞, y) = Fη(y), Fξ,η(x,∞) =

Fξ(x), Fξ,η(∞,∞) = 1.
5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Fξ,η(x, y) = Fξ(x)Fη(y).



40 Ðàçäåë 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ïðèìåð 8.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η)

èìååò âèä Fξ,η(x, y) = (0.5 + arctg(2x)/π)(0.5 + arctg(5y)/π). Òîãäà
1) P(ξ < 1, η < 2) = (0.5 + arctg(2)/π)(0.5 + arctg(10)/π) = 0.825.
2) P(ξ < 1,−3 < η < 2) = 0.807.
3) P(0.5 < ξ < 1,−3 < η < 2) = 0.097.

8.3. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ̄ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì, åñëè ìíî-
æåñòâî åãî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Ðàñïðåäåëåíèå äâóìåðíîãî äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) óäîá-

íî çàïèñûâàòü â âèäå òàáëèöû
η \ ξ x1 . . . xn

y1 p11 . . . pn1

. . . . . . . . . . . .
ym p1m . . . pnm

, ãäå xi � âîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû, à yi � âòîðîé. Ýòà òàáëèöà î÷åâèäíî äîëæ-
íà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ

∑
i,j pi,j = 1.

Çàìå÷àíèå. Åñëè g(x, y) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, òî Mg(ξ, η) =∑
i,j g(xi, yj) pi,j. Â ÷àñòíîñòè, M(ξη) =

∑
xiyj pi,j.

Ïðèìåð 8.6. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) çàäàí òàáëèöåé
η \ ξ 1 2 3 η
−1 0.2 0.3 0 0.5
1 0 0.3 0.2 0.5
ξ 0.2 0.6 0.2 1

Òîãäà:

1) P(ξ = 3) = 0 + 0.2 = 0.2, P(ξ + η > 2) = 0.3 + 0 + 0.2 = 0.5,
2) Mξ = 1 · 0.2 + 2 · 0.6 + 3 · 0.2 = 2, Mη = (−1) · 0.5 + 1 · 0.5 = 0,
3)M(ξη) = 1·(−1)·0.2+2·(−1)·0.3+3·(−1)·0+1·1·0+2·1·0.3+3·1·0.2 = 0.4,
3) cov(ξ, η) = M(ξη)−MξMη = 0.4− 2 · 0 = 0.4,
4) Dξ = 0.4, Dη = 1, D(ξ + η) = Dξ + Dη − 2cov(ξ, η) = 0.4 + 1− 0.8 = 0.6,
5) ρ(ξ, η) = 0.4√

0.4·1 = 0.632, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñâÿçü ìåæäó ξ è
η ñóùåñòâóåò è äîâîëüíî áëèçêà ê ëèíåéíîé.

8.4. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû. Ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ è åå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè
åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ,η(x, y) íåïðåðûâíà è ñóùåñòâóåò ñìåøàí-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ fξ,η(x, y) =

∂2Fξ,η

∂x∂y (x, y), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà (ξ, η).



� 8. Ñëó÷àéíûå âåêòîðû 41

Ïðèìåð 8.7 (Ïðîäîëæåíèå 8.3). Òîãäà fξ,η(x, y) = 1
6 , åñëè (x, y) ∈ (0; 2)×

(0; 3), è fξ,η(x, y) = 0, åñëè (x, y) 6∈ [0; 2]× [0; 3].

Ïðèìåð 8.8. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) çàäàí ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
Fξ,η(x, y) = sin(x) sin(y/2) ïðè (x, y) ∈ [0, π/2) × [0, π). Òîãäà åãî ïëîò-
íîñòü ðàâíà fξ,η(x, y) = cos(x) cos(y/2)/2, åñëè (x, y) ∈ (0, π/2) × (0, π), è
fξ,η(x, y) = 0, åñëè (x, y) 6∈ [0, π/2]× [0, π].

Òåîðåìà 28 (Ñâîéñòâà ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè). Ïóñòü (ξ, η) � íåêî-
òîðûé ñëó÷àéíûé âåêòîð. Òîãäà:
1. fξ,η(x, y) > 0 äëÿ âñåõ x è y.

2. Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ:
∞∫
−∞

∞∫
−∞

fξ,η(s, t)ds dt = 1.

3. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè. Òîãäà P((ξ, η) ∈
A) =

∫∫
A

fξ,η(s, t)ds dt. Â ÷àñòíîñòè, P(x1 6 ξ < x2, y1 6 η < y2) =

y2∫
y1

x2∫
x1

fξ,η(s, t)ds dt.

4. Fξ,η(x, y) =
y∫

−∞

x∫
−∞

fξ,η(s, t)ds dt.

5. Åñëè g(x, y) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, òî Mg(ξ, η) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(s, t)fξ,η(s, t)ds dt. Â ÷àñòíîñòè, M(ξη) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

st fξ,η(s, t)ds dt,

Mξ =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

s fξ,η(s, t)ds dt.

6. fξ(x) =
∞∫
−∞

fξ,η(x, t)dt è fη(y) =
∞∫
−∞

fξ,η(s, y)ds � ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ξ è η ïî îòäåëüíîñòè (ìàðãèíàëüíûå ïëîòíîñòè).

Ïðèìåð 8.9. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) çàäàí ïëîòíîñòüþ fξ,η(x, y) =

6e−2x−3y, åñëè x > 0 è y > 0, è fξ,η(x, y) = 0, åñëè x < 0 èëè y < 0.
Òîãäà

1) P(−1 6 ξ < 1, 1 6 η < 2) =
2∫
1

1∫
−1

fξ,η(s, t)ds dt =
2∫
1

1∫
0

6e−2s−3tds dt =

(−e−2s
∣∣1
0)(−e−3t

∣∣2
1) = 0.0409;

2) Ïóñòü x > 0 è y > 0, òîãäà: Fξ,η(x, y) =
y∫
0

x∫
0

6e−2s−3tds dt = (1−e−2x)(1−

e−3y).

3) M(ξ + η) =
∞∫
0

∞∫
0
(s + t)6e−2s−3tds dt = 5/6.



Ðàçäåë 3

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

� 1. Ïðåäìåò è çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-
ñòèêè

Îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ), åñëè èçâåñòíû èõ ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Åå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ, ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, âåðîÿòíîñòü, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ýòî ÷è-
ñòî ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, à çíà÷èò, ëèøü ìîäåëüíî îïèñûâàþò äåé-
ñòâèòåëüíîñòü. Êðîìå òîãî, â æèçíè ìû ðåäêî âñòðå÷àåìñÿ ñî ñëó÷àéíûìè
ýêñïåðèìåíòàìè, â êîòîðûõ òî÷íî èçâåñòíû âñå ïàðàìåòðû, íàïðèìåð, âå-
ðîÿòíîñòè òåõ èëè èíûõ ñîáûòèé. Ýêñïåðèìåíòû, âñå ïàðàìåòðû êîòîðûõ
èçâåñòíû òî÷íî, îáû÷íî ñîçäàíû èñêóññòâåííî: áðîñàíèå ìîíåòû, âûòÿãè-
âàíèå øàðà èç êîðçèíû è ò.ä.. Åñëè æå ðå÷ü èäåò î ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
ñòàíêà, èëè, íàïðèìåð, î âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ñòðåëêîì â öåëü, íî íàäî
åùå ó÷åñòü, ÷òî íè îäèí ñòðåëîê ôèçè÷åñêè íå ñìîæåò âûñòðåëèòü áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ðàç. Â òàêèõ çàäà÷àõ ìû ìîæåì ëèøü ïðåäïîëàãàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå ïîäõîäÿùåé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, íî òî÷íûå ïàðàìåòðû ýòîé
âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè íàì íå èçâåñòíû.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îáîñíîâàííûå âûâîäû
î ïàðàìåòðàõ, âèäàõ ðàñïðåäåëåíèé è äðóãèõ ñâîéñòâàõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ïî êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè íàáëþäåíèé çà íèìè � âûáîðêå.

Äâå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè:

1. Çàäà÷à îá îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ.
2. Çàäà÷à î ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Òàê êàê ñòàòèñòèêà ñóäèò î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ëèøü
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ïî êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè íàáëþäåíèé çà íåé, òî îíà íå ìîæåò äàâàòü
àáñîëþòíî òî÷íûõ îòâåòîâ. Òåì íå ìåíåå åñëè îòâåòû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè íåëüçÿ íàçâàòü àáñîëþòíî òî÷íûìè, òî èõ ìîæíî íàçâàòü ñîâåð-
øåííî ñòðîãèìè. Äåëî â òîì, ÷òî, äàâàÿ ïðèáëèçèòåëüíûå îòâåòû, ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà îäíîâðåìåííî ñîîáùàåò ñòåïåíü óâåðåííîñòè â íèõ.

� 2. Âûáîðêà

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, ïîâòîðèëè ñ ñîáëþäåíèåì âñåõ óñëîâèé n ðàç. Ïðè
ýòîì ïîëó÷èëè n ÷èñåë x1, . . . , xn � çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
Fξ(x)) íàçûâàþò ãåíåðàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (ãåíåðàëüíîé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ). Êîðòåæ ÷èñåë (x1, . . . , xn) íàçûâàþò âûáîðêîé îáúåìà n.

Îïðåäåëåíèå. Âàðèàöèîííûì ðÿäîì âûáîðêè (x1, . . . , xn) íàçûâàþò ñïî-
ñîá åå çàïèñè, ïðè êîòîðîì ýëåìåíòû óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âåëè÷èíå îò
ìåíüøåãî ê áîëüøåìó. Ðàçíîñòü ω = xmax − xmin ìåæäó ìàêñèìàëüíûì
(xmax = max

i
xi) è ìèíèìàëüíûì (xmin = min

i
xi) ýëåìåíòîì âûáîðêè íàçû-

âàåòñÿ ðàçìàõîì âûáîðêè.

Ïðèìåð 2.1. Âûáîðêà (3, 0, 3, 3, 1, 1, 2, 1, 2, 0, 3).
Âàðèàöèîííûé ðÿä (0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 3). ω = 3− 0 = 3 � ðàçìàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü âûáîðêà (x1, . . . , xn) ñîäåðæèò k ðàçëè÷íûõ ÷èñåë
z1, . . . , zk, ïðè÷åì ÷èñëî zi âñòðå÷àåòñÿ â âûáîðêå ni ðàç. Òîãäà ÷èñëà
z1, . . . , zk íàçûâàþò âàðèàíòàìè, à ÷èñëà n1, . . . , nk � ÷àñòîòàìè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âàðèàíò. Òàáëèöó zi z1 · · · zk

ni n1 · · · nk
íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì

÷àñòîò (ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì).

Ïðèìåð 2.2 (Ïðîäîëæåíèå 2.1). zi 0 1 2 3
ni 2 3 2 4

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âñÿêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò î÷åâèäíî äîëæíî áûòü
âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ: n1 + · · ·+ nk = n.

Îïðåäåëåíèå. Ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì âûáîðêè (x1, . . . , xn) íàçû-
âàþò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ∗n z1 · · · zk

P
n1
n · · · nk

n

. Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ



44 Ðàçäåë 3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

F ∗
n(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ∗n íàçûâàþò ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ (èëè êóìóëÿòèâíûì ðàñïðåäåëåíèåì, èëè âûáîðî÷íûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì).

Ïðèìåð 2.3 (Ïðîäîëæåíèå 2.1). ξ∗n 0 1 2 3
P 2/11 3/11 2/11 4/11

Çàìå÷àíèå. Åñëè âñå ýëåìåíòû âûáîðêè ðàçëè÷íû, òî ýìïèðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåò âèä ξ∗n x1 · · · xn

P
1
n · · · 1

n

.

Òåîðåìà 29 (Ãëèâåíêî�Êàïåëëè). Ñ ðîñòîì n ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê ãåíåðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

2.2. Ãèñòîãðàììà

Åñëè îáúåì âûáîðêè âåëèê è â íåé áîëüøîå êîëè÷åñòâî âàðèàíò, òî òàêóþ
âûáîðêó ìîæíî íàãëÿäíî èçîáðàçèòü â âèäå ãèñòîãðàììû.
Ïîñòðîåíèå ãèñòîãðàììû.

1) Ðàçîáüåì îòðåçîê [xmin; xmax] íà m ðàâíûõ îòðåçêîâ äëèíû h = 1
m(xmax−

xmin). Ýòè îòðåçêè íàçûâàþòñÿ (÷àñòîòíûìè èíòåðâàëàìè)
2) Íàéäåì êîëè÷åñòâî ni ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàäàþùèõ â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ÷àñòîòíûé èíòåðâàë (åñëè ýëåìåíò âûáîðêè îêàçàëñÿ íà ãðàíèöå äâóõ
÷àñòîòíûõ èíòåðâàëîâ, òî ýòîò ýëåìåíò îòíåñåì ê ëåâîìó èíòåðâàëó).
3) Ïîëó÷åííûå ÷àñòîòû ïîïàäàíèÿ â ÷àñòîòíûå èíòåðâàëû èçîáðàçèì â
âèäå ñòîëáèêîâ âûñîòû ni

n h .
Êîëè÷åñòâî m ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëîâ ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû â êàæäûé

÷àñòîòíûé èíòåðâàë ïîïàäàëî îêîëî ïÿòè èëè áîëåå ýëåìåíòîâ âûáîðêè.
Ïîëó÷åííûé ñòóïåí÷àòûé ïîëèãîí è åñòü ãèñòîãðàììà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íåïðåðûâíî, òî, ñîãëàñíî
òåîðåìå Ãëèâåíêî�Êàïåëëè, ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè è êîëè÷åñòâà ÷àñòîò-
íûõ èíòåðâàëîâ, ãèñòîãðàììà ñòðåìèòñÿ ê ïëîòíîñòè ãåíåðàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

� 3. Çàäà÷à îá îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ

3.1. Òî÷å÷íûå îöåíêè

Çàäà÷à î òî÷å÷íîé îöåíêå ïàðàìåòðà: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàñ
èíòåðåñóåò ÷èñëîâîé ïàðàìåòð θ, êàê-òî õàðàêòåðèçóþùèé ãåíåðàëüíîå
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ðàñïðåäåëåíèå. Òðåáóåòñÿ ïî âûáîðêå íàéòè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå θ∗

ýòîãî ïàðàìåòðà.

×àñòî â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà θ âûñòóïàþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a =

Mξ èëè äèñïåðñèÿ σ2 = Dξ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðàâèëî, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îáðàáàòûâàåòñÿ âûáîðêà
(x1, . . . , xn) è âû÷èñëÿåòñÿ ïðèìåðíîå çíà÷åíèå θ∗ ïàðàìåòðà θ, íàçûâà-
åòñÿ îöåíêîé θ (èëè òî÷å÷íîé îöåíêîé). Òàêèì îáðàçîì òî÷å÷íàÿ îöåíêà,
ýòî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ θ∗ = θ∗(x1, . . . , xn).

Çàìå÷àíèå. Òî÷å÷íàÿ îöåíêà θ∗ íà ñàìîì äåëå òîæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó êàêîé áû çàìå÷àòåëüíîé îöåíêîé íå ÿâëÿëàñü ôóíê-
öèÿ θ∗, âñå ðàâíî íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî θ∗(x1, . . . , xn) ñîâïàäàåò ñ θ.

Îïðåäåëåíèå. Îöåíêà θ∗(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé (áåç ñèñòå-
ìàòè÷åñêèõ îøèáîê), åñëè Mθ∗ = θ.

Îïðåäåëåíèå. Îöåíêà θ∗(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè
äëÿ âñÿêîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ÷èñëà ε > 0 âåðîÿòíîñòü P(|θ∗ − θ| > ε)

ñòðåìèòüñÿ ê 0 ïðè n → +∞.

Çàìå÷àíèå. Åñëè îöåíêà θ∗(x1, . . . , xn) íåñìåùåíà è åå äèñïåðñèÿ ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n, òî, â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà, òàêàÿ îöåíêà
ñîñòîÿòåëüíà.

3.2. Ïîëó÷åíèå òî÷å÷íûõ îöåíîê

Â ðàìêàõ íàøåãî êóðñà ìû ðàçáåðåì òîëüêî îäèí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ òî÷å÷-
íûõ îöåíîê � ìåòîä ïîäñòàíîâêè (èëè ìåòîä ìîìåíòîâ). Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà
ïðîñòà è ñëåäóåò èç òåîðåìû Ãëèâåíêî�Êàïåëëè.
Ìåòîä ïîäñòàíîâêè. Åñëè ïàðàìåòð θ êàêèì ëèáî îáðàçîì âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî, ïîäñòàâèâ âìåñòî ãåíåðàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ýìïèðè÷åñêîå, ïîëó÷èì òî÷å÷íóþ îöåíêó θ∗ ýòîãî ïàðàìåòðà.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ãëèâåíêî�Êàïåëëè, òî îöåíêè,
ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè, êàê ïðàâèëî, ñîñòîÿòåëüíû.
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3.3. Íåêîòîðûå òî÷å÷íûå îöåíêè

3.3.1. Òî÷å÷íàÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå)

Çàäà÷à: Íàéòè òî÷å÷íóþ îöåíêó a∗ ïàðàìåòðà a = Mξ.
Ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì

a∗ = Mξ∗n = z1
n1

n + · · ·+ zk
nk

n = 1
n(x1 + · · ·+ xn) = x̄.

Âåëè÷èíà x̄ íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíèì. Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå �
íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a.

3.3.2. Òî÷å÷íàÿ îöåíêà äèñïåðñèè (âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ)

Çàäà÷à: Íàéòè òî÷å÷íóþ îöåíêó ïàðàìåòðà d = Dξ.
Ïðèìåíèì ìåòîä ïîäñòàíîâêè ê ôîðìóëå d = Dξ. Ïîëó÷èì îöåíêó

d∗ = Dξ∗n = M(ξ∗n)
2 − (Mξ∗n)

2 = 1
n(x2

1 + · · ·+ x2
n)− x̄2 = x2 − x̄2.

Îöåíêà d∗ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, íî îíà ñìåùåíà! Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçû-
âàþò, ÷òî Md∗ = n−1

n Dξ. Ïîýòîìó ïîëîæåíèå ìîæíî èñïðàâèòü, ïðîñòî
äîìíîæèâ îöåíêó d∗ íà äðîáü n

n−1 . Â èòîãå ïîëó÷àåì èñïðàâëåííóþ îöåíêó

äèñïåðñèè èëè âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ

s2 = n
n−1d

∗ = n
n−1

(
x2 − x̄2) = 1

n−1(x
2
1 + · · ·+ x2

n)− n
n−1x̄

2.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ îöåíêó äëÿ äèñïåðñèè, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó
äëÿ ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ σ(ξ): σ∗ =

√
s2 = s (ýòà îöåíêà áóäåò ñìå-

ùåííîé, íî âåëè÷èíà ñìåùåíèå ïðåíåáðåæèìî ìàëà, òàê êàê îöåíêà ñîñòî-
ÿòåëüíà).

3.3.3. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé ñòàíäàðòíûõ êëàññîâ

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Åñëè ξ ∼ N(a, σ), òî a∗ = x̄ è σ∗ =
√

s2. Îöåíêà σ∗ ñìåùåíà, íî ñîñòîÿ-
òåëüíà.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Åñëè ξ ∼ E(λ), òî λ∗ = 1/x̄. Îöåíêà λ∗ ñìåùåíà, íî ñîñòîÿòåëüíà.
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Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Åñëè ξ ∼ U(α; β), òî α∗ = 1
n−1(n xmin − xmax), β∗ = 1

n−1(n xmax − xmin).
Îöåíêè α∗ è β∗ íå ñìåùåíû è ñîñòîÿòåëüíû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê α∗

è β∗ ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ìåòîä ïîäñòàíîâêè â
ýòîì ñëó÷àå äàåò ñìåùåííûå îöåíêè.

3.4. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè

3.4.1. Äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü è äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

Òî÷å÷íûå îöåíêè äàþò ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå θ∗ ïàðàìåòðà θ, íî îíè íå
îòâå÷àþò íà âîïðîñ: íà ñêîëüêî θ∗ îòëè÷àåòñÿ îò θ? Ïîýòîìó áîëåå êîð-
ðåêòíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó îá îöåíèâàíèè ïàðàìåòðà θ â ñëåäóþùåì
âèäå.
Çàäà÷à îá èíòåðâàëüíîé îöåíêå ïàðàìåòðà: äëÿ çàäàííîé

âåðîÿòíîñòè δ íàéòè, ïî âîçìîæíîñòè, íàèìåíüøèé èíòåðâàë (θ1, θ2), â êî-
òîðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ δ ëåæèò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ. Âåðîÿòíîñòü δ íà-
çûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ èëè óðîâíåì äîâåðèÿ, âåðîÿòíîñòü
α = 1 − δ íàçûâàåòñÿ óðîâíåì çíà÷èìîñòè, èíòåðâàë (θ1, θ2) íàçûâàåòñÿ
äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì.

Îñíîâíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîèñêà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà èìååò âèä

P(θ1 < θ < θ1) = δ.

Çàìå÷àíèå. Èç îäíîãî óðàâíåíèÿ î÷åíü òÿæåëî íàéòè ñðàçó äâå íåèç-
âåñòíûõ âåëè÷èíû θ1 è θ2. Ïîýòîìó ÷àñòî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë èùóò â
ñèììåòðè÷íîì âèäå (θ∗− ε; θ∗ + ε), ãäå θ∗ � òî÷å÷íàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.
Îñíîâíîå óðàâíåíèå äëÿ ïîèñêà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà â ýòîì ñëó÷àå
ïðèíèìàåò âèä:

P(θ∗ − ε < θ < θ∗ + ε) = δ èëè P(|θ∗ − θ| < ε) = δ.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðåøàòü ïðîùå, òàê êàê â íåì ìåíüøå íåèçâåñòíûõ
è îáû÷íî èçâåñòåí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ∗ (èëè õîòü
÷òî-íèáóäü îá ýòîì çàêîíå).

3.4.2. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
(îáùèé ñëó÷àé)

Çàäà÷à: Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà a = Mξ,



48 Ðàçäåë 3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

åñëè ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì (ξ 6∼ N(a, σ)).
Ïóñòü a = Mξ, σ2 = Dξ. Óðàâíåíèå íà äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë â ýòîì

ñëó÷àå èìååò âèä: P(|x̄ − a| < ε) = δ. Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìå èìååì, ÷òî x̄ ∼ N(a, σ√

n
). Ïîýòîìó

P(|x̄− a| < ε) = Fx̄(a + ε)− Fx̄(a− ε) = 2Φ
(
ε
√

n
σ

)
− 1 = δ.

Ïî òàáëèöå íàõîäèì âåëè÷èíó vδ òàêóþ, ÷òî 2Φ(vδ) − 1 = δ, è íàõîäèì
ε = vδ

σ√
n
. Ñëåäîâàòåëüíî, äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë èìååò âèä (x̄−vδ

σ√
n
; x̄+

vδ
σ√
n
). Åñëè σ íå èçâåñòíà, òî (x̄− vδ

s√
n
; x̄ + vδ

s√
n
).

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî vδ òàêîå, ÷òî 2Φ(vδ) − 1 = δ, íàçûâàåòñÿ äâó-

ñòîðîííåé êâàíòèëüþ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. ×èñëî uδ òàêîå, ÷òî
Φ(uδ) = δ, íàçûâàåòñÿ îäíîñòîðîííåé êâàíòèëüþ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Îäíîñòîðîííÿÿ è äâóñòîðîííÿÿ êâàíòèëè ñâÿçàíû ðàâåí-
ñòâîì v1−α = u1−α/2. Èñïîëüçóÿ îäíîñòîðîííþþ êâàíòèëü, äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë äëÿ ìàò. îæèäàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (x̄ − s√

n
u1−α/2; x̄ +

s√
n
u1−α/2).

3.4.3. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
(ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ãåíåðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ)

Çàäà÷à: Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ Mξ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíî (ξ ∼ N(a, σ)). Íàïðèìåð, ξ � ýòî
ðåçóëüòàò èçìåðåíèé èëè ãèïîòåçà î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ âûáîðêîé.

Åñëè ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíî, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
x̄−a
s/
√

n
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ k = n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïî-

ýòîìó äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ïðèíèìàåò âèä:(
x̄− s√

n
tδ,n−1; x̄ + s√

n
tδ,n−1

)
.

Çäåñü tδ,n−1 � äâóñòîðîííÿÿ êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ k = n−1

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû x̄−a
s/
√

n
èçâåñòíî òî÷íî, à íå

ïðèáëèæåííî êàê â ÖÏÒ, òî ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëÿ äîâåðèòåëüíîãî èí-
òåðâàëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ìàëûõ îáúåìàõ âûáîðêè. Ïðè îáúåìàõ
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âûáîðêè, ïðåâûøàþùèõ 100, êâàíòèëè tδ,n−1 è vδ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò,
ñëåäîâàòåëüíî, îáå ôîðìóëû (îáùèé è íîðìàëüíûé ñëó÷àè) äàþò îäèíà-
êîâûå îòâåòû (íà÷èíàåò ðàáîòàòü ÖÏÒ).

Çàìå÷àíèå. ×àñòî â òàáëèöàõ óêàçûâàþò îäíîñòîðîííèå êâàíòèëè. Îä-
íîñòîðîííÿÿ è äâóñòîðîííÿÿ êâàíòèëè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì t1−α,n−1 =

tîäí1−α/2,n−1. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë èìååò âèä(
x̄− s√

n
tîäí1−α/2,n−1; x̄ + s√

n
tîäí1−α/2,n−1

)
.

3.4.4. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè (îáùèé ñëó÷àé)

Çàäà÷à: Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ Dξ, åñëè ξ 6∼ N(a, σ).
Dξ = M(ξ − Mξ)2. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè ïîñòðîèì

êàê äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàò. îæèäàíèÿ âåëè÷èíû (ξ −Mξ)2, ò.å.
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ Dξ èìååò âèä (s2 − vδ

sy√
n
; s2 + vδ

sy√
n
), ãäå sy

� îöåíêà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ äëÿ âûáîðêè y1 = (x1 − x̄)2, . . . , yn =

(xn − x̄)2.

Çàìå÷àíèå. Ýòà ôîðìóëà íà÷èíàåò ðàáîòàòü ëèøü äëÿ âûáîðîê áîëüøîãî
îáúåìà, ñîñòîÿùèõ íå ìåíåå, ÷åì èç 100 ýëåìåíòîâ.

3.4.5. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè (ñëó÷àé íîðìàëü-
íîãî ãåíåðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ)

Çàäà÷à: Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ Dξ, åñëè ξ ∼ N(a, σ).
Åñëè ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíî, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

s2(n−1)
σ2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ k = n − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äîâåðè-

òåëüíûé èíòåðâàë äëÿ Dξ èìååò âèä(
s2(n−1)

χ2
1−α/2,n−1

; s2(n−1)
χ2

α/2,n−1

)
,

ãäå χ2
γ,k � êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 c k ñòåïåíÿìè ñâîáîäû óðîâíÿ γ.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 íå ñóùåñòâóåò äâóñòîðîííèõ êâàíòè-
ëåé.

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïðè ìàëûõ îáúåìàõ âûáîðêè.
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� 4. Çàäà÷à î ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïî-
òåç

4.1. Îáùèé ïîäõîä

Ïðîâåðèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ãèïîòåçó îçíà÷àåò äàòü îòâåò ¾äà¿ èëè ¾íåò¿,
âåðíà ãèïîòåçà èëè íåò. Â êà÷åñòâå ãèïîòåç îáû÷íî âûñòóïàþò ïðåäïî-
ëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãåíåðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îòâåò, ïîëó÷åííûé â
ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, íå ìîæåò áûòü àáñîëþòíî
òî÷íûì, ïîýòîìó ñòàòèñòèêà äàåò îòâåò ¾äà¿ èëè ¾íåò¿, óêàçûâàÿ âåðî-
ÿòíîñòü ïðàâèëüíîñòè òàêîãî îòâåòà. Ãèïîòåçó îáû÷íî îáîçíà÷àþò áóêâîé
H.

Îïðåäåëåíèå. Ñïîñîá ïðîâåðêè ãèïîòåçû íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì.

Îøèáêè ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ äåëÿò íà:

Îøèáêà 1 ðîäà: îòâåðãíóòü ãèïîòåçó H, êîãäà îíà âåðíà;
Îøèáêà 2 ðîäà: ïðèíÿòü ãèïîòåçó H, êîãäà îíà íå âåðíà.

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ôèêñèðóþò è íàçûâàþò óðîâíåì çíà-
÷èìîñòè α òîãî êðèòåðèÿ, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ïðîâåðÿþò ãèïîòåçó.

Îïðåäåëåíèå. Ñòàòèñòèêîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ Z =

Z(x1, . . . , xn).

Ïðèìåð 4.1. Ëþáàÿ òî÷å÷íàÿ îöåíêà � ñòàòèñòèêà;
Z(x1, . . . , xn) = x̄ � ñòàòèñòèêà;
Z(x1, . . . , xn) = x̄−a

s/
√

n
ñòàòèñòèêà, èìåþùàÿ ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå, åñëè ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîèçâîëüíî è n � âåëèêî,
èëè ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà, åñëè ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëü-
íî.
Z(x1, . . . , xn) = s2(n−1)

σ2 � ñòàòèñòèêà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå χ2, åñëè ãå-
íåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíî.

Îáùèé ïîäõîä ê ïðîâåðêå ãèïîòåç (ïîñòðîåíèþ êðèòåðèåâ):
1) Ñôîðìóëèðîâàòü ãèïîòåçó H;
2) âûáðàòü ïîäõîäÿùóþ ñòàòèñòèêó Z;
3) íàçíà÷èòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéòè êâàíòèëè zα/2 è z1−α/2;
4) ïî âûáîðêå âû÷èñëèòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè zâ;
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5) ïðèíÿòü ñòàòèñòè÷åñêîå ðåøåíèå: åñëè zα/2 < zâ < z1−α/2, òî ãèïîòåçó
H ïðèíèìàþò êàê ñîãëàñóþùóþñÿ ñ âûáîðêîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íå
ïðèíèìàþò, òàê êàê îíà íå ñîãëàñóåòñÿ ñ âûáîðêîé.

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà, â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è (îáû÷íî, êîãäà ñòàòèñòèêà
èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2), íàõîäÿò òîëüêî îäíó êâàíòèëü zα èëè z1−α è
ïðîâåðÿþò ëèáî íåðàâåíñòâî zα < zâ, ëèáî íåðàâåíñòâî zâ < z1−α.

Çàìå÷àíèå. Ëþáîé ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ñîñòîèò â âûáîðå ñòàòèñòè-
êè è ñïîñîáà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.

4.2. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î âèäå ãåíåðàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Êðèòåðèé χ2

Çàäà÷à: Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ïðîâåðèòü ãèïîòåçó
H: ãåíåðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) ñîâïàäàåò ñ F (x).

Ñõåìà ïðîâåðêè ãèïîòåçû H ïî êðèòåðèþ χ2:

1) Ïî âûáîðêå íàéòè òî÷å÷íûå îöåíêè âñåõ ïàðàìåòðîâ ïðåäïîëàãàåìîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàïîìíèòü êîëè÷åñòâî l îöåíåííûõ ïàðàìåòðîâ;
2) îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàçáèòü íà r ÷à-
ñòîòíûõ èíòåðâàëîâ [s0; s1), . . . , [sr−1; sr];
3) âû÷èñëèòü ÷àñòîòû n1, . . . , nr ïîïàäàíèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè â ÷àñòîò-
íûå èíòåðâàëû. Êîíòðîëü: n1 + · · ·+ nr = n;
4) èñïîëüçóÿ ïðåäïîëàãàåìóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), íàéòè âåðî-
ÿòíîñòè p1 = F (s1) − F (s0), . . . , pr = F (sr + 0) − F (sr−1), ïîïàäàíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ â ÷àñòîòíûå èíòåðâàëû. Êîíòðîëü: p1 + · · ·+pr = 1.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû:

×àñòîòíûå èíòåðâàëû Âñåãî
1 2 · · · r

Íàáëþäàåìîå n1 n2 · · · nr n

Îæèäàåìîå np1 np2 · · · npr n

5) Âû÷èñëèòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ χ2 ïî ôîðìóëå:

χ2
â

=
n2

1

np1
+ · · ·+ n2

r

npr
− n.

6) Çàôèêñèðîâàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéòè êâàíòèëü χ2
1−α,r−l−1, ãäå

r � ýòî êîëè÷åñòâî ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëîâ, à l � êîëè÷åñòâî îöåíåííûõ â
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ïóíêòå 1) ïàðàìåòðîâ;
7) ïðèíÿòü ðåøåíèå: Åñëè χ2

â
< χ2

1−α,r−l−1, òî ãèïîòåçà î âèäå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïðèíèìàåòñÿ, êàê ñîãëàñóþùàÿñÿ ñ âûáîðêîé; åñëè æå χ2

â
> χ2

1−α,r−l−1,
òî îòêëîíÿåòñÿ, êàê íå ñîãëàñóþùàÿñÿ ñ âûáîðêîé.

Çàìå÷àíèå. ×òîáû ýòîò êðèòåðèé áûë äîñòàòî÷íî òî÷íûì, íåîáõîäèìî,
÷òîáû äëÿ âñåõ ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëîâ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå npk > 5. Åñëè
â íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõ ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èõ ñëåäóåò îáú-
åäèíèòü ñ ñîñåäíèìè. ×èñëî r ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëîâ äîëæíî áûòü áîëüøå
4 è ìåíüøå 30.

4.2.1. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè

Çàäà÷à: Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî ξ ∼ U(α; β), òî åñòü
÷òî Fξ(x) = x−α

β−α , åñëè α < x 6 β.

1) Îöåíèòü ïàðàìåòðû: α∗ = 1
n−1(n xmin − xmax), β∗ = 1

n−1(n xmax − xmin)

(l = 2);
2) îòðåçîê [α∗; β∗] ðàçáèòü íà r = [n/5] ðàâíûõ ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëîâ
[z0; z1), . . . , [zr−1; zr] äëèíû h = β∗−α∗

r : z0 = α∗, z1 = α∗ + h, z2 = α∗ + 2 h,
. . . , zr = α∗ + r h = β∗;
3) âû÷èñëèòü ÷àñòîòû n1, . . . , nr ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàëû [z0; z1), . . . ,
[zr−1; zr];
4) âû÷èñëèòü χ2

â
= r

n(n2
1 + · · ·+ n2

r)− n;
5) çàôèêñèðîâàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéòè êâàíòèëü χ2

1−α,r−l−1 =

χ2
1−α,r−3;

6) åñëè χ2
â
< χ2

1−α,r−3, òî ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíî.

4.2.2. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè

Çàäà÷à: Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî ξ ∼ N(a; σ), òî åñòü
÷òî Fξ(x) = Φ

(
x−a
σ ).

Ïîëíûé êðèòåðèé (äëÿ áîëüøèõ âûáîðîê):
1) Îöåíèòü ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ a∗ = x̄ è σ∗ = s (l = 2);
2) ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ðàçáèòü íà r ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëîâ òî÷êàìè
−∞ = z0 < z1 < · · · < zr−1 < zr = +∞;
3) âû÷èñëèòü ÷àñòîòû n1, . . . , nr ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàëû
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(z0; z1), [z1; z2), . . . , [zr−1; zr);
4) ïî òàáëèöå çíà÷åíèé ôóíêöèè Ëàïëàñà íàéòè Φ0 = Φ(−∞) = 0,
Φ1 = Φ

(
z1−x̄

s

)
, . . . , Φr−1 = Φ

(zr−1−x̄
s

)
, Φr = Φ(∞) = 1 è âû÷èñëèòü

âåðîÿòíîñòè p1 = Φ1 − Φ0, . . . , pr = Φr − Φr−1;
5) âû÷èñëèòü χ2

â
= n2

1

np1
+ · · ·+ n2

r

npr
− n;

6) çàôèêñèðîâàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéòè êâàíòèëü χ2
1−α,r−3;

7) åñëè χ2
â
< χ2

1−α,r−3, òî ãåíåðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíî.

Óïðîùåííûé êðèòåðèé (äëÿ ìàëûõ âûáîðîê 25 6 n 6 100)

Óïðîùåííûé êðèòåðèé îòëè÷àåòñÿ îò ïîëíîãî ñïåöèàëüíûì âûáîðîì ÷à-
ñòîòíûõ èíòåðâàëîâ. Ïîýòîìó èçìåíÿþòñÿ òîëüêî ïóíêòû 2) è 4) ïîëíîãî
êðèòåðèÿ:
2) ×èñëîâóþ ïðÿìóþ ðàçáèòü íà 6 ïðîìåæóòêîâ: (−∞; x̄−s), [x̄−s; x̄− 1

2s),
[x̄− 1

2s; x̄), [x̄; x̄ + 1
2s), [x̄ + 1

2s; x̄ + s), [x̄ + s; +∞);
4) p1 = p6 = 0.1587, p2 = p5 = 0.1498, p3 = p4 = 0.1915.

4.3. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ

îæèäàíèé

Çàäà÷à: Äàíû äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η, ïðåäñòàâëåí-
íûå âûáîðêàìè X = (x1, . . . , xn) è Y = (y1, . . . , yk). Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü
ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η

ñîâïàäàþò, òî åñòü ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî Mξ = Mη.

4.3.1. Îáùèé ñëó÷àé

Ñëåäóåò ïðèìåíÿòü, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî ëèáî ξ 6∼ N(·, ·), ëèáî η 6∼ N(·, ·).
1) Âû÷èñëèòü ñòàòèñòèêó Zâ = |x̄−ȳ|√

s2x
n +

s2y
k

;

2) çàôèêñèðîâàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è äëÿ óðîâíÿ äîâåðèÿ δ = 1 − α

íàéòè êâàíòèëü vδ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: 2Φ(vδ)− 1 = δ;
3) åñëè Zâ < vδ, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñîâïàäàþò.

4.3.2. Ñëó÷àé íîðìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ñëåäóåò ïðèìåíÿòü, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî ξ ∼ N(·, ·) è η ∼ N(·, ·).
1) Çàôèêñèðîâàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéòè äâóñòîðîííèå êâàíòèëè
ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà tx = t1−α,n−1 è ty = t1−α,k−1;
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2) âû÷èñëèòü âåëè÷èíó Tâ =
s2x
n tx+

s2y
k ty√

s2x
n +

s2y
k

;

3) åñëè |x̄− ȳ| < Tâ, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñîâïàäàþò.

4.4. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè äèñïåðñèé

Çàäà÷à: Äàíû äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η, ïðåäñòàâëåí-
íûå âûáîðêàìè X = (x1, . . . , xn) è Y = (y1, . . . , yk). Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü
ãèïîòåçó H, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî Dξ = Dη.

4.4.1. Îáùèé ñëó÷àé

Ñëåäóåò ïðèìåíÿòü, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî ëèáî ξ 6∼ N(·, ·), ëèáî η 6∼ N(·, ·).
1) Çàôèêñèðîâàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è âû÷èñëèòü α1 = 1−

√
1− α;

2) ïî âûáîðêàì X è Y ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ äèñïåðñèé,
èñïîëüçóÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè α1;
3) åñëè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñ÷èòàåì, ÷òî äèñïåðñèè
ñîâïàäàþò.

4.4.2. Ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñëåäóåò ïðèìåíÿòü, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî ξ ∼ N(·, ·) è η ∼ N(·, ·).
1) Âû÷èñëèòü s2

x è s2
y. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî s2

x > s2
y;

2) çàôèêñèðîâàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéòè êâàíòèëü F1−α/2(n−1, k−
1) ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà, óðîâíÿ 1−α/2 ñ f1 = n−1 è f2 = k−1 ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû;
3) åñëè s2

x

s2
y

< F1−α/2(n− 1, k − 1), òî ñ÷èòàåì, ÷òî äèñïåðñèè ñîâïàäàþò.

4.5. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû îá îäíîðîäíîñòè âûáîðîê.

Êðèòåðèé χ2

Çàäà÷à: Äàíû äâå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η, ïðåäñòàâëåí-
íûå âûáîðêàìè X = (x1, . . . , xn) è Y = (y1, . . . , yk). Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü
ãèïîòåçó H, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η èìåþò îäèíà-
êîâûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

1) Íàéòè îòðåçîê [α; β], ñîäåðæàùèé âñå ýëåìåíòû âûáîðîê X è Y ;
2) îòðåçîê [α; β] ðàçáèòü íà r ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëîâ ÷èñëàìè α = z0 <
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· · · < zr = β;
3) âû÷èñëèòü ÷àñòîòû n1, . . . , nr ïîïàäàíèÿ â ÷àñòîòíûå èíòåðâàëû äëÿ
âûáîðêè X;
4) âû÷èñëèòü ÷àñòîòû k1, . . . , kr ïîïàäàíèÿ â ÷àñòîòíûå èíòåðâàëû äëÿ
âûáîðêè Y .
Êîíòðîëü: n1 + · · ·+ nr = n, k1 + · · ·+ kr = k;
4) âû÷èñëèòü χ2

â
= nk

( 1
n1+k1

(
n1

n −
k1

k

)2
+ · · ·+ 1

nr+kr

(
nr

n −
kr

k

)2)
;

5) çàôèêñèðîâàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéòè êâàíòèëü χ2
1−α,r−1;

7) åñëè χ2
â

< χ2
1−α,r−1, òî ãèïîòåçà î ñîâïàäåíèè çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðèíèìàåòñÿ.

� 5. Ëèíåéíûé ðåãðåññèîííûé àíàëèç

Ïóñòü â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàåòñÿ ïàðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
(ξ, η). Ýòîò ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò ïîâòîðèëè ñ ñîáëþäåíèåì âñåõ óñëîâèé
n ðàç è ïîëó÷èëè n ïàð ÷èñåë (x1, y1), . . . , (xn, yn) � çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ è η â êàæäîì èç ýêñïåðèìåíòîâ.
Çàäà÷à: Ïðîâåðèòü ñóùåñòâóåò ëè ìåæäó ξ è η ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, è
åñëè äà, òî íàéòè êîýôôèöèåíòû ýòîé çàâèñèìîñòè.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåæäó ξ è η ñóùåñòâóåò ñâÿçü â âèäå:

η = b0 + b1ξ + ε,

çäåñü b0, b1 � ïàðàìåòðû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (ëèíåéíîé ðåãðåññèè), à ε

� ñëó÷àéíàÿ îøèáêà íàáëþäåíèé, ïðè÷åì Mε = 0, Dε = const > 0. Òàêèì
îáðàçîì âûáîðêà ((x1, y1), . . . , (xn, yn)) äîëæíà áûòü óñòðîåíà òàê, ÷òî

y1 = b0 + b1x1 + ε1, y2 = b0 + b1x2 + ε2, . . . , yn = b0 + b1xn + εn.

Çàìå÷àíèå. Åñëè b1 6= 0, òî ìåæäó ξ è η ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü. Åñëè æå
b1 = 0, òî ìåæäó ξ è η íåò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, íî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
áîëåå ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ íåçíà÷èìîé, åñëè b1 =

0.

5.1. Òî÷å÷íûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Çàäà÷à: Íåîáõîäèìî íàéòè òî÷å÷íûå îöåíêè b∗0 è b∗1 ïàðàìåòðîâ b0 è b1.
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1) Âû÷èñëèòü Qxx = (x1 − x̄)2 + · · ·+ (xn − x̄)2;
2) âû÷èñëèòü Qxy = (x1 − x̄)(y1 − ȳ) + · · ·+ (xn − x̄)(yn − ȳ);
3) íàéòè òî÷å÷íûå îöåíêè ïî ôîðìóëàì:

b∗1 =
Qxy

Qxx
, b∗0 = ȳ − b∗1x̄.

5.2. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íåçíà÷èìîñòè ëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòè ïî êðèòåðèþ Ôèøåðà

Çàäà÷à: Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H î íåçíà÷èìîñòè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
ìåæäó ξ è η.
1) Âû÷èñëèòü îñòàòî÷íóþ ñóììó êâàäðàòîâ ïî ôîðìóëå:

Qee = (y1 − (b∗0 + b∗1x1))
2 + · · ·+ (yn − (b∗0 + b∗1xn))

2.

2) âû÷èñëèòü âûáîðî÷íóþ ñòàòèñòèêó êðèòåðèÿ Ôèøåðà Fâ = (n −
2)(b∗1)

2 Qxx

Qee
;

3) çàôèêñèðîâàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéòè êâàíòèëü F1−α(1, n − 2)

ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà, óðîâíÿ 1 − α ñ f1 = 1 è f2 = n − 2 ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû;
4) åñëè Fâ < F1−α(1, n−2), òî ãèïîòåçó ïðèíèìàåì, òî åñòü ëèíåéíóþ ñâÿçü
ñ÷èòàåì íåçíà÷èìîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ ñâÿçü çíà÷èìà.

5.3. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íåçíà÷èìîñòè ëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòè ÷åðåç äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ êî-

ýôôèöèåíòà b1.

Çàäà÷à: Ñìîòðè ïðåäûäóùèé ïóíêò.
1) Çàôèêñèðîâàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è íàéòè äâóñòîðîííþþ êâàíòèëü
ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà t1−α,n−2;
2) ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ b1 ïî ôîðìóëå:(

b∗1 − t1−α,n−2

√
Qee

(n−2)Qxx
; b∗1 + t1−α,n−2

√
Qee

(n−2)Qxx

)
3) åñëè ïîñòðîåííûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñîäåðæèò íîëü, òî ãèïîòå-
çó ïðèíèìàåì, òî åñòü ëèíåéíóþ ñâÿçü ñ÷èòàåì íåçíà÷èìîé. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ëèíåéíàÿ ñâÿçü çíà÷èìà.
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Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−s2/2 ds.

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)
0.00 0.5000 0.30 0.6179 0.60 0.7257 0.90 0.8159 1.20 0.8849 1.50 0.9332
0.01 0.5040 0.31 0.6217 0.61 0.7291 0.91 0.8186 1.21 0.8869 1.51 0.9345
0.02 0.5080 0.32 0.6255 0.62 0.7324 0.92 0.8212 1.22 0.8888 1.52 0.9357
0.03 0.5120 0.33 0.6293 0.63 0.7357 0.93 0.8238 1.23 0.8907 1.53 0.9370
0.04 0.5160 0.34 0.6331 0.64 0.7389 0.94 0.8264 1.24 0.8925 1.54 0.9382
0.05 0.5199 0.35 0.6368 0.65 0.7422 0.95 0.8289 1.25 0.8944 1.55 0.9394
0.06 0.5239 0.36 0.6406 0.66 0.7454 0.96 0.8315 1.26 0.8962 1.56 0.9406
0.07 0.5279 0.37 0.6443 0.67 0.7486 0.97 0.8340 1.27 0.8980 1.57 0.9418
0.08 0.5319 0.38 0.6480 0.68 0.7517 0.98 0.8365 1.28 0.8997 1.58 0.9429
0.09 0.5359 0.39 0.6517 0.69 0.7549 0.99 0.8389 1.29 0.9015 1.59 0.9441
0.10 0.5398 0.40 0.6554 0.70 0.7580 1.00 0.8413 1.30 0.9032 1.60 0.9452
0.11 0.5438 0.41 0.6591 0.71 0.7611 1.01 0.8438 1.31 0.9049 1.61 0.9463
0.12 0.5478 0.42 0.6628 0.72 0.7642 1.02 0.8461 1.32 0.9066 1.62 0.9474
0.13 0.5517 0.43 0.6664 0.73 0.7673 1.03 0.8485 1.33 0.9082 1.63 0.9484
0.14 0.5557 0.44 0.6700 0.74 0.7704 1.04 0.8508 1.34 0.9099 1.64 0.9495
0.15 0.5596 0.45 0.6736 0.75 0.7734 1.05 0.8531 1.35 0.9115 1.65 0.9505
0.16 0.5636 0.46 0.6772 0.76 0.7764 1.06 0.8554 1.36 0.9131 1.66 0.9515
0.17 0.5675 0.47 0.6808 0.77 0.7794 1.07 0.8577 1.37 0.9147 1.67 0.9525
0.18 0.5714 0.48 0.6844 0.78 0.7823 1.08 0.8599 1.38 0.9162 1.68 0.9535
0.19 0.5753 0.49 0.6879 0.79 0.7852 1.09 0.8621 1.39 0.9177 1.69 0.9545
0.20 0.5793 0.50 0.6915 0.80 0.7881 1.10 0.8643 1.40 0.9192 1.70 0.9554
0.21 0.5832 0.51 0.6950 0.81 0.7910 1.11 0.8665 1.41 0.9207 1.71 0.9564
0.22 0.5871 0.52 0.6985 0.82 0.7939 1.12 0.8686 1.42 0.9222 1.72 0.9573
0.23 0.5910 0.53 0.7019 0.83 0.7967 1.13 0.8708 1.43 0.9236 1.73 0.9582
0.24 0.5948 0.54 0.7054 0.84 0.7995 1.14 0.8729 1.44 0.9251 1.74 0.9591
0.25 0.5987 0.55 0.7088 0.85 0.8023 1.15 0.8749 1.45 0.9265 1.75 0.9599
0.26 0.6026 0.56 0.7123 0.86 0.8051 1.16 0.8770 1.46 0.9279 1.76 0.9608
0.27 0.6064 0.57 0.7157 0.87 0.8078 1.17 0.8790 1.47 0.9292 1.77 0.9616
0.28 0.6103 0.58 0.7190 0.88 0.8106 1.18 0.8810 1.48 0.9306 1.78 0.9625
0.29 0.6141 0.59 0.7224 0.89 0.8133 1.19 0.8830 1.49 0.9319 1.79 0.9633
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 1

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)
1.80 0.9641 2.00 0.9772 2.20 0.9861 2.40 0.9918 2.60 0.9953 2.80 0.9974
1.81 0.9649 2.01 0.9778 2.21 0.9864 2.41 0.9920 2.61 0.9955 2.82 0.9976
1.82 0.9656 2.02 0.9783 2.22 0.9868 2.42 0.9922 2.62 0.9956 2.84 0.9977
1.83 0.9664 2.03 0.9788 2.23 0.9871 2.43 0.9925 2.63 0.9957 2.86 0.9979
1.84 0.9671 2.04 0.9793 2.24 0.9875 2.44 0.9927 2.64 0.9959 2.88 0.9980
1.85 0.9678 2.05 0.9798 2.25 0.9878 2.45 0.9929 2.65 0.9960 2.90 0.9981
1.86 0.9686 2.06 0.9803 2.26 0.9881 2.46 0.9931 2.66 0.9961 2.92 0.9982
1.87 0.9693 2.07 0.9808 2.27 0.9884 2.47 0.9932 2.67 0.9962 2.94 0.9984
1.88 0.9699 2.08 0.9812 2.28 0.9887 2.48 0.9934 2.68 0.9963 2.96 0.9985
1.89 0.9706 2.09 0.9817 2.29 0.9890 2.49 0.9936 2.69 0.9964 2.98 0.9986
1.90 0.9713 2.10 0.9821 2.30 0.9893 2.50 0.9938 2.70 0.9965 3.00 0.9987
1.91 0.9719 2.11 0.9826 2.31 0.9896 2.51 0.9940 2.71 0.9966 3.20 0.9993
1.92 0.9726 2.12 0.9830 2.32 0.9898 2.52 0.9941 2.72 0.9967 3.40 0.9997
1.93 0.9732 2.13 0.9834 2.33 0.9901 2.53 0.9943 2.73 0.9968 3.60 0.9998
1.94 0.9738 2.14 0.9838 2.34 0.9904 2.54 0.9945 2.74 0.9969 3.80 0.99993
1.95 0.9744 2.15 0.9842 2.35 0.9906 2.55 0.9946 2.75 0.9970 4.00 0.99997
1.96 0.9750 2.16 0.9846 2.36 0.9909 2.56 0.9948 2.76 0.9971 4.50 0.999997
1.97 0.9756 2.17 0.9850 2.37 0.9911 2.57 0.9949 2.77 0.9972 5.00 1.000000
1.98 0.9761 2.18 0.9854 2.38 0.9913 2.58 0.9951 2.78 0.9973
1.99 0.9767 2.19 0.9857 2.39 0.9916 2.59 0.9952 2.79 0.9974

Òàáëèöà 2: Äâóñòîðîííèå êâàíòèëè tδ,k ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà.
δ � óðîâåíü äîâåðèÿ, k � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.

k δ = 0.9 δ = 0.95 δ = 0.99 k δ = 0.9 δ = 0.95 δ = 0.99
1 6.31 12.71 63.66 18 1.73 2.10 2.88
2 2.92 4.30 9.92 19 1.73 2.09 2.86
3 2.35 3.18 5.84 20 1.72 2.09 2.85
4 2.13 2.78 4.60 25 1.71 2.06 2.79
5 2.02 2.57 4.03 30 1.70 2.04 2.75
6 1.94 2.45 3.71 35 1.69 2.03 2.72
7 1.89 2.36 3.50 40 1.68 2.02 2.70
8 1.86 2.31 3.36 50 1.68 2.01 2.68
9 1.83 2.26 3.25 60 1.67 2.00 2.66
10 1.81 2.23 3.17 70 1.67 1.99 2.65
11 1.80 2.20 3.11 80 1.66 1.99 2.64
12 1.78 2.18 3.05 90 1.66 1.99 2.63
13 1.77 2.16 3.01 100 1.66 1.98 2.63
14 1.76 2.14 2.98 120 1.66 1.98 2.62
15 1.75 2.13 2.95 140 1.66 1.98 2.61
16 1.75 2.12 2.92 160 1.65 1.97 2.61
17 1.74 2.11 2.90 ∞ 1.64 1.96 2.58



Ñïðàâî÷íûå òàáëèöû 59

Òàáëèöà 3: Ëåâûå êâàíòèëè χ2
p,k ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò.

p � âåðîÿòíîñòü, k � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.

p
k 0.005 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995
1 0.000039 0.00016 0.00098 0.0039 0.016 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 0.010 0.020 0.051 0.10 0.21 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 0.07 0.11 0.22 0.35 0.58 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84
4 0.21 0.30 0.48 0.71 1.06 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86
5 0.41 0.55 0.83 1.15 1.61 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75
6 0.68 0.87 1.24 1.64 2.20 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 0.99 1.24 1.69 2.17 2.83 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 4.60 5.23 6.26 7.26 8.55 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27
17 5.70 6.41 7.56 8.67 10.09 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.86 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
19 6.84 7.63 8.91 10.12 11.65 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58
20 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00
25 10.52 11.52 13.12 14.61 16.47 34.38 37.65 40.65 44.31 46.93
30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
35 17.19 18.51 20.57 22.47 24.80 46.06 49.80 53.20 57.34 60.27
40 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77
50 27.99 29.71 32.36 34.76 37.69 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49
60 35.53 37.48 40.48 43.19 46.46 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95
70 43.28 45.44 48.76 51.74 55.33 85.53 90.53 95.02 100.43 104.21
80 51.17 53.54 57.15 60.39 64.28 96.58 101.88 106.63 112.33 116.32
90 59.20 61.75 65.65 69.13 73.29 107.57 113.15 118.14 124.12 128.30
100 67.33 70.06 74.22 77.93 82.36 118.50 124.34 129.56 135.81 140.17
120 83.85 86.92 91.57 95.70 100.62 140.23 146.57 152.21 158.95 163.65
140 100.65 104.03 109.14 113.66 119.03 161.83 168.61 174.65 181.84 186.85
160 117.68 121.35 126.87 131.76 137.55 183.31 190.52 196.92 204.53 209.82
180 134.88 138.82 144.74 149.97 156.15 204.70 212.30 219.04 227.06 232.62
200 152.24 156.43 162.73 168.28 174.84 226.02 233.99 241.06 249.45 255.26
240 187.32 191.99 198.98 205.14 212.39 268.47 277.14 284.80 293.89 300.18
280 222.80 227.91 235.54 242.25 250.13 310.72 320.03 328.25 337.97 344.70
320 258.59 264.10 272.34 279.56 288.04 352.82 362.72 371.45 381.78 388.91
360 294.64 300.53 309.33 317.03 326.07 394.79 405.24 414.46 425.35 432.87
400 330.90 337.16 346.48 354.64 364.21 436.65 447.63 457.31 468.72 476.61
440 367.35 373.94 383.77 392.37 402.44 478.42 489.90 500.01 511.94 520.16
480 403.95 410.87 421.19 430.20 440.75 520.11 532.08 542.60 555.01 563.56
520 440.69 447.93 458.71 468.12 479.12 561.73 574.16 585.08 597.95 606.82
560 477.55 485.10 496.32 506.11 517.56 603.29 616.16 627.47 640.78 649.96
600 514.53 522.37 534.02 544.18 556.06 644.80 658.09 669.77 683.52 692.98
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Òàáëèöà 4: Ëåâûå êâàíòèëè Fp(f1, f2) ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà.
p � âåðîÿòíîñòü, f1 � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû áîëüøåé äèñïåðñèè, f2 � ÷èñëî

ñòåïåíåé ñâîáîäû ìåíüøåé äèñïåðñèè.
p = 0.995

f1

f2 1 10 12 14 16 18 20 24 28 32 36 40 45 50

10 12.83 5.85 5.66 5.53 5.42 5.34 5.27 5.17 5.10 5.04 5.00 4.97 4.93 4.90

12 11.75 5.09 4.91 4.77 4.67 4.59 4.53 4.43 4.36 4.31 4.26 4.23 4.19 4.17

14 11.06 4.60 4.43 4.30 4.20 4.12 4.06 3.96 3.89 3.84 3.79 3.76 3.73 3.70

16 10.58 4.27 4.10 3.97 3.87 3.80 3.73 3.64 3.57 3.51 3.47 3.44 3.40 3.37

18 10.22 4.03 3.86 3.73 3.64 3.56 3.50 3.40 3.33 3.28 3.24 3.20 3.17 3.14

20 9.94 3.85 3.68 3.55 3.46 3.38 3.32 3.22 3.15 3.10 3.06 3.02 2.99 2.96

24 9.55 3.59 3.42 3.30 3.20 3.12 3.06 2.97 2.90 2.84 2.80 2.77 2.73 2.70

28 9.28 3.41 3.25 3.12 3.03 2.95 2.89 2.79 2.72 2.67 2.63 2.59 2.56 2.53

32 9.09 3.29 3.12 3.00 2.90 2.83 2.77 2.67 2.60 2.54 2.50 2.47 2.43 2.40

36 8.94 3.19 3.03 2.90 2.81 2.73 2.67 2.58 2.50 2.45 2.41 2.37 2.33 2.30

40 8.83 3.12 2.95 2.83 2.74 2.66 2.60 2.50 2.43 2.38 2.33 2.30 2.26 2.23

45 8.71 3.04 2.88 2.76 2.66 2.59 2.53 2.43 2.36 2.30 2.26 2.22 2.19 2.16

50 8.63 2.99 2.82 2.70 2.61 2.53 2.47 2.37 2.30 2.25 2.20 2.16 2.13 2.10

p = 0.975
f1

f2 1 10 12 14 16 18 20 24 28 32 36 40 45 50

10 6.94 3.72 3.62 3.55 3.50 3.45 3.42 3.37 3.33 3.30 3.27 3.26 3.24 3.22

12 6.55 3.37 3.28 3.21 3.15 3.11 3.07 3.02 2.98 2.95 2.93 2.91 2.89 2.87

14 6.30 3.15 3.05 2.98 2.92 2.88 2.84 2.79 2.75 2.72 2.69 2.67 2.65 2.64

16 6.12 2.99 2.89 2.82 2.76 2.72 2.68 2.63 2.58 2.55 2.53 2.51 2.49 2.47

18 5.98 2.87 2.77 2.70 2.64 2.60 2.56 2.50 2.46 2.43 2.40 2.38 2.36 2.35

20 5.87 2.77 2.68 2.60 2.55 2.50 2.46 2.41 2.37 2.33 2.31 2.29 2.27 2.25

24 5.72 2.64 2.54 2.47 2.41 2.36 2.33 2.27 2.23 2.19 2.17 2.15 2.12 2.11

28 5.61 2.55 2.45 2.37 2.32 2.27 2.23 2.17 2.13 2.10 2.07 2.05 2.03 2.01

32 5.53 2.48 2.38 2.31 2.25 2.20 2.16 2.10 2.06 2.02 2.00 1.98 1.95 1.93

36 5.47 2.43 2.33 2.25 2.20 2.15 2.11 2.05 2.00 1.97 1.94 1.92 1.90 1.88

40 5.42 2.39 2.29 2.21 2.15 2.11 2.07 2.01 1.96 1.93 1.90 1.88 1.85 1.83

45 5.38 2.35 2.25 2.17 2.11 2.07 2.03 1.96 1.92 1.88 1.85 1.83 1.81 1.79

50 5.34 2.32 2.22 2.14 2.08 2.03 1.99 1.93 1.89 1.85 1.82 1.80 1.77 1.75

p = 0.95
f1

f2 1 10 12 14 16 18 20 24 28 32 36 40 45 50

10 4.96 2.98 2.91 2.86 2.83 2.80 2.77 2.74 2.71 2.69 2.67 2.66 2.65 2.64

12 4.75 2.75 2.69 2.64 2.60 2.57 2.54 2.51 2.48 2.46 2.44 2.43 2.41 2.40

14 4.60 2.60 2.53 2.48 2.44 2.41 2.39 2.35 2.32 2.30 2.28 2.27 2.25 2.24

16 4.49 2.49 2.42 2.37 2.33 2.30 2.28 2.24 2.21 2.18 2.17 2.15 2.14 2.12

18 4.41 2.41 2.34 2.29 2.25 2.22 2.19 2.15 2.12 2.10 2.08 2.06 2.05 2.04

20 4.35 2.35 2.28 2.22 2.18 2.15 2.12 2.08 2.05 2.03 2.01 1.99 1.98 1.97

24 4.26 2.25 2.18 2.13 2.09 2.05 2.03 1.98 1.95 1.93 1.91 1.89 1.88 1.86

28 4.20 2.19 2.12 2.06 2.02 1.99 1.96 1.91 1.88 1.86 1.84 1.82 1.80 1.79

32 4.15 2.14 2.07 2.01 1.97 1.94 1.91 1.86 1.83 1.80 1.78 1.77 1.75 1.74

36 4.11 2.11 2.03 1.98 1.93 1.90 1.87 1.82 1.79 1.76 1.74 1.73 1.71 1.69

40 4.08 2.08 2.00 1.95 1.90 1.87 1.84 1.79 1.76 1.73 1.71 1.69 1.67 1.66

45 4.06 2.05 1.97 1.92 1.87 1.84 1.81 1.76 1.73 1.70 1.68 1.66 1.64 1.63

50 4.03 2.03 1.95 1.89 1.85 1.81 1.78 1.74 1.70 1.67 1.65 1.63 1.61 1.60
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Òàáëèöà 5: Òàáëèöà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñòàíäàðòíûõ ðàñïðåäåëåíèé

ðàñïðåäåëåíèå îïèñàíèå Mξ Dξ

Äèñêðåòíûå

I(a)
âûðîæäåííîå

ξ a
P 1

a 0

U(n)
ðàâíîìåðíîå

ξ x1 · · · xn

P
1
n · · · 1

n

x̄ x2 − (x̄)2

B(p)
áåðíóëëèåâñêîå

ξ 0 1
P 1− p p

p pq

B(n, p)
áèíîìèàëüíîå

P(ξ = k) = Ck
npkqn−k, k = 0, . . . , n np npq

G(p)
ãåîìåòðè÷åñêîå

P(ξ = k) = qk−1p, k = 1, 2, . . . 1
p

q
p2

Π(λ)
Ïóàññîíà

P(ξ = k) = Λk

k!
e−λ, k = 1, 2, . . . λ λ

Íåïðåðûâíûå

U(a, b)
ðàâíîìåðíîå

Fξ(x) = x−a
b−a

, x ∈ (a; b] a+b
2

(b−a)2

12

N(a, σ)
íîðìàëüíîå

Fξ(x) = Φ(x−a
σ

) a σ2

E(λ)
ýêñïîíåíöèàëüíîå

Fξ(x) = 1− e−λ x, x > 0 1
λ

1
λ2

Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ:
x̄ = 1

n(x1 + · · ·+ xn), x2 = 1
n(x2

1 + · · ·+ x2
n),

p � âåðîÿòíîñòü ¾óñïåõà¿ â ñõåìå Áåðíóëëè,
q = 1− p � âåðîÿòíîñòü ¾íåóñïåõà¿ â ñõåìå Áåðíóëëè,

λ � ñðåäíåå ÷èñëî ñîáûòèé çà åäèíèöó âðåìåíè,

Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−s2/2 ds � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà.
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