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Àííîòàöèÿ

Ðàññìîòðåíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè, îñîáè
êîòîðîé äàþò ïîòîìñòâî òîëüêî â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, èìå-
þò ñëó÷àéíóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè è ìîãóò ïîãèáàòü âñëåäñòâèå ñà-
ìîëèìèòèðîâàíèÿ. Ðàçìíîæåíèå îñîáåé îïèñàíî îáùèì âåòâÿùèìñÿ ïðî-
öåññîì Êðàìïà�Ìîäà�ßãåðñà, à ñàìîëèìèòèðîâàíèå � ïðîöåññîì ÷èñòîé
ãèáåëè. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîïóëÿöèè ïî-
÷òè íàâåðíîå. Îáîñíîâàíèå óêàçàííûõ óñëîâèé â íåëèíåéíîì ñëó÷àå ïðî-
èçâîäèëîñü ÷èñëåííî ìåòîäîì Ìîíòå�Êàðëî.

1. Ââåäåíèå. Îñîáåííîñòüþ ðàçâèòèÿ ìíîãèõ ïîïóëÿöèé ÿâëÿåòñÿ ñåçîííûé
õàðàêòåð ðàçìíîæåíèÿ îñîáåé. Òàêàÿ îñîáåííîñòü ïðèñóùà, íàïðèìåð, îáèòàòå-
ëÿì ñðåäíèõ è âûñîêèõ øèðîò è îáóñëîâëåíà âëèÿíèåì ðÿäà ôàêòîðîâ. Ê íèì
îòíîñÿòñÿ äëèíà ñâåòîâîãî äíÿ, òåìïåðàòóðà âîçäóõà, íàëè÷èå ïèùè è ò.ä. Âñå
ýòè ôàêòîðû îïîñðåäîâàíî âëèÿþò íà ðåïðîäóêòèâíóþ ñèñòåìó îñîáåé, îïðåäå-
ëÿÿ ñðîêè èõ ðàçìíîæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ó ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ìëåêî-
ïèòàþùèõ ïîÿâëåíèå ïîòîìñòâà ïðèóðî÷åíî ê íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíîìó ïåðè-
îäó � êîíöó âåñíû è íà÷àëó ëåòà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ïîïóëÿöèé ñ ñåçîííûì ðàçìíîæåíèåì èñïîëüçó-
åòñÿ àïïàðàò ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâ-
íûìè òðàåêòîðèÿìè è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (ñì., íàïðèìåð, [1]�[9]). Äèíàìèêà
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé ìîæåò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ â ñòîõàñòè÷åñêîì è äå-
òåðìèíèðîâàííîì âàðèàíòàõ ìîäåëè [6], [7]. Îäíèì èç âàæíûõ ôàêòîðîâ, îïðå-
äåëÿþùèõ ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè, ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ñåçîííîñòü ðàçìíîæåíèÿ è
÷èñëåííîñòü ïðîèçâîäèìîãî ïîòîìñòâà, íî è ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè îñîáåé.
Ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îñîáÿìè äèíàìèêà èõ ÷èñëåííîñòè ìî-
æåò áûòü îïèñàíà îáùèì âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññîì [3, ÷.6]. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
îñîáÿìè çà÷àñòóþ íîñèò ñëîæíûé õàðàêòåð è çàâèñèò îò ðÿäà òàêèõ ôàêòîðîâ,
êàê âîçðàñò îñîáåé, ñòàäèÿ èëè ýòàï èõ ðàçâèòèÿ, ìàññà, ðàçìåð, ïîëîæåíèå
â ïðîñòðàíñòâå è ò.ä. Ó÷åò ýòèõ ôàêòîðîâ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ïîñòðîåíèå
ìîäåëåé è àíàëèç ñâîéñòâ èõ ðåøåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ìîäåëü, â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâèå îñîáåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðèíöèïó ñàìîëè-
ìèòèðîâàíèÿ. Ñàìîëèìèòèðîâàíèå ïðîÿâëÿåòñÿ â ñíèæåíèè ÷èñëåííîñòè îñîáåé
çà ñ÷åò íåõâàòêè ðåñóðñîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ èõ æèçíåäåÿòåëüíîñòè.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè, îïè-
ñûâàþùåé äèíàìèêó èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè, îñîáè êîòîðîé äàþò ïîòîìñòâî
òîëüêî â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè (ñåçîíû), èìåþò ñëó÷àéíóþ ïðîäîë-
æèòåëüíîñòü æèçíè è ïîäâåðæåíû ãèáåëè âñëåäñòâèå ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ.

2. Îïèñàíèå ìîäåëè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ñàìîëèìè-
òèðîâàíèÿ äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ îáùèì âåòâÿùèìñÿ
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ïðîöåññîì Êðàìïà�Ìîäà�ßãåðñà [3] ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè. Â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò t = 0 ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íå ñëó÷àéíà è ðàâíà Z0. Êàæäàÿ
îñîáü x, ðîæäåííàÿ â ìîìåíò σx > 0, æèâåò ñëó÷àéíîå âðåìÿ `x ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì P{`x > t} = L(t). Äëÿ ïåðâîíà÷àëüíî ñóùåñòâóþùèõ îñîáåé ïîëîæèì
σx = 0, à ÷åðåç `x îáîçíà÷èì îñòàâøóþñÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè, ðàñïðå-
äåëåíèå êîòîðîé P{`x > t} = L◦(t). ×èñëî ïîòîìêîâ, ïðîèçâåäåííûõ îñîáüþ x
ïî äîñòèæåíèè åþ âîçðàñòà t, çàäàäèì ñ÷èòàþùèì ïðîöåññîì ξx(t) âèäà: ξx(·)
òåðïèò ñêà÷êè òîëüêî â ìîìåíòû kT 6 `x, k = 1, 2, . . . , T = const > 0, âåëè÷èíû
ñêà÷êîâ íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå P{ξx(kT ) − ξx(kT − 0) = n} = pn,

n = 0, 1, . . . . Îáîçíà÷èì m =
∞∑

n=0
npn < ∞ � ñðåäíåå ÷èñëî ïîòîìêîâ, ïðîèç-

âîäèìûõ îñîáüþ x çà îäèí àêò ðàçìíîæåíèÿ. Ïðèìåì, ÷òî âñå ïàðû (`x, ξx(·))
íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Ôóíêöèè L◦(·) è L(·) òàêîâû, ÷òî L◦(0) = L(0) = 1,
L◦(T ) > 0, L(T ) > 0, è äëÿ íåêîòîðîãî τ > 0 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ: L◦(t) > 0,
L(t) > 0 ïðè 0 6 t < τ è L◦(τ + 0) = L(τ + 0) = 0, òî åñòü 0 6 `x 6 τ ïî÷òè
íàâåðíîå äëÿ ëþáîé îñîáè x. Âåëè÷èíó `x íàçîâåì åñòåñòâåííîé ïðîäîëæèòåëü-
íîñòüþ æèçíè îñîáè x. Îáîçíà÷èì Z◦t =

∑
x 1{σx 6 t < σx + `x} � ÷èñëåííîñòü

ïîïóëÿöèè â ìîìåíò t > 0 â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ. Çäåñü
1{·} � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ 1, êîãäà óñëîâèå â ñêîáêàõ âûïîëíåíî, è
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýôôåêò ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ îïèøåì ïðîöåññîì ÷èñòîé ãèáåëè [2]. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ âñåõ ñóùåñòâóþùèõ â ìîìåíò t îñîáåé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
t < σx + `x. Ïîýòîìó ïðîìåæóòîê [t; t + h) íå áóäåò ñîäåðæàòü ìîìåíòîâ åñòå-
ñòâåííîé ãèáåëè ïðè ìàëûõ h. Ïóñòü â ìîìåíò t ïîïóëÿöèÿ íàñ÷èòûâàåò z îñîáåé
è x � îäíà èç ýòèõ îñîáåé. Ïîëîæèì, ÷òî íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ îñîáåé âå-
ðîÿòíîñòü åå ãèáåëè âñëåäñòâèå ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ çà âðåìÿ [t; t + h), h → +0,
ðàâíà λ(z)h+ o(h), à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî x íå ïîãèáíåò âñëåäñòâèå ñàìîëèìè-
òèðîâàíèÿ çà óêàçàííîå âðåìÿ ðàâíà 1−λ(z)h+ o(h). Òîãäà âåðîÿòíîñòü ãèáåëè
âñëåäñòâèå ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ çà âðåìÿ [t; t+h) äâóõ è áîëåå îñîáåé ðàâíà o(h);
âåðîÿòíîñòü ãèáåëè õîòÿ áû îäíîé èç ñóùåñòâóþùèõ îñîáåé ðàâíà zλ(z)h+ o(h)
è âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ ãèáåëè îñîáåé âñëåäñòâèå ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ ðàâíà
1− zλ(z)h + o(h). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ(z) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë è íå óáûâàåò ñ ðîñòîì z. Ôóíêöèþ λ(z) áóäåì íàçûâàòü
èíòåíñèâíîñòüþ ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòóëèðóåì, ÷òî ðàçìíîæåíèå îñîáåé ïðîèñõîäèò òîëü-
êî â ìîìåíòû kT , k = 1, 2, . . . , à â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè
ìîìåíòàìè ðàçìíîæåíèÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ìîæåò òîëüêî ñíèæàòüñÿ ïîä
âîçäåéñòâèåì åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè îñîáåé è ýôôåêòà ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ.

Ñ ó÷åòîì ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ îáîçíà÷èì: ˜̀
x � ðåàëüíóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü

æèçíè îñîáè x, ξ̃x(t) � ðåàëüíóþ ÷èñëåííîñòü ïîòîìñòâà, ïðîèçâåäåííîãî îñî-
áüþ x ïî äîñòèæåíèè åþ âîçðàñòà t, è Zt =

∑
x 1{σx 6 t < σx + ˜̀

x} � ÷èñëåí-
íîñòü ïîïóëÿöèè â ìîìåíò t > 0. Èñïîëüçóÿ ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ìîæíî
çàïèñàòü, ÷òî

˜̀
x = min{εx, `x}, P{εx > t | σx, Zs, s ∈ [σx, σx + t)} = e

−
σx+tR

σx

λ(Zs)ds

, t > 0, (1)

à òàêæå, ÷òî ξ̃x(t) = ξx(t) ïðè t 6 ˜̀
x è ξ̃x(t) = ξx(˜̀x) ïðè t > ˜̀

x.
Ïóñòü λ(z) ≡ γ, γ > 0. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå εx èìååò ýêñïîíåí-

öèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì γ, à ïàðû (˜̀x, ξ̃x(·)) íåçàâèñèìû â ñîâî-
êóïíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ Zt áóäåò âåòâÿùèìñÿ. Îáîçíà÷èì ξ̃x = ξ̃x(∞)
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� ÷èñëî ïîòîìêîâ, ïðîèçâåäåííûõ îñîáüþ x çà âñå âðåìÿ ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ̃x êàê ôóíêöèþ ïàðàìåòðà γ

g(γ) = Mξ̃x = m
∞∑

k=1

e−γkT L(kT ). (2)

Òàê êàê L(τ + 0) = 0, òî ñóììà (2) ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ,
ïîýòîìó g(γ) îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî γ. Ôóíêöèÿ g(γ) íåïðå-
ðûâíà, ìîíîòîííî óáûâàåò, g(γ) → +∞ ïðè γ → −∞ è g(γ) → 0 ïðè γ → +∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå

g(γ) = 1 (3)

èìååò åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü γ∗, à ïðîöåññ Zt áóäåò äîêðèòè÷å-
ñêèì ïðè γ > γ∗ (g(γ) < 1), êðèòè÷åñêèì ïðè γ = γ∗ (g(γ) = 1) è íàäêðèòè-
÷åñêèì ïðè γ < γ∗ (g(γ) > 1) [3]. Äîêðèòè÷åñêèé ïðîöåññ âûðîæäàþòñÿ ïî÷òè
íàâåðíîå, òî åñòü íàéäåòñÿ òàêîé ìîìåíò t > 0, ÷òî Zt = 0. Åñëè âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî P{ξ̃x = 1} < 1, òî êðèòè÷åñêèé ïðîöåññ òàêæå âûðîæäàåòñÿ ïî÷òè
íàâåðíîå. Åñëè Zt � êðèòè÷åñêèé è P{ξ̃x = 1} = 1 (÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè
L(T ) = 1, L(2T ) = 0, p1 = 1 è γ = 0), òî ZkT−0 = ZT−0 è ZT−0 6 ZkT−0 6 2ZT−0

äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . ïî÷òè íàâåðíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü âûðîæ-
äåíèÿ Zt áóäåò ðàâíà P{ZT−0 = 0} = (1 − L◦(T ))Z0 , ÷òî ñòðîãî ìåíüøå 1, òàê
êàê L◦(T ) > 0. Â íàäêðèòè÷åñêîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ Zt òàêæå
áóäåò ñòðîãî ìåíüøå 1, òàê êàê îí ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ óõîäèò íà
áåñêîíå÷íîñòü, òî åñòü P{Zt →∞ ïðè t →∞} > 0.

Èç (2) âûòåêàåò, ÷òî g(0) = Mξx, ãäå ξx = ξx(+∞) åñòü îáùåå ÷èñëî ïî-
òîìêîâ, ïðîèçâîäèìûõ îñîáüþ x ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Z◦t äîêðèòè÷åñêèé (g(0) < 1), òî γ∗ < 0 è Zt òàêæå áóäåò
äîêðèòè÷åñêèì ïðè ëþáîì γ > 0.

Åñëè èíòåíñèâíîñòü ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ λ(z) îòëè÷íà îò êîíñòàíòû, òî äëÿ
Zt íàðóøàåòñÿ óñëîâèå âåòâëåíèÿ: ïàðû (˜̀x, ξ̃x(·)) äëÿ ðàçëè÷íûõ îñîáåé ñòà-
íîâÿòñÿ çàâèñèìûìè. Ýòî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì ñëîæíîñòÿì ïðè àíàëèçå
ñâîéñòâ Zt. Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî òðóäíî àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷èòü êðèòåðèé
âûðîæäåíèÿ Zt ïî÷òè íàâåðíîå. Ïîýòîìó äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäè-
ëèñü ÷èñëåííî ìåòîäîì Ìîíòå�Êàðëî [10].

3. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ. Îòäåëüíûå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà Zt íàõîäè-
ëèñü àëãîðèòìîì ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðûé ñõåìàòè÷íî ìîæíî îïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Ñôîðìèðîâàòü íà÷àëüíûé íàáîð îñîáåé: äëÿ êàæäîé ïåðâîíà÷àëüíî ñóùå-
ñòâóþùåé îñîáè x ïîëîæèòü σx = 0 è â ñîîòâåòñòâèè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
L◦(·) ðàçûãðàòü åå åñòåñòâåííóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè `x.

2. Ïóñòü â ìîìåíò t > 0 ïîïóëÿöèÿ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî íàáîðà îñîáåé X îáùåé
÷èñëåííîñòüþ z îñîáåé, è äëÿ êàæäîé îñîáè x ∈ X èçâåñòíû: ìîìåíò ðîæäåíèÿ
σx è åñòåñòâåííàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè `x. Òîãäà âûïîëíÿòü äåéñòâèÿ.

2.1. Âû÷èñëèòü î÷åðåäíîé ìîìåíò ðàçìíîæåíèÿ κ(t) = min{kT : t < kT, k =
0, 1, . . . }.
2.2. Íàéòè íàèìåíüøèé ìîìåíò åñòåñòâåííîé ãèáåëè δ(t) = min{σx+`x : x ∈ X}.
2.3. Ðàçûãðàòü ìîìåíò θ(t) ïåðâîé ãèáåëè îñîáè âñëåäñòâèå ñàìîëèìèòèðîâà-
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íèÿ, ñ÷èòàÿ îò ìîìåíòà t, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{θ(t) > s} = e−zλ(z)(s−t), s > t, P{θ(t) > s} = 1, s < t,

(âèä ðàñïðåäåëåíèÿ θ(t) âûòåêàåò èç (1), ïðè óñëîâèè, ÷òî èíòåðâàë [t; s) íå ñî-
äåðæèò ìîìåíòîâ åñòåñòâåííîé ãèáåëè îñîáåé).

2.4. Íàéòè áëèæàéøèé ìîìåíò ñìåíû ñîñòîÿíèÿ tmin = min{κ(t), δ(t), θ(t)}.
2.5. Äëÿ âñåõ s ∈ [t; tmin) ïîëîæèòü Zs = z.

2.6. Åñëè tmin = κ(t), òî îñóùåñòâèòü ðåïðîäóêöèþ íîâûõ îñîáåé: äëÿ êàæäîé
îñîáè èç íàáîðà X ðàçûãðàòü ÷èñëî åå ïîòîìêîâ è äîáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùåå
êîëè÷åñòâî íîâûõ îñîáåé ê íàáîðó X; äëÿ âñåõ íîâûõ îñîáåé ïîëîæèòü σx = tmin

è ðàçûãðàòü åñòåñòâåííóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ L(·).
2.7. Åñëè tmin = δ(t), òî óäàëèòü èç íàáîðà X âñåõ îñîáåé, ìîìåíò σx + `x åñòå-
ñòâåííîé ãèáåëè êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ δ(t).
2.8. Åñëè tmin = θ(t), òî âûáðàòü íàóäà÷ó îäíó îñîáü èç íàáîðà X è óäàëèòü åå.

2.9. Ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ìîìåíòà t = tmin.

Ïðè ðàçðàáîòêå îïèñàííîãî àëãîðèòìà áûëè èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîò
[11], [12]. Òåêóùèé íàáîð îñîáåé X õðàíèëñÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà â âèäå ñáà-
ëàíñèðîâàííîãî áèíàðíîãî äåðåâà, óïîðÿäî÷åííîãî ïî ìîìåíòàì åñòåñòâåííîé
ãèáåëè îñîáåé, ÷òî ïîçâîëèëî íà áîëüøèõ ÷èñëåííîñòÿõ ïîïóëÿöèè çíà÷èòåëüíî
ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàáîòû ïóíêòà 2.2 àëãîðèòìà. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí `x, θ(t) è ÷èñëà ïîòîìêîâ îò îäíîé îñîáè îñóùåñòâëÿëîñü ñòàíäàðòíûìè
ìåòîäàìè [10]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íîé íà (0; 1), èñïîëüçîâàëñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûé äàò÷èê ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë
ñ ìíîæèòåëåì 517, ìîäóëåì 240 è ïåðèîäîì 238.

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Â õîäå âû÷èñëåíèé óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè èíòåí-
ñèâíîñòè ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ, îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû, õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ Zt

ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: êîãäà L(·) ÿâëÿåòñÿ T -ðåøåò÷àòîé
ôóíêöèåé èëè íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé. Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ L(·) íàçîâåì T -

ðåøåò÷àòîé, åñëè
∞∑

k=0

|δL(kT )| = 1, ãäå δL(kT ) = L(kT + 0) − L(kT ) � ñêà÷îê

ôóíêöèè L(·) â òî÷êå kT . T -ðåøåò÷àòàÿ ôóíêöèÿ L(·) îïðåäåëÿåò åñòåñòâåííóþ
ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè êàê äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, âñå âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé êðàòíû T .

Çàäàäèì óðîâåíü z∗ = sup{z : zλ(z) = 0, z = 0, 1, . . . } > 0 êàê íàèáîëü-
øóþ âîçìîæíóþ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè, ïðè êîòîðîé íå ïðîÿâëÿåòñÿ ýôôåêò
ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L(·) � T -ðåøåò÷àòàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, åñëè ïàðàìåòðû
ìîäåëè óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

p0 = 0, λ(1) = 0 (z∗ > 1) è L(T ) = 1, (4)

òî âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ Zt áóäåò ðàâíà íóëþ. Ïðè òàêîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ
ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè ðàçìíîæåíèÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íå
ìîæåò ñíèçèòñÿ äî íóëÿ íè çà ñ÷åò åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè (òàê êàê ôóíêöèÿ
L(·) T -ðåøåò÷àòàÿ), íè çà ñ÷åò ñàìîëèìèòèðîâàíèÿ (òàê êàê z∗ > 1). Íåïîñðåä-
ñòâåííî â ìîìåíòû ðàçìíîæåíèÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íå ñíèæàåòñÿ â ñèëó
òîãî, ÷òî p0 = 0 è L(T ) = 1.
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Ðèñ. 1: Îöåíêà Pk â ñëó÷àÿõ, êîãäà Zt âûðîæäàåòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå

Ðèñ. 2: Îöåíêà Pk, åñëè âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ Zt ñòðîãî ìåíüøå 1

Ïóñòü ôóíêöèÿ L(·) íå ÿâëÿåòñÿ T -ðåøåò÷àòîé. Òîãäà, åñëè

p1 = 1, λ(2) = 0 (z∗ > 2), L(T ) = 1 è L(2T ) = 0, (5)

òî âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ Zt áóäåò ñòðîãî ìåíüøå 1. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðà-
âåíñòâ p1 = 1, L(T ) = 1 è L(2T ) = 0 ñëåäóåò, ÷òî Z◦kT−0 = Z◦T−0 è Z◦T−0 6 Z◦kT 6
2Z◦T−0 äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . ïî÷òè íàâåðíîå, ïðè÷åì íåðàâåíñòâî Z◦kT < 2Z◦T−0

âîçìîæíî òîëüêî, êîãäà L(T +0) < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðè íåêîòîðîì k = k′

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ZkT−0} ïîïàäåò â ïîëîñó 1 6 Zk′T−0 6 1
2z∗, òî äëÿ âñåõ

t > k′T ïî÷òè íàâåðíîå áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 1 6 Zt 6 z∗, è Zt íå âû-
ðîäèòñÿ. Â ðàìêàõ îãðàíè÷åíèé (5) âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ZkT−0} â óêàçàííóþ ïîëîñó ïîëîæèòåëüíà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûðîæäåíèþ Zt

ïî÷òè íàâåðíîå.
Òàêèì îáðàçîì äëÿ âûðîæäåíèÿ Zt ïî÷òè íàâåðíîå íåîáõîäèìî, ÷òîáû íàðó-

øàëîñü ëþáîå èç ðàâåíñòâ (4), åñëè L(·) � T -ðåøåò÷àòàÿ, èëè ëþáîå èç ðàâåíñòâ
(5), êîãäà L(·) íå ÿâëÿåòñÿ T -ðåøåò÷àòîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îáÿçàòåëüíî äîëæåí
áûòü âûïîëíåí õîòÿ áû îäèí èç ïÿòè ïóíêòîâ:

(a) λ(1) > 0 (z∗ = 0);
(b) p0 > 0 èëè L(T ) < 1;
(ñ) ôóíêöèÿ L(·) íå ÿâëÿåòñÿ T -ðåøåò÷àòîé è p1 < 1;
(d) ôóíêöèÿ L(·) íå ÿâëÿåòñÿ T -ðåøåò÷àòîé è λ(2) > 0 (z∗ 6 1);
(e) ôóíêöèÿ L(·) íå ÿâëÿåòñÿ T -ðåøåò÷àòîé è L(2T ) > 0.

Â ñâîþ î÷åðåäü, âûïîëíåíèå ëþáîãî èç óñëîâèé (a)�(e) âåäåò ê âûðîæäåíèþ Zt

ïî÷òè íàâåðíîå, åñëè lim
z→+∞

λ(z) > γ∗, è ê âûðîæäåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ ñòðîãî

ìåíüøåé 1, åñëè lim
z→+∞

λ(z) < γ∗. Çäåñü γ∗ ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ 3.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî îöåí-
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êå âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ Zt ê ìîìåíòàì t = kT , k = 1, 2, . . . . Îöåíêà P̄k âåðî-
ÿòíîñòè Pk = P{ZkT = 0} ñòðîèëàñü ïî íåçàâèñèìûì ðåàëèçàöèÿì ïðîöåññà Zt,
ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà. Ïðè ïîñòðîåíèè äîâåðè-
òåëüíûõ èíòåðâàëîâ èñïîëüçîâàëàñü èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà, à
åñëè îöåíêà P̄k áûëà áëèçêà ê 1, òî ïðèìåíÿëîñü ïðàâèëî àðêñèíóñà [13, c. 242].
Âî âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòàõ îáúåì âûáîðîê N = 1000, óðîâåíü çíà÷èìîñòè
α = 0.05. Ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 1 è 2. Ïî îñè àáñöèññ çäåñü îòëîæåíî âðåìÿ, à ïî îñè îðäèíàò � îöåíêà
P̄k. Ïàðàìåòðû ìîäåëè äëÿ êàæäîãî èç ãðàôèêîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1, ãäå
ïîä U(a; b) ïîíèìàåòñÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå (a; b). Êðîìå
òîãî âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü T = 1 è Z0 = 3.

Òàáëèöà 1: Ïàðàìåòðû ìîäåëè ê ðèñ. 1 è 2
� L◦(·) L(·) pn λ(z)

1 δL(1) = −0.5 δL(1) = −0.75 p1 = 0.5, p2 = 0.5 1.55 γ∗
�
1− 6

z+6

�

δL(2) = −0.5 δL(2) = −0.25

2 δL(1) = −0.5 δL(1) = −0.75 p0 = 0.3, p1 = 0.15 1{z > 2} 1.2 γ∗
�
1− 4

z+3

�

δL(2) = −0.5 δL(2) = −0.25 p2 = 0.3, p3 = 0.25

3 U(0; 2) U(1.6; 2) p1 = 0.5, p2 = 0.5 1{z > 2} 1.4 γ∗
�
1− 4

z+3

�

4 U(0; 2) U(1.6; 2) p1 = 1 1{z > 1} 0.01
�
1− 4

z+3

�

5 U(0; 2.9) U(2.7; 2.9) p1 = 1 1{z > 2} 2 γ∗
�
1− 4

z+3

�

6 U(0; 3) U(0; 3) p0 = 0.3, p1 = 0.3 0.95 γ∗
�
1− 1

10z+1

�

p2 = 0.4

7 U(0; 3) U(0; 3) p0 = 0.3, p1 = 0.3 γ∗
�
1− 4

z2+4

�

p2 = 0.4

8 U(0; 3) U(0; 3) p0 = 0.3, p1 = 0.3 γ∗
�
1− 1

2 ln(z+1)

�

p2 = 0.4

� m z∗ γ∗ ≈ äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ Pk

1 1.5 0 0.5413 P5000 = 0, 967± 0, 0111 P10000 ∈ (0, 9980; 1)

2 1.5 2 0.5413 P5000 = 1± 0 P10000 = 1± 0

3 1.5 2 0.4055 P5000 = 0, 989± 0, 0065 P10000 = 1± 0

4 1 1 0 P5000 = 1± 0 P10000 = 1± 0

5 1 2 0.4812 P5000 = 0, 985± 0, 0075 P10000 = 1± 0

6 1.1 2 0.07191 P500 = 0, 976± 0, 0095 P1000 = 0, 977± 0, 0093

7 1.1 2 0.07191 P5000 ∈ (0, 9963; 0, 9997) P10000 ∈ (0, 9971; 1)

8 1.1 2 0.07191 P500 = 0, 935± 0, 0153 P1000 = 0, 935± 0, 0153

Âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ Zt ðàâíà lim
k→+∞

P{ZkT = 0}. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåì-

ëåíèå îöåíêè P̄k ê åäèíèöå, íàáëþäàåìîå íà ãðàôèêàõ �� 1�5, ïîäòâåðæäàåò
ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå, åñëè lim

z→+∞
λ(z) > γ∗. Ñëó÷àé lim

z→+∞
λ(z) < γ∗ ÿâëÿåòñÿ

òðóäîåìêèì äëÿ âû÷èñëåíèé, òàê êàê â íåêîòîðûõ ðåàëèçàöèÿõ ÷èñëåííîñòü ïî-
ïóëÿöèè ïðåâîñõîäèò íåñêîëüêî ñîòåí òûñÿ÷ îñîáåé. Ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé èëëþ-
ñòðèðóåò âñåãî îäèí ãðàôèê �6, íà êîòîðîì îöåíêà P̄k íå ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.

Åñëè lim
z→+∞

λ(z) = γ∗, òî äëÿ âûðîæäåíèÿ Zt ïî÷òè íàâåðíîå, âèäèìî, íåîá-
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õîäèìà ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

z=1
(γ∗−λ(z)). Íà ãðàôèêàõ � 7 è � 8 ïîêàçàíà îöåíêà

âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà óêàçàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ è ðàñõî-
äèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü Â. À. Òîï÷åìó çà ïîëåçíîå
îáñóæäåíèå ðàáîòû.
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