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We consider a stochastic model of interacting populations of the particles

with arbitrary distributions of the life spans. The Monte-Carlo approach for

the simulation the population dynamics is presented here.

Ââåäåíèå

Ïðè âåðîÿòíîñòíîì îïèñàíèè äèíàìèêè ïîïóëÿöèé øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìàð-
êîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû êàê ñ äèñêðåòíûì, òàê è ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.
Îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîäõîäîâ îïèðàåòñÿ íà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
ðîæäåíèÿ è ãèáåëè. Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçóåò ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Êîëìîãîðîâà, ðåøåíèå êîòîðîé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî âûðàçèòü â
ÿâíîé ôîðìå [1]. Äðóãîé ïîäõîä îïèðàåòñÿ íà âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåñ-
ñû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îïèñàòü ðàçìíîæåíèå è ïðåâðàùåíèå ÷àñòèö, à òàêæå
èõ âçàèìîäåéñòâèå [2], [3]. Â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ
õàðàêòåðèñòèê ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé ÿâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì èëè íåâîç-
ìîæíûì èç-çà ñëîæíîñòè èñïîëüçóåìûõ óðàâíåíèé. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ èçó÷å-
íèÿ ïîïóëÿöèé ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî [4], [5].

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ïîïóëÿöèé â çàäà÷àõ äåìîãðàôèè, ýêîëîãèè, ýïèäå-
ìèîëîãèè è äð. ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü âçàèìîäåéñòâóþùèå ïîïóëÿöèè ÷à-
ñòèö, â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò êàê îáùàÿ ÷èñëåííîñòü ÷àñòèö, òàê è èõ
âîçðàñòíîé ñîñòàâ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü âðåìåíè æèç-
íè ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè, ëèáî âåò-
âÿùèéñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö. Åñëè æå ðàñïðåäåëåíèå
âðåìåíè æèçíè ÷àñòèö îòëè÷íî îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî, òî ìîæíî ïðèìåíÿòü àï-
ïàðàò ïîëóìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [6]. Âìåñòå ñ òåì, åñëè èíòåíñèâ-
íîñòè âçàèìîäåéñòâèé çàâèñÿò îò ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé ñëîæíûì îáðàçîì, à
ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè æèçíè ÷àñòèö íå ýêñïîíåíöèàëüíî, òî ïðèìåíåíèå óêà-
çàííûõ âûøå ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ, ïî âèäèìîìó, íåâîçìîæíûì.
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Ïðåäëàãàåìàÿ èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíà-
ìèêè ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèé âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì âðåìåíè æèçíè. Ïðè ðåàëèçàöèè ýòîé ìîäåëè íà ÝÂÌ èñïîëüçîâà-
ëèñü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îïòèìèçèðîâàííûå ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëåíèÿ äàí-
íûõ, ïîçâîëÿþùèå ñîêðàòèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé è îáúåì èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè.

1. Îïèñàíèå ìîäåëè

1.1. Ïîïóëÿöèè

Ðàññìîòðèì íàáîð ïîïóëÿöèé A1, A2, . . . , Am. Ïîä ïîïóëÿöèåé áóäåì ïîíèìàòü
êëàññ ÷àñòèö, îáúåäèíåííûõ ïî êàêîìó-ëèáî ïðèçíàêó, ïðè÷åì êàæäàÿ ó÷àñò-
âóþùàÿ â ìîäåëè ÷àñòèöà ìîæåò âõîäèòü òîëüêî â îäíó ïîïóëÿöèþ. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî âñå ñóùåñòâóþùèå â îäèí ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöû îòäåëüíî âçÿòîé
ïîïóëÿöèè ðàâíîâåðîÿòíî ïðèíèìàþò ó÷àñòèå âî âçàèìîäåéñòâèÿõ. Òàêæå äëÿ
÷àñòèö îäíîé ïîïóëÿöèè çàôèêñèðóåì ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå (0; +∞) âðå-
ìåíè èõ æèçíè: Li � äëÿ ÷àñòèö, ðîæäåííûõ â ìîìåíò âðåìåíè t > 0, è L◦i �
äëÿ ÷àñòèö, óæå ñóùåñòâóþùèõ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, 1 6 i 6 m. Ïðè-
ìåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ Li è L◦i íå èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì è íå ó÷èòûâàþò
âëèÿíèÿ äðóãèõ ÷àñòèö è âçàèìîäåéñòâèé, â êîòîðûå ÷àñòèöà áóäåò âñòóïàòü â
ïðîöåññå ñâîåãî æèçíåííîãî öèêëà. Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî Li(0; dt) → 0 è
L◦i (0; dt) → 0 ïðè dt→ 0, 1 6 i 6 m.

Â ìîìåíò tx > 0 ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû x ïîïóëÿöèè Ai (äàëåå áóäåì ïèñàòü
x ∈ Ai) çàêðåïèì çà íåé âðåìÿ åå ñìåðòè âñëåäñòâèå ñòàðåíèÿ d(x) = tx+`x, ãäå
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû `x ñîâïàäàåò ñ Li, 1 6 i 6 m. Äëÿ ÷àñòèö,
ñóùåñòâóþùèõ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïîëàãàåì d(x) = `x, ãäå ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà `x èìååò ðàñïðåäåëåíèå L◦i . Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû `x è `y äëÿ ëþáûõ
äâóõ ÷àñòèö x è y ñ÷èòàåì íåçàâèñèìûìè.

Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòèöà x ∈ Ai, 1 6 i 6 m, â ìîìåíò ñâî-
åé åñòåñòâåííîé ñìåðòè d(x) óíè÷òîæàåò ξi j è ïîðîæäàåò ηi j ÷àñòèö ïîïóëÿöèè
Aj, 1 6 j 6 m. Òàê êàê óíè÷òîæåíèå è ðîæäåíèå ïðîèñõîäÿò â îäèí è òîò æå
ìîìåíò âðåìåíè, òî äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì, ÷òî óíè÷òîæåíèå ÷àñòèö ïðåä-
øåñòâóåò ðîæäåíèþ, ëþáàÿ ÷àñòèöà ïîïóëÿöèè Aj ìîæåò áûòü óíè÷òîæåíà ñ
ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ, è åñëè ïîïóëÿöèÿ Aj ïåðåä óíè÷òîæåíèåì ñîäåðæàëà ìå-
íåå ÷åì ξi j ÷àñòèö, òî óíè÷òîæàþòñÿ âñå ÷àñòèöû. Çäåñü ξi = (ξi 1, ξi 2, . . . , ξi m) è
ηi = (ηi 1, ηi 2, . . . , ηi m), 1 6 i 6 m, � íåçàâèñèìûå, öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåê-
òîðà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé è ïîñòîÿííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ïàðó ýòèõ âåêòîðîâ áóäåì íàçûâàòü
ðåçóëüòàòîì ñìåðòè âñëåäñòâèå ñòàðåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷àñòèöà x ∈ Ai, 1 6 i 6 m, ãèáíåò íå â ðåçóëüòàòå ñòà-
ðåíèÿ, òî åñòü ðàíüøå ïðåäïèñàííîãî âðåìåíè d(x), òî òàêàÿ ãèáåëü íå áóäåò
ñîïðîâîæäàòüñÿ ðîæäåíèåì íîâûõ è óíè÷òîæåíèåì ñóùåñòâóþùèõ ÷àñòèö.

×èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè Ai â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç xi(t),
à ÷èñëåííîñòè âñåõ ïîïóëÿöèé ÷åðåç âåêòîð x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xm(t)). È,
íàêîíåö, êàæäîé ïîïóëÿöèè ñîïîñòàâèì óíèêàëüíîå èìÿ (êîíå÷íûé íàáîð ñèì-
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âîëîâ), êîòîðîå áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îáðàùåíèÿ ê ýòîé ïîïóëÿöèè â ïðî-
ãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìîäåëè.

1.2. Âçàèìîäåéñòâèÿ

Ïîä âçàèìîäåéñòâèåì áóäåì ïîíèìàòü ëþáîé ïðîöåññ, ïðèâîäÿùèé ê èçìåíå-
íèþ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé, äëÿ êîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ìåæäó ýòèìè
èçìåíåíèÿìè íîñèò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð è çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëåííî-
ñòè ïîïóëÿöèé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çà ïåðèîä ñâîåé æèçíè ÷àñòèöû ìîãóò ó÷àñòâîâàòü â
n ðàçëè÷íûõ òèïàõ âçàèìîäåéñòâèé I1, I2, . . . , In. Êàæäûé òèï âçàèìîäåéñòâèé
Ik, 1 6 k 6 n, áóäåì îïèñûâàòü èíòåíñèâíîñòüþ � íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé
qk(x), x ∈ Zm, è ðåçóëüòàòîì � ïàðîé íåçàâèñèìûõ, öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ γk = (γk 1, γk 2, . . . , γk m) è βk = (βk 1, βk 2, . . . , βk m) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
êîìïîíåíòàìè, êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé è ïîñòîÿííûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Ïóñòü çà èíòåðâàë âðåìåíè [t, t+dt) íåò ãèáåëè ÷àñòèö â ðåçóëüòàòå ñòàðåíèÿ.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ çà ýòî âðåìÿ ðîâíî îäíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áó-
äåì ïîëàãàòü ðàâíîé Q(x(t))dt+ o(dt), ãäå Q(x(t)) =

∑n
k=1 qk(x(t)). Âåðîÿòíîñòü

âîçíèêíîâåíèÿ çà ýòî âðåìÿ áîëåå îäíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèìåì ðàâíîé o(dt).
Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ψ(t) êàê ïðîäîëæèòåëüíîñòü âðåìåíè äî

ïåðâîãî îñóùåñòâëåíèÿ îäíîãî èç âçàèìîäåéñòâèé íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî çà èíòåðâàë âðåìåíè [t, t+ψ(t)) ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé íå ìåíÿ-
ëèñü, à â ìîìåíò âðåìåíè t+ψ(t) ïðîèçîøëî âçàèìîäåéñòâèå. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ψ(t) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

P{ψ(t) > s} = e−Q(x(t)) s, s > 0.

Íîìåð òèïà îñóùåñòâèâøåãîñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t + ψ(t) âçàèìîäåéñòâèÿ îáî-
çíà÷èì ÷åðåç κ(t) è ïðèìåì, ÷òî κ(t) åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{κ(t) = k} =
qk(x(t))

Q(x(t))
, 1 6 k 6 n.

Â ðåçóëüòàòå îñóùåñòâëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ òèïà Iκ(t) â êàæäîé ïîïóëÿöèè Ai,
1 6 i 6 m, â ìîìåíò âðåìåíè t+ψ(t) áóäåò óíè÷òîæåíî γκ(t) i è ðîäèòñÿ βκ(t) i ÷à-
ñòèö. Çäåñü òàê æå, êàê ìû îïðåäåëÿëè ðåçóëüòàò ñìåðòè âñëåäñòâèå ñòàðåíèÿ,
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óíè÷òîæåíèå ÷àñòèö ïðåäøåñòâóåò èõ ðîæäåíèþ, ëþáàÿ
÷àñòèöà ïîïóëÿöèè Ai ìîæåò áûòü óíè÷òîæåíà ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ, è åñ-
ëè ïîïóëÿöèÿ Ai ïåðåä óíè÷òîæåíèåì ñîäåðæàëà ìåíåå, ÷åì γκ(t) i ÷àñòèö, òî
óíè÷òîæàþòñÿ âñå ÷àñòèöû.

2. Îïèñàíèå àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ

2.1. Âõîäíûå ïàðàìåòðû èìèòàöèîííîé ìîäåëè

Êàê âèäíî èç îïèñàíèÿ ìîäåëè, ê åå ïàðàìåòðàì îòíîñÿòñÿ: êîëè÷åñòâî ïîïó-
ëÿöèé m; êîëè÷åñòâî òèïîâ âçàèìîäåéñòâèé n; ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè æèçíè
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÷àñòèö Li è L◦i , 1 6 i 6 m; èíòåíñèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèé qk(x), 1 6 k 6 n;
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñìåðòè âñëåäñòâèå ñòàðåíèÿ (ξi; ηi), 1 6 i 6 m, è
ðåçóëüòàòîâ âçàèìîäåéñòâèé (γk; βk), 1 6 k 6 n; íà÷àëüíûå ÷èñëåííîñòè ïîïó-
ëÿöèé x◦i = xi(0), 1 6 i 6 m. Ïàðàìåòðû m è n âû÷èñëÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè
ïðè îïèñàíèè ïîïóëÿöèé è òèïîâ âçàèìîäåéñòâèé.

2.1.1. Ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè æèçíè ÷àñòèö

Íà äàííîì ýòàïå ðàçðàáîòêè èìèòàöèîííîé ìîäåëè ïðîáëåìà óäîáíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè æèçíè ÷àñòèö íå èìååò ýô-
ôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ïðè îïèñàíèè êîíêðåòíîé ìîäåëè ïîëü-
çîâàòåëþ íåîáõîäèìî äëÿ êàæäîé ïîïóëÿöèè óêàçàòü ïàðó ôóíêöèé, êîòîðûå
áóäóò ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû `x, ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè Li è L

◦
i . Â äàëü-

íåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ñîçäàòü äèíàìè÷åñêóþ áèáëèîòåêó ðàñïðåäåëåíèé, ðåäàê-
òèðîâàíèå êîòîðîé áóäåò äîñòóïíî ïîëüçîâàòåëþ.

2.1.2. Èíòåíñèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèé

Èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ � ýòî íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ öåëî÷èñëåííûõ
àðãóìåíòîâ. Äàííàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà îáëàäàòü ñîäåðæàòåëüíûì ñìûñëîì, îò-
ðàæàþùèì ñïåöèôèêó èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå
èíòåíñèâíîñòåé áóäåì áðàòü ôîðìóëû èç êëàññà Q, ïîñòðîåííîãî ïî ïåðå÷èñ-
ëåííûì íèæå ïðàâèëàì.

1. q(x1, x2, . . . , xm) ≡ 1 ∈ Q.
Ýòà èíòåíñèâíîñòü îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå íå çàâèñÿùåå îò ñîñòîÿíèé
ìîäåëè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåãóëÿðíîìó âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ íà ìîäåëü,
íàïðèìåð, ïðèòîêó ÷àñòèö.

2. q(x1, x2, . . . , xm) ≡ xi ∈ Q, 1 6 i 6 m.
Òàêàÿ èíòåíñèâíîñòü ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâèþ, êîòîðîå ìîæåò áûòü
èíèöèèðîâàíî êàæäîé ÷àñòèöåé ïîïóëÿöèè Ai ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïðèìåðîì
òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò ñëóæèòü ïðîèçâîäñòâî ÷àñòèöàìè ïîïóëÿ-
öèè Ai ÷àñòèö ïîïóëÿöèè Aj.

3. q ∈ Q ⇒ k ∗ q ∈ Q, k ∈ R+.
Çäåñü ∗ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, à âçàèìîäåéñòâèå, îïèñûâàå-
ìîå èíòåíñèâíîñòüþ k ∗ q, îñóùåñòâëÿåòñÿ â k ðàç ÷àùå âçàèìîäåéñòâèÿ,
îïèñûâàåìîãî èíòåíñèâíîñòüþ q.

4. q1 ∈ Q, q2 ∈ Q ⇒ q1 + q2 ∈ Q.
Èíòåíñèâíîñòü q1 + q2 îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå, âîçíèêàþùåå ïðè îñó-
ùåñòâëåíèè ëþáîãî èç âçàèìîäåéñòâèé, îïèñûâàåìûõ èíòåíñèâíîñòÿìè q1
è q2.

5. q1 ∈ Q, q2 ∈ Q ⇒ q1 ∗ q2 ∈ Q.
Çäåñü ∗ � ýòî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, è â ñëó÷àå, êîãäà q1 ≡ xi, q2 ≡ xj,
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i 6= j, ôóíêöèÿ q1 ∗ q2 = x1 ∗ x2 îïèñûâàåò ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå äðóã
ñ äðóãîì ÷àñòèö èç ïîïóëÿöèé Ai è Aj, 1 6 i, j 6 m. Ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðèìåíÿÿ ýòó îïåðàöèþ, ìîæíî îïèñûâàòü âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ, ÷åòûðåõ
è áîëåå ÷àñòèö ðàçëè÷íûõ ïîïóëÿöèé.

6. q ∈ Q � ïîñòðîåíà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðàâèëà 3. ⇒
comb(q, k) = Ck

q ∈ Q, k ∈ N.
Åñëè q ≡ xi, òî èíòåíñèâíîñòü comb(q, k) îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
ñîáîé k ÷àñòèö îäíîé ïîïóëÿöèè Ai, 1 6 i 6 m.

7. q1 ∈ Q, q2 ∈ Q ⇒ min(q1, q2) ∈ Q, imin(q1, q2) = q2 −min(q1, q2) ∈ Q.
Ïðè ïîìîùè ôóíêöèé min è imin ìîæíî îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ÷àñòèö â
óñëîâèÿõ ïîòðåáëåíèÿ ðåñóðñà. Íàïðèìåð, ïóñòü ïîïóëÿöèÿ A1 � ïîòðå-
áèòåëü, à ïîïóëÿöèÿ A2 âûñòóïàåò â ðîëè ðåñóðñà. Òîãäà âçàèìîäåéñòâèå
ñ èíòåíñèâíîñòüþ q1(x) = x1 ∗ min(x2, k), k ∈ N, îñóùåñòâëÿåòñÿ â ìî-
ìåíò ïîòðåáëåíèÿ ÷àñòèöû-ðåñóðñà ïîïóëÿöèè A2 ÷àñòèöåé-ïîòðåáèòåëåì
ïîïóëÿöèè A1. Åñëè x2 > k, òî ÷àñòèöû-ïîòðåáèòåëè íå èñïûòûâàþò íåäî-
ñòàòêà â ðåñóðñå è ïîòðåáëåíèå ïðîòåêàåò ñ èíòåíñèâíîñòüþ, çàâèñÿùåé
òîëüêî îò ñâîéñòâ ÷àñòèö-ïîòðåáèòåëåé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷àñòèöû-
ïîòðåáèòåëè èñïûòûâàþò äåôèöèò ðåñóðñà è èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ
ñíèæàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî îáúåìó ðåñóðñà. Ïðè ïîìîùè èíòåíñèâíîñòè
q2(x) = x1 ∗ imin(x2, k) ìîæíî îïèñàòü âçàèìîäåéñòâèå, êîòîðîå âîçíè-
êàåò ïðè äåôèöèòå ðåñóðñà (íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ãèáåëü ÷àñòèö-
ïîòðåáèòåëåé). Â ýòîì ñëó÷àå ñ óìåíüøåíèåì x2 èíòåíñèâíîñòü ýòîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ áóäåò âîçðàñòàòü.

Èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîðìóëû ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ q ∈ Q
îïðåäåëåíà è íåîòðèöàòåëüíà íà ìíîæåñòâå Zm

+ .

Ïóñòü èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèé òèïà Ik, 1 6 k 6 n, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ôîðìóëû q ∈ Q. Òîãäà, çàìåíÿÿ â ôîðìóëå q âñå ñèìâîëû xi, 1 6 i 6 m,
íà èìåíà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé, ïîëó÷èì ñòðîêó ñèìâîëîâ, êîòîðàÿ è
ïîäàåòñÿ íà âõîä ïðîãðàììíîé ðåíàëèçàöèè ìîäåëè ïðè îïèñàíèè òèïà âçàèìî-
äåéñòâèé Ik.

2.1.3. Ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñìåðòè âñëåäñòâèå ñòàðåíèÿ è ðå-

çóëüòàòîâ âçàèìîäåéñòâèé

Ïðåäñòàâëåíèå ðàñïðåäåëåíèé ðåçóëüòàòîâ ñìåðòè âñëåäñòâèå ñòàðåíèÿ (ξi; ηi),
1 6 i 6 m, è ðåçóëüòàòîâ âçàèìîäåéñòâèé (γk; βk), 1 6 k 6 n, ïðèíÿòîå â
èìèòàöèîííîé ìîäåëè, ïîêàæåì íà ïðèìåðå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1. Îñòàëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñîâîêóïíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç k1 ÷àñòèö ïîïóëÿöèè A1, k2 ÷àñòèö ïîïóëÿöèè
A2, . . . , km ÷àñòèö ïîïóëÿöèè Am, áóäåì îáîçíà÷àòü ñ ïîìîùüþ ìóëüòèèíäåêñà

Ak = Ak1
1 ∗ Ak2

2 ∗ . . . ∗ Akm
m , kj ∈ Z+, 1 6 j 6 m.
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Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ1 ïðèíèìàåò r ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé u1, u2, . . . , ur ñ
âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2, . . . , pr, ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ýòîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈ξ1〉 = p1 ∗ Au1 + p2 ∗ Au2 + . . . + pr ∗ Aur .

Åñëè ξ1 = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî åãî ðàñïðåäåëåíèå áóäåì çàïèñûâàòü 〈ξ1〉 = ∅.
Äàëåå, çàìåíèâ â âûðàæåíèè 〈ξ1〉 âñå ñèìâîëû Ai, 1 6 i 6 m, íà èìåíà ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé, à îïåðàöèþ âçÿòèÿ âåðõíåãî èíäåêñà - ñèìâîëîì ' � ',
ïîëó÷èì ñòðîêó ñèìâîëîâ, êîòîðàÿ è ïîäàåòñÿ íà âõîä ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
ìîäåëè â êà÷åñòâå îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ1.

2.1.4. Íà÷àëüíûå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé

Íà÷àëüíûå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé x◦i = xi(0), 1 6 i 6 m, � íåîòðèöàòåëüíûå
öåëûå ÷èñëà, êîòîðûå çàäàþò ÷èñëî ÷àñòèö ïîïóëÿöèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t = 0 áåç ó÷åòà èõ âîçðàñòà. Âîçðàñò ýòèõ ÷àñòèö âû÷èñëÿåòñÿ àâòîìà-
òè÷åñêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì L◦i .

2.2. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå:
t � òåêóùåå âðåìÿ;
tA � âðåìÿ ïåðâîé ãèáåëè âñëåäñòâèå ñòàðåíèÿ, òî åñòü tA- ýòî íàèìåíüøàÿ èç
âåëè÷èí d(x) ïî âñåì ñóùåñòâóþùèì â ìîìåíò âðåìåíè t ÷àñòèöàì x (ñì. ïóíêò
1.1.);
tI = t+ψ(t) � âðåìÿ îñóùåñòâëåíèÿ î÷åðåäíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ñì. ïóíêò 1.2.);
qk = qk(x(t)), 1 6 k 6 n, � çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòåé âçàèìîäåéñòâèé â ìîìåíò
âðåìåíè t (ñì. ïóíêò 1.2.);
Q = Q(x(t)) = q1 +q2 + . . .+qn � ñóììàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü âñåõ âçàèìîäåéñòâèé
(ñì. ïóíêò 1.2.).

0. Èíèöèàëèçàöèÿ

0.1. Äëÿ âñåõ ïîïóëÿöèé Ai, 1 6 i 6 m, ñãåíåðèðîâàòü x◦i ÷àñòèö, äëÿ êàæ-
äîé èç êîòîðûõ âû÷èñëèòü d(x) = `x, ãäå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû `x ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì L◦i .

0.2. Èíèöèàëèçèðîâàòü ïåðåìåííûå:
t := 0;
tA := min{d(x) : x ∈ Ai, 1 6 i 6 m};
qk := qk(x

◦), 1 6 k 6 n;
Q := q1 + q2 + . . .+ qn;

1. Èòåðàöèîííàÿ ÷àñòü

1.1. Åñëè Q = 0, òî tI := +∞,
èíà÷å tI := t − 1

Q
ln(α), ãäå α � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà (0; 1)

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
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1.2. Åñëè tA 6 tI , òî

1.2.1. Äëÿ âñåõ ÷àñòèö x ∈ Ai, 1 6 i 6 m, òàêèõ, ÷òî d(x) = tA, âû÷èñ-
ëèòü âåëè÷èíû ξx è ηx, ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ðàâíû 〈ξi〉 è 〈ηi〉
ñîîòâåòñòâåííî.

1.2.2. Âû÷èñëèòü îáùåå ÷èñëî óíè÷òîæàåìûõ ξ è ðîæäàåìûõ η ÷àñòèö
ïî ôîðìóëàì:

ξ =
∑

d(x)=tA

ξx, η =
∑

d(x)=tA

ηx.

1.2.3. Óíè÷òîæèòü âñå ÷àñòèöû, äëÿ êîòîðûõ d(x) = tA.

1.2.4. Óíè÷òîæèòü ÷àñòèöû â ïîïóëÿöèÿõ â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðîì ξ
è ñîãëàøåíèÿìè, ïðèíÿòûìè â ïóíêòå 1.1..

1.2.5. Ïîðîäèòü ÷àñòèöû â ïîïóëÿöèÿõ â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðîì η è
ñîãëàøåíèÿìè, ïðèíÿòûìè â ïóíêòå 1.1..

1.2.6. Äëÿ êàæäîé ðîæäåííîé ÷àñòèöû x ∈ Ai îïðåäåëèòü âðåìÿ åå
ãèáåëè â ðåçóëüòàòå ñòàðåíèÿ d(x) = tA + `x, ãäå ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû `x ñîâïàäàåò ñ Li, 1 6 i 6 m.

1.2.7. Èçìåíèòü òåêóùåå âðåìÿ t := tA.

1.3. Èíà÷å (åñëè tA > tI)

1.3.1. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå κ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû κ(t) â ñîîòâåòñòâèè
ñ ðàñïðåäåëåíèåì, îïðåäåëåííûì â ïóíêòå 1.2..

1.3.2. Âû÷èñëèòü âåëè÷èíû γ è β, ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ðàâíû 〈γκ〉
è 〈βκ〉 ñîîòâåòñòâåííî.

1.3.3. Óíè÷òîæèòü ÷àñòèöû â ïîïóëÿöèÿõ â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðîì γ
è ñîãëàøåíèÿìè, ïðèíÿòûìè â ïóíêòå 1.2..

1.3.4. Ïîðîäèòü ÷àñòèöû â ïîïóëÿöèÿõ â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðîì β è
ñîãëàøåíèÿìè, ïðèíÿòûìè â ïóíêòå 1.2..

1.3.5. Äëÿ êàæäîé ðîæäåííîé ÷àñòèöû x ∈ Ai îïðåäåëèòü âðåìÿ åå
ãèáåëè â ðåçóëüòàòå ñòàðåíèÿ d(x) = tI + `x, ãäå ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû `x ñîâïàäàåò ñ Li, 1 6 i 6 m.

1.3.6. Èçìåíèòü òåêóùåå âðåìÿ t := tI .

1.4. Ïåðåñ÷èòàòü âðåìÿ äî ïåðâîé ãèáåëè â ðåçóëüòàòå ñòàðåíèÿ tA :=
min{d(x) : x ∈ Ai, 1 6 i 6 m}.

1.5. Ïåðåñ÷èòàòü èíòåíñèâíîñòè qk := qk(x(t)), 1 6 k 6 n.

1.6. Ïåðåñ÷èòàòü ñóììàðíóþ èíòåíñèâíîñòü Q := q1 + q2 + . . .+ qn.

1.7. Ïåðåéòè ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè.

Îòìåòèì òðóäíîñòè, âîçíèêøèå ïðè ðåàëèçàöèè ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà. Âî
- ïåðâûõ, ïðè áîëüøèõ ÷èñëåííîñòÿõ ïîïóëÿöèé ïåðåáîð âñåãî ìàññèâà ÷àñòèö
äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðåìåíè äî ïåðâîé ãèáåëè â ðåçóëüòàòå ñòàðåíèÿ tA ñòàíîâèòñÿ
òðóäîåìêèì è ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Âî
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- âòîðûõ, ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå òèïîâ âçàèìîäåéñòâèé n òðóäîåìêèì ñòàíî-
âèòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû κ(t). Óêàçàííûå òðóäíîñòè ýôôåê-
òèâíî ðåøàþòñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ äðåâîâèäíûõ ñòðóêòóð, ÷òî ïðèâîäèò ê
ëîãàðèôìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ÷èñëà îïåðàöèé îò êîëè÷åñòâà ÷àñòèö èëè âçàè-
ìîäåéñòâèé, ñîîòâåòñòâåííî.

Â çàâåðøåíèå óêàæåì, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íîé íà (0; 1) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðèìåíÿåòñÿ äàò÷èê ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë
Ì. Â. Àíòèïîâà [7] ñ ïåðèîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∼ 2 · 1036.

3. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ èìèòàöèîííîé
ìîäåëè

3.1. Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ìîäåëü Ìýÿ-Àíäåðñîíà
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèè ñ ïðèîáðåòåíèåì èììóíèòåòà [8]:

ẋ = a(x+ y + z)− b x− β xy + γ z,
ẏ = β xy − (α+ b+ v)y,
ż = v y − (b+ γ)z.

Çäåñü x = x(t) � ÷èñëî ÷óâñòâèòåëüíûõ ê áîëåçíè ÷àñòèö, y = y(t) � ÷èñëî çàáî-
ëåâøèõ, z = z(t) � ÷èñëî ÷àñòèö, êîòîðûå ïðèîáðåëè èììóíèòåò ïîñëå âûçäî-
ðîâëåíèÿ. Âñå êîýôôèöèåíòû ýòîé ìîäåëè - íåîòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà è èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a � èíòåíñèâíîñòü ðîæäåíèÿ íîâûõ ÷àñòèö;
b � èíòåíñèâíîñòü ñìåðòè ÷àñòèö â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ôàêòîðîâ;
β � èíòåíñèâíîñòü çàðàæåíèÿ â ñëó÷àå êîíòàêòà ÷óâñòâèòåëüíîé ÷àñòèöû ñ çà-
ðàæåííîé;
γ � èíòåíñèâíîñòü ïîòåðè èììóíèòåòà;
α � èíòåíñèâíîñòü ãèáåëè ÷àñòèöû èç çà áîëåçíè;
v � èíòåíñèâíîñòü âûçäîðîâëåíèÿ è ïðèîáðåòåíèÿ èììóíèòåòà.

Èçâåñòíî, ÷òî â ïðèâåäåííîé ìîäåëè ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå íåíóëåâîå ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ (x◦, y◦, z◦), êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíè-
ÿõ íà åå êîýôôèöèåíòû. Òàêîå ðåøåíèå óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü îãðàíè÷åíèÿ
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé çà ñ÷åò ðàñïðîñòðàíåíèÿ â íåé íåêîòîðîãî çàáîëåâàíèÿ,
äîïóñêàþùåãî ñìåðòåëüíûé èñõîä. Íàñòîÿùèé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó
èç âåðîÿòíîñòíûõ ìîäèôèêàöèé ìîäåëè Ìýÿ-Àíäåðñîíà, â êîòîðîé îïóñêàåòñÿ
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè æèçíè ÷àñòèö ýêñïîíåíöèàëü-
íî. Öåëüþ ïðîâîäèìûõ ðàñ÷åòîâ ÿâëÿëîñü íàõîæäåíèå ðåøåíèé èìèòàöèîííîé
ìîäåëè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâîâàëè áû óêàçàííîìó âûøå óñòîé÷èâîìó ðåøåíèþ
äèôôåðåíöèàëüíîé ìîäåëè.

Ïåðåïèøåì ìîäåëü Ìýÿ-Àíäåðñîíà â òåðìèíàõ ïðåäñòàâëåííîé èìèòàöèîí-
íîé ìîäåëè. Ðàññìîòðèì òðè ïîïóëÿöèè X, Y è Z, ñîîòâåòñòâåííî, ÷óâñòâèòåëü-
íûõ, çàáîëåâøèõ è èììóííûõ ÷àñòèö. Èìÿ ïåðâîé ïîïóëÿöèè ïóñòü áóäåò "X",
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èìÿ âòîðîé � "Y", èìÿ òðåòüåé � "Z". Ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè æèçíè ÷àñòèö
ýòèõ ïîïóëÿöèé èìåþò âèä:

L1[s; +∞) = L◦1[s; +∞) = e−b s,
L2[s; +∞) = L◦2[s; +∞) = e−(α+b+v) s,
L3[s; +∞) = L◦3[s; +∞) = e−(b+γ) s, s > 0.

Â ìîìåíò ãèáåëè â ðåçóëüòàòå ñòàðåíèÿ ÷àñòèöû ïîïóëÿöèè X íè÷åãî íå
ïðîèñõîäèò, çíà÷èò, 〈ξ1〉 = ∅, 〈η1〉 = ∅.

Åñëè â ðåçóëüòàòå ñòàðåíèÿ ïîãèáíåò ÷àñòèöà ïîïóëÿöèè Y , òî îíà ñ âåðîÿò-
íîñòüþ p = v/(α+ b+ v) ïîðîæäàåò îäíó ÷àñòèöó ïîïóëÿöèè Z, òî åñòü âûçäî-
ðàâëèâàåò è ïðèîáðåòàåò èììóíèòåò. Ïîëàãàåì òîãäà, ÷òî 〈ξ2〉 = ∅, 〈η2〉 = p∗Z1.

Â ñëó÷àå ãèáåëè â ðåçóëüòàòå ñòàðåíèÿ ÷àñòèöû ïîïóëÿöèè Z, îíà ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ q = γ/(b + γ) ïîðîæäàåò îäíó ÷àñòèöó ïîïóëÿöèè X, òî åñòü òåðÿåò
èììóíèòåò. Ïîýòîìó ïðèíèìàåì, ÷òî 〈ξ3〉 = ∅, 〈η3〉 = q ∗X1.

Â ýòîé ìîäåëè ñóùåñòâóåò äâà òèïà âçàèìîäåéñòâèé I1 è I2. Èíòåíñèâíîñòü
âçàèìîäåéñòâèé òèïà I1 ðàâíà q1(x, y, z) = a ∗ (x + y + z) (çäåñü x, y è z � ÷èñ-
ëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé), à ðåçóëüòàò 〈γ1〉 = ∅, 〈β1〉 = X1 � ýòîò
òèï âçàèìîäåéñòâèé îïèñûâàåò ïðîöåññ ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ÷àñòèö. Ó âçàèìîäåé-
ñòâèé òèïà I2 èíòåíñèâíîñòü ðàâíà q2(x, y, z) = β ∗ x ∗ y, à ðåçóëüòàò 〈γ2〉 = X1,
〈β2〉 = Y 1. Òèï âçàèìîäåéñòâèé I2 îïèñûâàåò ïðîöåññ çàðàæåíèÿ ÷óâñòâèòåëü-
íûõ ÷àñòèö.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ìîäåëü Ìýÿ-Àíäåðñîíà ñ ïàðàìåòðàìè a =
5, b = 1, α = 8, β = 0.01, γ = 1, v = 1. Â ýòîì ñëó÷àå óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóåò è ðàâíî (x◦, y◦, z◦) = (1000, 2000, 1000).

Ïðè çàïóñêå èìèòàöèîííîé ìîäåëè ñ ýòèìè ïàðàìåòðàìè íà÷àëüíûå ÷èñëåí-
íîñòè ïîïóëÿöèé x◦ = x(0), y◦ = y(0) è z◦ = z(0) âûáèðàëèñü: x◦ � èç ìíîæå-
ñòâà {500, 1000, 10000, 100000}, y◦ � èç ìíîæåñòâà {50, 100, 2000, 10000}, à z◦ � èç
ìíîæåñòâà {0, 100, 1000, 2000}. Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ÷èñëåííîñòåé
x(t), y(t) è z(t) â ìîìåíòû âðåìåíè t = 10, t = 15 è t = 20, ïðîèçâåäåííàÿ ïî 64
ðåàëèçàöèÿì ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0.95, ïðèâåäåíà â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1
t x(t) y(t) z(t)
10 993, 27± 45, 23 1996, 19± 92, 00 1002, 78± 46, 42
15 1000, 86± 45, 64 1990, 67± 91, 38 998, 34± 45, 86
20 1002, 84± 46, 12 1983, 39± 91, 62 979, 66± 45, 18

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà íàëè÷èå ó ìîäåëè óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿ-
íèÿ, ïðè÷åì ñîñòîÿíèå (1000, 2000, 1000) ïîïàäàåò â îöåíî÷íûå èíòåðâàëû.

Âñå îöåíêè, âñòðå÷àþùèåñÿ â ñòàòüå äàëåå, òàêæå áóäóò ïðîèçâîäèòüñÿ ñ
äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0.95.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé áîëåçíè íàêîïëåí ñòàòèñòè÷åñêèé
ìàòåðèàë î äëèòåëüíîñòè åå ïðîòåêàíèÿ è î äëèòåëüíîñòè äåéñòâèÿ èììóíèòåòà
ê íåé. Ïóñòü ýòè äàííûå îïèñûâàþòñÿ ðÿäàìè {ly1, ly2, . . . , lyr} è {lz1, lz2, . . . , lzs},
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â êà÷åñòâå L2 è L3 ìîæíî âçÿòü äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ òàêèå, ÷òî L2{lyk} = 1/r, 1 6 k 6 r, è L3{lzk} = 1/s, 1 6 k 6 s. Òàê,
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íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü L2{ly} = 1, ãäå ly = (α + v)−1, à L2{lz} = 1, ãäå
lz = γ−1. Â êà÷åñòâå L◦2 è L

◦
3 ìîæíî âçÿòü ðàâíîìåðíûå íà èíòåðâàëàõ (0; ly) è

(0; lz) ðàñïðåäåëåíèÿ. Íîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ L2 è L3 íå ó÷èòûâàþò ãèáåëè ÷àñòèö
â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ôàêòîðîâ. Ýòî ìîæíî èñïðàâèòü, äîáàâèâ â
ìîäåëü åùå äâà òèïà âçàèìîäåéñòâèé

I3 : q3(x, y, z) = b ∗ y, 〈γ3〉 = Y 1, 〈β3〉 = ∅,
I4 : q4(x, y, z) = b ∗ z, 〈γ4〉 = Z1, 〈β4〉 = ∅,

è èçìåíèâ âåðîÿòíîñòè p = v/(α+ b+ v), q = γ/(b+ γ) íà p = v/(α+ v) è q = 1.
Ðåçóëüòàòû îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿöèé äëÿ

ìîäåëè c íîâûìè ïàðàìåòðàìè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2
t x(t) y(t) z(t)
10 945, 91± 43, 37 3316, 97± 156, 77 1993, 83± 95, 91
15 953, 73± 43, 40 3253, 64± 149, 11 1953, 84± 89, 63
20 955, 72± 43, 37 3242, 81± 149, 53 1939, 98± 88, 52

Ïî ýòèì äàííûì òàêæå ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íàëè÷èè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ìîäåëè, è ýòî ñîñòîÿíèå îòëè÷àåòñÿ îò ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè
Ìýÿ-Àíäåðñîíà. Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè æèçíè ÷àñòèö
ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó èçìåíåíèþ ïðåäåëüíûõ ÷èñëåííîñòåé ïîïóëÿ-
öèé.

3.2. Òåñò 1

Èìååòñÿ äâå ïîïóëÿöèè ñïîñîáíûõ A1 è íåñïîñîáíûõ A2 ê âîñïðîèçâîäñòâó ÷à-
ñòèö. Ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè æèçíè ÷àñòèö ýòèõ ïîïóëÿöèé èìåþò âèä:

L1[s; +∞) = L◦1[s; +∞) = e−k2 s,
L2[s; +∞) = L◦2[s; +∞) = e−k3 s, s > 0.

Ðåçóëüòàòû ãèáåëè âñëåäñòâèå ñòàðåíèÿ çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

〈ξ1〉 = ∅, 〈η1〉 = A1
2,

〈ξ2〉 = ∅, 〈η2〉 = ∅.

Çà âîñïðîèçâîäñòâî íîâûõ ÷àñòèö îòâå÷àåò îäèí òèï âçàèìîäåéñòâèé

I1 : q1(x1, x2) = k1 ∗ x1, 〈γ1〉 = ∅, 〈β1〉 = X1.

Äëÿ äàííîé ìîäåëè èçâåñòíî, ÷òî ïðè k1 = k3 è x
◦
2 = 0 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñóììàðíîé ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä:

E(t) = E(x1(t) + x2(t)) =
x◦1

2k1 − k2

(
2k1e

(k1−k2)t − k2e
−k1t

)
.

Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è åãî äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå, âû÷èñëåí-
íîå ïî óêàçàííîé ôîðìóëå, ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 3 è 4 äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè (óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèëîñü ïî ðåçóëüòàòàì 1000 èñïûòàíèé).
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Òàáëèöà 3 òàáëèöà 4
x◦1 = 10 k1 = 0, 2 k2 = 0, 1 x◦1 = 100 k1 = 0, 1 k2 = 0, 15
t E(t) E(t) (îöåíêà) t E(t) E(t) (îöåíêà)
10 35, 79 35, 738± 0, 894 10 132, 25 132, 81± 1, 511
20 98, 48 98, 136± 3, 031 20 106, 55 106, 52± 1, 883

40 48, 639 47, 96± 1, 632

3.3. Òåñò 2

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïÿòü ïîïóëÿöèé A1, A2, A3, A4 è A5, â êàæäîé èç êîòîðûõ
îáúåäèíÿþòñÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ â îäíîì ¾ñîñòîÿíèè¿. Ðîäèâøèñü, ÷àñòèöà
äîëæíà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîéòè âñå ïÿòü ¾ñîñòîÿíèé¿ è â êîíöå ñâîåãî æèçíåí-
íîãî öèêëà ïîðîäèòü äâå íîâûå ÷àñòèöû, åñëè íå ïîãèáíåò ðàíåå.

Ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè æèçíè ÷àñòèö ðàññìàòðèâàåìûõ ïîïóëÿöèé è ðå-
çóëüòàòû ãèáåëè âñëåäñòâèå ñòàðåíèÿ èìåþò âèä:

L1[s; +∞) = L◦1[s; +∞) = e−k1 s, 〈ξ1〉 = ∅, 〈η1〉 = A1
2,

L2[s; +∞) = L◦2[s; +∞) = e−k2 s, 〈ξ2〉 = ∅, 〈η2〉 = A1
3,

L3{τ3} = 1, L◦3 � ðàâíîìåðíîå íà (0; τ3), 〈ξ3〉 = ∅, 〈η3〉 = A1
4,

L4[s; +∞) = L◦4[s; +∞) = e−k4 s, 〈ξ4〉 = ∅, 〈η4〉 = A1
5,

L5{τ5} = 1, L◦5 � ðàâíîìåðíîå íà (0; τ5), 〈ξ5〉 = ∅, 〈η5〉 = A2
1,

ãäå s > 0, τ3 > 0, τ5 > 0, k1 > 0, k2 > 0, k4 > 0.
×àñòèöû ïîïóëÿöèè A3 ìîãóò òàêæå ïîãèáàòü è â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ

âíåøíèõ ôàêòîðîâ:

I1 : q1(x) = k3 ∗ x3, 〈γ1〉 = ∅, 〈β1〉 = ∅.

Åñëè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ k3 è τ3 òàêîâû, ÷òî e
−k3τ3 6 1/2, òî â ýòîì ñëó÷àå

âñå ïîïóëÿöèè âûðîæäàþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ñîïîñòàâëåíèå äàííîãî óòâåð-
æäåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòîâ ïðîèñõîäèëî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ôèêñèðîâàëèñü ïàðàìåòðû k1 = 1, k2 = 2, k3 = 0, 1, k4 = 1, τ5 = 6, à ïàðàìåòð τ3
óìåíüøàëñÿ, íà÷èíàÿ ñ τ3 = 10, è äëÿ êàæäîãî τ3 îöåíèâàëîñü ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå E(T ) âðåìåíè T äî âûðîæäåíèÿ âñåõ ïîïóëÿöèé. Ðåçóëüòàòû ýòîãî
òåñòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 5. Òàêæå ïðîèçâîäèëàñü îöåíêà âåðîÿòíîñòè p(t) âû-
ðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèé ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Îöåíêè ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 6 è 7.
Äëÿ âñåõ îöåíîê ïðîèçâîäèëîñü 1000 èñïûòàíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ñòàðòîâàëî
ñ ÷èñëåííîñòåé x◦ = (10, 0, 0, 0, 0).

Òàáëèöà 5 Òàáëèöà 6 (τ3 = 10) Òàáëèöà 7 (τ3 = 8)
τ3 E(T ) (îöåíêà) t p(t) (îöåíêà) t p(t) (îöåíêà)
10 110, 691± 4, 570 40 0, 092± 0, 0183 100 0, 246± 0, 0272
9 141, 047± 6, 080 60 0, 251± 0, 0274 200 0, 585± 0, 0312
8 205, 486± 10, 035 80 0, 448± 0, 0315 300 0, 779± 0, 0262

7, 5 295, 755± 16, 808 100 0, 637± 0, 0304 350 0, 844± 0, 0229
7, 2 437, 156± 28, 662 120 0, 765± 0, 0268 400 0, 897± 0, 0192
7 788, 025± 86, 303 160 0, 897± 0, 0192

180 0, 937± 0, 0154
200 0, 958± 0, 0127
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Èç ýòèõ òàáëèö âèäíî, ÷òî ñ ïðèáëèæåíèåì âåëè÷èíû e−k3τ3 ê ïîðîãîâîìó
çíà÷åíèþ 1/2, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò τ3 ≈ 6, 931, âðåìÿ äî âûðîæäåíèÿ ïîïó-
ëÿöèé ðàñòåò, à âåðîÿòíîñòü ðàííåãî âûðîæäåíèÿ óìåíüøàåòñÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåò-
ñÿ ðàçâèòèåì ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷å÷íûõ
ðàñïðåäåëåíèé [9], [10].
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