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We consider the supply management problem with a single consumer: to �nd a minimum cost
delivery plan, given a set of admissible intervals for the shipment sizes of each supplier, lower-
bounded demand, linear variable costs of delivery and �xed costs for opening each shipment. A
fully polynomial time approximation scheme for this problem is proposed.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëü-
íàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ çàäà÷è óïðàâ-
ëåíèÿ ïîñòàâêàìè ñî ìíîãèìè èíòåðâàëàìè. Òðå-
áóåòñÿ äîñòàâèòü åäèíñòâåííîìó ïîòðåáèòåëþ
íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè îò íåñêîëü-
êèõ ïîñòàâùèêîâ òàê, ÷òîáû ñóììàðíàÿ ñòîè-
ìîñòü äîñòàâêè áûëà ìèíèìàëüíîé. Ïðè ýòîì
ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ íà äîïóñòèìûå îáú¼ìû
ïîñòàâîê îò êàæäîãî ïîñòàâùèêà, çàäàííûå íà-
áîðîì äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè [1],
ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé îäèíî÷íûõ èíòåðâà-
ëîâ, è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =
n∑

i=1

ci(xi) → min, (1)

n∑
i=1

xi ≥ A, (2)

xi ∈ {0} ∪
I(i)⋃
j=1

[mj
i ;M

j
i ], i = 1, . . . , n. (3)

Ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû xi , îïðåäåëÿ-
þùèå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, äîñòàâëÿåìîé îò
i-ãî ïîñòàâùèêà, i = 1, . . . , n . Çäåñü A > 0 �
íåîáõîäèìîå ïîòðåáèòåëþ êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè;
I(i) � ÷èñëî äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ äëÿ îáú¼ìà
ïîñòàâêè i-ãî ïîñòàâùèêà; mj

i ≤ M j
i � ñîîòâåò-

ñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû j -ãî äîïóñòè-
ìîãî èíòåðâàëà i-ãî ïîñòàâùèêà, j = 1, . . . , I(i)
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(M j
i < mj+1

i , j = 1, . . . , I(i) − 1) ; ôóíêöèè ci(·)
îïðåäåëÿþò ñòîèìîñòè äîñòàâêè:

ci(xi) =


0, åñëè xi = 0;
αj

i + βj
i xi, åñëè xi ∈ [mj

i ;M
j
i ],

j = 1, . . . , I(i),

ãäå αj
i � ôèêñèðîâàííàÿ ïëàòà çà îòêðûòèå ïî-

ñòàâêè îáú¼ìà xi ∈ [mj
i ;M

j
i ] , βj

i �ñòîèìîñòü ïåðå-
âîçêè åäèíèöû ïðîäóêöèè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
îáú¼ìå. Âñå èñõîäíûå äàííûå ïðèíàäëåæàò ìíî-
æåñòâó íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë Z+ . Ïåðå-
ìåííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè.

Ïîä ρ-ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì áóäåì ïî-
íèìàòü àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøå-
íèÿ, ñòîèìîñòü êîòîðîãî íå áîëåå, ÷åì â ρ ðàç
ïðåâûøàåò ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (åñ-
ëè çàäà÷à ðàçðåøèìà).

Ïîä âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöè-
îííîé ñõåìîé áóäåì ïîíèìàòü ñåìåéñòâî (1 + ε)-
ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ïðè âñåâîçìîæíûõ
ε > 0 ñî âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ, ïîëèíîìèàëüíî
çàâèñÿùåé îò äëèíû âõîäà çàäà÷è è îò 1/ε .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ çàäà÷è (1)�(3) ñóùåñòâóåò
âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõå-
ìà òðóäî¼ìêîñòè O(log2(cmax)Imaxn3/ε) , ãäå

cmax =
∑

i ciM
I(i)

i .

Èç ëåììû 1 ðàáîòû [1] âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1. Ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ
ïîñòàâêàìè ñî ìíîãèìè èíòåðâàëàìè èìååò
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗ òàêîå, ÷òî âñå x∗i , çà
èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, îäíîãî, ïðèíèìàþò
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çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0,mj
i ,M

j
i } ,

j = 1, . . . , I(i), i = 1, . . . , n .

Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû óïðî-
ùàåòñÿ ïóòåì ñâåäåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) ê çàäà÷å,
ãäå âñå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç [0,1]:

g(u, v) =
n∑

i=1

I(i)∑
j=1

(aj
iu

j
i + bj

iv
j
i ) → min, (4)

ω(u, v) =
n∑

i=1

I(i)∑
j=1

(mj
iu

j
i + (M j

i −mj
i )v

j
i ) ≥ A, (5)

I(i)∑
j=1

uj
i ≤ 1, i = 1, . . . , n, (6)

vj
i ≤ uj

i , j = 1, . . . , I(i), i = 1, . . . , n, (7)

uj
i ∈ {0, 1}, (M j

i −mj
i )v

j
i ∈ Z+, vj

i ∈ [0, 1],

j = 1, . . . , I(i), i = 1, . . . , n. (8)

Çäåñü ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ uj
i , v

j
i .

Çàäà÷à (1)�(3) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âèäó (4)�
(8), åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè: aj

i = αj
i + βj

i m
j
i , bj

i = βj
i (M

j
i − mj

i ),

xi =
∑I(i)

j=1 mj
iu

j
i + (M j

i − mj
i )v

j
i , i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . , I(i). Äàëåå ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçî-
âàòü çàäà÷ó, â êîòîðîé óñëîâèå (8) çàìåíåíî íà

uj
i ∈ {0, 1}, vj

i ∈ {0, 1},

j = 1, . . . , I(i), i = 1, . . . , n, (9)

òî åñòü ðàçìåðû ïîñòàâîê ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
òîëüêî íà êîíöàõ èíòåðâàëîâ. Ïðåäïîëîæèì, èìå-
åòñÿ àïðèîðíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà U ñòîèìîñòè
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4)�(7), (9). Äëÿ
êàæäîãî k = 1, . . . , n è c = 0, . . . , U îïðåäå-
ëèì ìíîæåñòâî S(k, c) , êîòîðîå äëÿ êàæäîé ïà-
ðû (k, c) ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ uj

i , v
j
i ,

îáåñïå÷èâàþùèå ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòîèìîñòè c
íàèáîëüøèé îáú¼ì ïîñòàâîê îò ïåðâûõ k ïîñòàâ-
ùèêîâ. Òåïåðü äëÿ ïàðû (k, c) , åñëè S(k, c) 6= ∅ ,
áóäåì ïîëàãàòü ϕ(k, c) = ω(u, v) , ãäå (u, v) ∈
S(k, c) . Åñëè æå S(k, c) = ∅ , òî ϕ(k, c) = −∞ .
Ïîä ϕ(k, c) ïîíèìàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî ïðîäóêöèè, êîòîðîå ìîãóò îáåñïå÷èòü k ïî-
ñòàâùèêîâ ïðè çàäàííîé ñòîèìîñòè ïîñòàâîê c .
Òîãäà íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé àëãîðèòìà
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(1, c) =


0, åñëè c = 0;

mj
1, åñëè c = aj

1 ïðè íåêîòîðîì j;
M j

1 , åñëè c = aj
1 + bj

1

ïðè íåêîòîðîì j;
−∞, èíà÷å.

Ïåðåõîä â ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå ñ k = 2, . . . , n
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ðåêóðñèâíîìó ñîîòíîøåíèþ:

ϕ(k, c) = max{V + ϕ(k − 1, c− ck(V ))},

ãäå V � îáú¼ì ïîñòàâêè, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ
èç ìíîæåñòâà {0,mj

k,M j
k} , ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ñòîèìîñòü ïîñòàâêè ck(V ) ≤ c .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè g′ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-

íûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ çàäà÷è (4)�
(7),(9) è g′ ≤ U , òî g′ = min{c|ϕ(n, c) ≥ A} è
ìíîæåñòâî S(n, g′) ñîäåðæèò îäíî èëè íåñêîëü-
êî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è. Êàê ñëåäóåò èç
ëåììû 1, ðåøåíèå çàäà÷è (4)�(8) ìû ìîæåì íàé-
òè, îñóùåñòâëÿÿ ïåðåáîð ïî i = 1, . . . , n è ïî êàæ-
äîé êîîðäèíàòå vj

i , j = 1, . . . , I(i) ïî âñåì å¼ çíà-
÷åíèÿì vj

i ∈ [0, 1], (M j
i − mj

i )v
j
i ∈ Z+ , ïîëàãàÿ

ïðè ýòîì uj
i = 1 . Çíà÷åíèÿ ïðî÷èõ ïåðåìåííûõ

âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÄÏ.
Ïðåäïîëîæèì, èìååòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà UB

íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè g∗

çàäà÷è (4)�(8). Îïòèìóì äàííîé çàäà÷è ìîæåò
áûòü íàéäåí ñëåäóþùèì òî÷íûì àëãîðèòìîì.

Àëãîðèòì A

Ïóñòü g̃ = +∞ .

Äëÿ i îò 1 äî n âûïîëíÿòü øàãè 1�3:

1. Ïðèìåíèòü àëãîðèòì ÄÏ ñî çíà÷åíèåì
U = UB ê çàäà÷å (4)�(7), (9), â êîòîðîé
mj

i è M j
i , j = 1, . . . , I(i) çàìåíåíû íà 0.

2. Âûáðàòü ïðåäñòàâèòåëåé (u(0), v(0)), . . . ,
(u(UB), v(UB)) èç êàæäîãî ìíîæåñòâà
S(n, 0), . . . , S(n, UB) .

3. Äëÿ c îò 0 äî UB âûïîëíÿòü øàãè 3.1, 3.2:

3.1. Åñëè A− ϕi(n, c) ≤ 0 è c ≤ g̃ , òî
îáíîâèòü g̃ := c , ũ := u(c) , ṽ := v(c) .

3.2. Äëÿ t îò 1 äî I(i) âûïîëíÿòü øàãè
3.2.1�3.2.3:

3.2.1. Åñëè A− ϕi(n, c) = mt
i è c + at

i ≤ g̃ , òî
îáíîâèòü çíà÷åíèå g̃ := c + at

i è ïîëîæèòü
ũk := uk

(c) , ṽk := vk
(c), k 6= i; us

i := 0,
vs

i := 0, s 6= t, ũt
i := 1, ṽt

i := 0 .

3.2.2. Åñëè mt
i < A− ϕi(n, c) ≤ M t

i è

c + at
i + bt

i
A−mt

i−ϕi(n,c)
Mt

i−mt
i

≤ g̃ , òî îáíîâèòü

çíà÷åíèå g̃ := c + at
i + bt

i
A−mt

i−ϕi(n,c)
Mt

i−mt
i

è
ïîëîæèòü ũk := uk

(c) , ṽk := vk
(c), k 6= i;

us
i := 0, vs

i := 0, s 6= t, ũt
i := 1, ṽt

i := A−mt
i−ϕi(n,c)

Mt
i−mt

i
.
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3.2.3. Åñëè M t
i < A− ϕi(n, c) ≤ mt+1

i è

c + at+1
i ≤ g̃ , òî îáíîâèòü çíà÷åíèå

g̃ := c + at+1
i è ïîëîæèòü

ũk := uk
(c) , ṽk := vk

(c), k 6= i ;
us

i := 0, vs
i := 0, s 6= t + 1,

ũt+1
i := 1, ṽt+1

i := 0 .

Åñëè g̃ < +∞ , òî ðåøåíèå ( ũ, ṽ ) îïòèìàëüíî,
èíà÷å çàäà÷à íåðàçðåøèìà.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4)�(8)
àëãîðèòìîì À òðåáóåòñÿ O(n2ImaxUB) îïåðà-
öèé, ãäå Imax = maxn

i=1 I(i) .

Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 1 è òî-
ãî ñâîéñòâà àëãîðèòìà ÄÏ, ÷òî îò âñåõ ïîñòàâ-
ùèêîâ, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñòàâùèêà i , îáåñïå÷è-
âàåòñÿ íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äîñòàâëÿåìîé ïðî-
äóêöèè ïðè êàæäîé çàäàííîé ñóììàðíîé ñòîèìî-
ñòè c .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïðèìåíèì ìåòîä
îêðóãëåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ, âïåðâûå èñïîëüçî-
âàííûé â [2].

Ïîñêîëüêó àïðèîðè âåðõíÿÿ îöåíêà îïòèìàëü-
íîé ñòîèìîñòè ðåøåíèÿ f∗ íå èçâåñòíà, òî áóäåì
ïåðåáèðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîáíûõ îöåíîê.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç UB′ è LB′ âåðõíþþ è íèæ-
íþþ ïðîáíûå îöåíêè. Ïîñëåäîâàòåëüíî áóäåì
ðàññìàòðèâàòü UB′ = 2`, LB′ = UB′/2, ` =
0, . . . , dlog2 cmaxe .

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâà UB′ > f∗ è
LB′ < f ′ âûïîëíåíû äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ` ,
áóäóò ïðèìåíèìû ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ.

Ïóñòü ε > 0 çàäàíî. Ïîëîæèì

δ = max
{

εLB′

2n
, 1

}
è ïðèìåíèì àëãîðèòì À ê çàäà÷å (4)�(8) ñ ïàðà-
ìåòðàìè:

aj
i =

⌈
αj

i + βj
i m

j
i

δ

⌉
, bj

i =

⌈
βj

i (M
j
i −mj

i )
δ

⌉
,

UB =
UB′

δ
+ 2n. (10)

Âåðõíÿÿ îöåíêà UB ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé, ïîòî-
ìó ÷òî ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ çà-
äà÷è (4)�(8) ñ êîýôôèöèåíòàìè aj

i è bj
i , îïðåäå-

ë¼ííûìè â (10), íå ïðåâîñõîäèò f∗

δ +2n . Çàìåòèì,
÷òî åñëè εLB′

2n > 1 , òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ çàäà÷è ñ îêðóãë¼ííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè:

UB =
UB′

δ
+ 2n =

2nUB′

εLB′ + 2n =
4n

ε
+ 2n.

Åñëè εLB′

2n ≤ 1 , òî âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ çàäà÷è
ñ îêðóãë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïî-ïðåæíåìó
êîððåêòíà. Òàêèì îáðàçîì, ïî óòâåðæäåíèþ 1
òðóäî¼ìêîñòü äàííîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò
O(log2(cmax)Imaxn3/ε) îïåðàöèé. Ïðîâåðèì, ÷òî
ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå

x̃i =
∑

j

(
mj

i ũ
j
i + (M j

i −mj
i )ṽ

j
i

)
,

j = 1, . . . , I(i), i = 1, . . . , n, ÿâëÿåòñÿ (1 + ε)-
ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3). Åñëè
δ = 1 , òî x̃ ÿâëÿåòñÿ îïòèìóìîì. Åñëè æå δ > 1 ,
îáîçíà÷èì ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî x â çàäà÷å (4)�(8) ÷åðåç g(x) = g(u(x), v(x)) ,
ãäå

u(x)j
i =

{
1, åñëè xi ∈ [mj

i ,M
j
i ];

0, èíà÷å,

v(x)j
i =

{
xi−mj

i

Mj
i −mj

i

u(x)j
i , åñëè M j

i 6= mj
i ;

0, èíà÷å.
Äëÿ îïòèìóìà x∗ çàäà÷è (1)�(3) èìååì:

f(x∗)
δ

=
n∑

i=1

I(i)∑
j=1

cim
j
i

δ
u(x∗)j

i+

+
n∑

i=1

I(i)∑
j=1

ci(M
j
i −mj

i )
δ

v(x∗)j
i ≥

n∑
i=1

I(i)∑
j=1

⌈
cim

j
i

δ

⌉
u(x∗)j

i+

+
n∑

i=1

I(i)∑
j=1

⌈
ci(M

j
i −mj

i )
δ

⌉
v(x∗)j

i − 2n = g(x∗)− 2n.

Òàê êàê (ũ, ṽ) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (4)�(8), òî δg(x̃) ≤ δg(x∗) ≤ f∗ + 2nδ , è

|f(x̃)− f∗|
f∗

≤ δg(x̃)− f∗

f∗
≤ 2nδ

LB∗ = ε.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ` = 0, . . . , dlog2 cmaxe áóäåò
ïîëó÷åíî íå áîëåå ÷åì 1 + dlog2 cmaxe äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé. Íàèìåíüøåå ïî öåëåâîé ôóíêöèè
ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé áóäåò (1+ε)-ïðèáëèæåííûì.
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