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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè äîñòàâêè ïðîäóêöèè îò ïîñòàâùèêîâ ïîòðåáèòå-
ëÿì. Ðàçìåð êàæäîé îòêðûòîé ïîñòàâêè îãðàíè÷åí ñíèçó è ñâåðõó, ðàçìåð ïîòðåáëåíèÿ
äëÿ êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ îãðàíè÷åí ñíèçó, ôóíêöèè ñòîèìîñòè ïîñòàâêè ëèíåéíû ïðè
íåíóëåâûõ îáúåìàõ ïîñòàâêè. Ïðåäëîæåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ
ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ñëó÷àå îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ è èññëåäîâàíà ñëîæíîñòü
çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå.

Ââåäåíèå

Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé
òî÷íîñòè äëÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè. Ïîñòàâùèêè äîñòàâëÿþò íåêî-
òîðûé ïðîäóêò ïîòðåáèòåëÿì, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, êîòîðîå ìîæåò áûòü äîñòàâ-
ëåíî ïî îòêðûòîé ïîñòàâêå, çàêëþ÷åíî â ãðàíèöàõ ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì
çíà÷åíèÿìè, à ñòîèìîñòü, ïðåäëîæåííàÿ êàæäûì ïîñòàâùèêîì, åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
îò îáúåìà ïîñòàâêè. Ôîðìàëüíî çàäà÷à ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè

n∑
i=1

m∑
j=1

kij(xij), (1)

ïðè óñëîâèÿõ

n∑
i=1

xij ≥ Aj, 1 ≤ j ≤ m, (2)

m∑
j=1

xij ≤ Mi, 1 ≤ i ≤ n, (3)

xij ∈ {0} ∪ [mij, Mi], 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, (4)

ãäå n � ÷èñëî ïîñòàâùèêîâ; m � ÷èñëî ïîòðåáèòåëåé; Aj � ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðî-
äóêòà, òðåáóåìîå ïîòðåáèòåëþ j; mij � ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, êîòîðîå ïîñòàâ-
ùèê i ãîòîâ äîñòàâèòü ïîòðåáèòåëþ j; Mi � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, êîòîðîå
ïîñòàâùèê i ìîæåò äîñòàâèòü. Ïåðåìåííàÿ xij îáîçíà÷àåò ðàçìåð ïîñòàâêè îò ïîñòàâùèêà
i ïîòðåáèòåëþ j.

1Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî ãðàíòàìè INTAS 00-217, 03-51-5501 è ÐÃÍÔ 04-02-00238à.
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Ñòîèìîñòü äîñòàâêè

kij(xij) =

 0, åñëè xij = 0;
aij + bijxij, åñëè xij > 0.

Ïàðàìåòðû aij, bij, mij, Mi, Aj ïðåäïîëàãàþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè è íåîòðèöàòåëüíûìè ïðè
âñåõ i, j.

Ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ x = (xij), çàäàííóþ âûðàæåíèåì (1), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f(x).
Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îñëàáëåííîé âåðñèåé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ñ âîãíóòîé

öåëåâîé ôóíêöèåé, ðàññìîòðåííîé â [3, 5]: â íèõ â óñëîâèè (2) òðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî, à ôóíê-
öèè ñòîèìîñòè íåîòðèöàòåëüíûå è âîãíóòûå. Íàõîæäåíèå ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è â ïîñòàíîâêå èç [5] ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé äàæå ïðè îäíîì ïîòðåáèòåëå, õîòÿ
ñóùåñòâóåò ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé òî÷íûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ [3]. Êàê áóäåò ïîêàçàíî
íèæå, îñëàáëåííàÿ âåðñèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò áîëüøå âîçìîæíîñòåé äëÿ ïðèáëèæåíèÿ
è â ñâÿçè ñ ýòèì áîëåå èíòåðåñíà.

Çàäà÷à (1)�(4) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, òàê êàê îíà ñîäåðæèò çàäà÷ó î ðþêçàêå êàê ÷àñò-
íûé ñëó÷àé. Êðîìå òîãî, ñâåäåíèå çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî îãðàíè÷åíèÿì (2)�(4), ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé äà-
æå â ñëó÷àå m = 2. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàçáèåíèÿ êàê çàäà÷ó ðàñïîçíàâà-
íèÿ: ìîæíî ëè ðàçáèòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {p1, p2, . . . , pN} íà äâà ïîäìíîæå-

ñòâà ñ ðàâíûìè ñóììàìè? Åñëè ñóììà
N∑

i=1
pi íå÷åòíà, òî îòâåò, î÷åâèäíî, îòðèöàòåëüíûé.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîëîæèì m = 2, n = N, mi1 = mi2 = Mi = pi, 1 ≤ i ≤ N è

A1 = A2 = 1
2

N∑
i=1

pi. Ïðè ýòîì ñèñòåìà (2)�(4) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðå-
áóåìîå ðàçáèåíèå ñóùåñòâóåò.

Ïîä ρ-ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì áóäåì ïîíèìàòü àëãîðèòì, íàõîäÿùèé ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå, ñòîèìîñòü êîòîðîãî íå áîëåå ÷åì â ρ ðàç ïðåâûøàåò ñòîèìîñòü îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ (åñëè çàäà÷à ðàçðåøèìà). Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå áóäåì íàçûâàòü ρ-
ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì.

Ïîä âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé (FPTAS) áóäåì ïîíèìàòü ñå-
ìåéñòâî (1 + ε)-ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ïðè âñåâîçìîæíûõ ε > 0 ñ âðåìåííîé ñëîæíî-
ñòüþ, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåé îò äëèíû âõîäà çàäà÷è è îò 1/ε.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ñòàòüè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå (òåîðåìû 1 è 2).

Òåîðåìà 1 Â ñëó÷àå m = 1 ñóùåñòâóåò âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõå-

ìà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4) ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(n3/ε + n2).

Òåîðåìà 2 Çàäà÷à (1)�(4) è çàäà÷à íàõîæäåíèÿ p(n,m)-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ëþ-

áîì ïîëèíîìå p(n,m) ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè â

ñèëüíîì ñìûñëå.

Çäåñü è äàëåå â îöåíêàõ òðóäîåìêîñòè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ïîäðàçóìåâàåòñÿ âû-
÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìàøèíû RAM ñ ïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì ê ïàìÿòè, êîãäà ñòàí-
äàðòíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè èìåþò êîíñòàíòíóþ äëèòåëüíîñòü (ñì., íàïðèìåð, [1]).
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Âñå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ íàä ÷èñëàìè ñ äëèíîé çàïèñè, îãðàíè÷åííîé
ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäà â ìîäåëè ìàøèíû Òüþðèíãà. Ïîýòîìó ïðåäëîæåííûå àëãîðèò-
ìû èìåþò ïîëèíîìèàëüíóþ âðåìåííóþ ñëîæíîñòü è â ýòîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé.

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé çàäà÷ó (1)�(4) ïðè m = 1 çàïèøåì â áîëåå êîìïàêòíîì
âèäå:

íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè

n∑
i=1

ki(xi), (5)

ïðè óñëîâèÿõ
n∑

i=1

xi ≥ A, (6)

xi ∈ {0} ∪ [mi, Mi], 1 ≤ i ≤ n. (7)

Ñòîèìîñòü äîñòàâêè

ki(xi) =

 0, åñëè xi = 0;
ai + bixi, åñëè xi > 0,

(8)

ãäå ai ≥ 0 è bi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n.
×òîáû ïîëó÷èòü FPTAS äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�(8), ñíà÷àëà ïîñòðîèì ýôôåêòèâíûé

æàäíûé 2-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì, à çàòåì ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, îñíîâàí-
íûé íà äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Ýòîò ïîäõîä àíàëîãè÷åí ïîäõîäó, ïðèìåíåííî-
ìó ê çàäà÷å î ðþêçàêå íà ìèíèìóì [2]. Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2.

Â [4] äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è áûëà òàêæå ïîñòðîåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àï-
ïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà, êîòîðàÿ ãîäèòñÿ äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà öåëåâûõ ôóíêöèé è
îñíîâàíà íà ïîäõîäå, ïîäðîáíî èçëîæåííîì â [7]. Â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å (5)�(8) ýòà ñõå-
ìà èìååò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü O((n/ε)2 log2(nkmax) log2(kmax)), ãäå kmax = max

i=1,...,n
ki(Mi).

Åäèíñòâåííîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ai + bi, i = 1, 2, . . . , n áûëè
îòäåëåíû îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, îáùåé äëÿ âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷. Êàê
âèäíî, ïî âåëè÷èíå 1/ε cõåìà [4] èìååò á�îëüøóþ òðóäîåìêîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìîé,
ðàññìîòðåííîé â òåîðåìå 1, è âðåìÿ åå ðàáîòû çàâèñèò îò ÷èñëîâîãî âõîäíîãî ïàðàìåòðà
kmax äàæå â ìîäåëè âû÷èñëåíèé RAM.

1 2-ïðèáëèæåííûé æàäíûé àëãîðèòì

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñÿ æàäíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ áîëåå îáùåé çàäà÷è âèäà
(5)�(7), â êîòîðîé ñòîèìîñòè äîñòàâêè ki(xi), 1 ≤ i ≤ n çàäàíû ôóíêöèÿìè

ki(xi) =

 0, åñëè xi = 0;
ai + gi(xi), åñëè xi > 0,

(9)
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ãäå ai ≥ 0 ïðè ëþáîì i, à gi(xi) � âîãíóòàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðè
xi ∈ [0, Mi]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y = (yj) ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, íàéäåííîå æàäíûì àëãîðèò-
ìîì; L � òåêóùåå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, êîòîðîå åùå íåîáõîäèìî äîñòàâèòü ïîòðåáèòåëþ.

Æàäíûé àëãîðèòì.

Øàã 1. Ïîëîæèòü yk := 0, k = 1, 2, . . . , n.
Øàã 2. Ïîëîæèòü L := A−

n∑
k=1

yk è âûáðàòü òàêîå j ∈ {1, 2, . . . , n}, ÷òî yj = 0 è

kj(min{max{L, mj}, Mj})
min{L, Mj}

≤ ks(min{max{L, ms}, Ms})
min{L, Ms}

(10)

äëÿ âñåõ s òàêèõ, ÷òî ys = 0.
Åñëè yj > 0 äëÿ âñåõ j, òî Êîíåö
Øàã 3. Ïîëîæèòü yj := min{max{L, mj}, Mj}.
Øàã 4. Åñëè L− yj > 0, ïåðåéòè íà øàã 2.
Êîíåö.

Åñëè ïîñëå îñòàíîâêè àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
n∑

k=1
yk < A, òî çàäà÷à íå

èìååò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ïóñòü Tg � âåðõíÿÿ ãðàíèöà âðåìåííîé ñëîæíîñòè âû÷èñëå-
íèÿ ôóíêöèè gi(xi) ïðè âñåõ i è xi. Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà
òðåáóåòñÿ O(n2Tg) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Òåîðåìà 3 Äëÿ çàäà÷è (5)�(7), (9) æàäíûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ 2-ïðèáëèæåííûì àëãî-

ðèòìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî íà øàãå 3 ïåðåìåííàÿ yj ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Mj íà
âñåõ èòåðàöèÿõ, êðîìå ïîñëåäíåé; íà íåé yj ðàâíà L èëè mj (çäåñü è íèæå ïîä L ïîíèìàåòñÿ
çíà÷åíèå ïðåìåííîé L, êîòîðîå îíà ïðèíèìàåò ïî îêîí÷àíèè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà). Íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïåðåíóìåðóåì êîîðäèíàòû
ðåøåíèÿ òàê, ÷òî ïðè íåêîòîðîì i âûïîëíåíî ðàâåíñòâî yj = Mj ïðè âñåõ j ≤ i; yi+1 < Mi+1

è yj = 0 ïðè âñåõ j > i + 1.
Ïóñòü f ∗ � ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�(7), (9). Ïîëîæèì

h(x) =
n∑

j=1

(aj + gj(Mj))xj

Mj

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè h(x) íà ìíîæåñòâå, çàäàâàåìîì îãðàíè÷åíè-
ÿìè (6)�(7). Ðàññìàòðèâàÿ îïòèìóì x̂ ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè äàííîé çàäà÷è, ò. å. çàäà÷è, â
êîòîðîé (7) çàìåíåíî íà 0 ≤ xj ≤ Mj, 1 ≤ j ≤ n, çàêëþ÷àåì, ÷òî

h(x̂) ≥
i∑

j=1

aj + gj(Mj) =
i∑

j=1

kj(Mj).

Ïî îïðåäåëåíèþ h(x) èìååì h(x) ≤ f(x) äëÿ ëþáîãî x, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (6)�
(7). Òàêèì îáðàçîì,

f ∗ ≥
i∑

j=1

kj(Mj).

4



Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè yi+1 = 0 (ò. å. L = Mi íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè æàäíîãî àëãîðèòìà),
òî y � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Òåïåðü óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî åñëè yi+1 > 0, òî f ∗ ≥ ki+1(yi+1). Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå z òàêîå, ÷òî

n∑
j=1

kj(zj) < ki+1(yi+1). (11)

Òàê êàê L = A−
i∑

k=1
Mk, òî ∑

s>i

zs ≥ A−
∑
j≤i

zj ≥ L. (12)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (11) íà L/ki+1(yi+1) è óáèðàÿ ïåðâûå i ñëàãàåìûõ, ïîëó-
÷àåì ∑

s>i

Lks(zs)

ki+1(yi+1)
< L. (13)

Æàäíîå ïðàâèëî (10), ïðèìåíåííîå íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè, ïðè âñåõ s > i îáåñïå÷èâàåò
íåðàâåíñòâî

ki+1(yi+1)

L
=

ki+1(yi+1)

min{L, Mi+1}
≤ ks(min{max{L, ms}, Ms})

min{L, Ms}
. (14)

Òàêèì îáðàçîì, èç (13) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

∑
s>i

min{L, Ms}ks(zs)

ks(min{max{L, ms}, Ms})
< L. (15)

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå ýòîé ñóììû ñ zs > 0. Åñëè L < ms, òî èç (14) èìååì ks(ms)/L ≥
ki+1(yi+1)/L, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó ks(zs) < ki+1(yi+1), ïîëó÷åííîìó èç (11). Òàêèì
îáðàçîì, ñëàãàåìûå ñ L < ms îòñóòñòâóþò â (15).

Åñëè ms ≤ L ≤ Ms, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå â (15) ïðèíèìàþò âèä Lks(zs)/ks(L).
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

(a) zs ≥ L. Òàê êàê ks(x) íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî ks(zs) ≥ ks(L). Èç (14) èìååì
ks(L) ≥ ki+1(yi+1). Ñëåäîâàòåëüíî, ks(zs) ≥ ki+1(yi+1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (11). Ïîýòîìó
ñëàãàåìûå ñ zs ≥ L òàêæå îòñóòñòâóþò â (15).

(b) zs < L. Èç âîãíóòîñòè ôóíêöèè ks ñëåäóåò, ÷òî Lks(zs)/ks(L) ≥ zs.

Íàêîíåö, åñëè L > Ms, ñëàãàåìûå â (15) ïðåâðàùàþòñÿ â Msks(zs)/ks(Ms), è â ñèëó
âîãíóòîñòè ôóíêöèè ks èìååì Msks(zs)/ks(Ms) ≥ zs. Ñëåäîâàòåëüíî,

∑
s>i

zs ≤
∑
s>i

min{L, Ms}ks(zs)

ks(min{max{L, ms}, Ms})
, (16)

è èç (15) è (16) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
∑
s>i

zs < L, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (12). Òàêèì îáðàçîì,

f ∗ ≥ ki+1(yi+1) è

2f ∗ ≥
i∑

j=1

kj(Mj) + ki+1(yi+1).

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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2 Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé òî÷íûé àëãîðèòì

Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

Ëåììà 1 Ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à (5)�(8) èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå z ∈ Zn, ãäå zi ∈
{0, mi, Mi} ïðè âñåõ 1 ≤ i ≤ n êðîìå, ìîæåò áûòü, îäíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ y ñî ñâîéñòâàìè, óêà-
çàííûìè â ôîðìóëèðîâêå ëåììû, êðîìå ñâîéñòâà öåëî÷èñëåííîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x �
íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(8), è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà i, j, 1 ≤ i, j ≤ n,
÷òî mi < xi < Mi, mj < xj < Mj è bi ≤ bj. Ïîëîæèì δ = min{Mi−xi, xj −mj}, yi = xi + δ è
yj = xj − δ; îñòàëüíûå æå êîîðäèíàòû ðåøåíèé y è x ñîâïàäàþò. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî y òàê-
æå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(8), è yi = Mi ëèáî yj = mj. Òàê êàê âñå ïàðàìåòðû
çàäà÷è öåëî÷èñëåííûå, òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà íåöåëî÷èñëåííàÿ êîîðäèíàòà
â ðåøåíèè y. Ïóñòü ýòî áóäåò yi. Òîãäà, ïîëàãàÿ z = (y1, . . . , yi−1, byic, yi+1, . . . , yn), ñíîâà
ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, òàê êàê A ∈ Z è ki(xi) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ëåììà 1
äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (5)�(8) ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì:

xi ∈ Z ïðè ëþáîì i, 1 ≤ i ≤ n. (17)

Â ñèëó ëåììû 1 óñëîâèå (17) íå èñêëþ÷àåò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â (5)�(8). Â ñëåäóþ-
ùåì ïàðàãðàôå äëÿ ïîñòðîåíèÿ FPTAS áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ïåðåôîð-
ìóëèðîâêó çàäà÷è (5)�(8), (17):

íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè
n∑

i=1

(αiui + βivi), (18)

ïðè óñëîâèè
n∑

i=1

(miui + (Mi −mi)vi) ≥ A, (19)

vi ≤ ui, i = 1, 2, . . . , n, (20)

ui ∈ {0, 1}, vi ∈
{
0,

1

Mi −mi

,
2

Mi −mi

, . . . , 1
}

, 1 ≤ i ≤ n. (21)

Ïàðàìåòðû çàäà÷è ïðåäïîëàãàþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè è íåîòðèöàòåëüíûìè. Çàìåòèì,
÷òî òåïåðü çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ çàêëþ÷åíû ìåæäó 0 è 1, è èñõîäíàÿ çàäà÷à (5)�(8),
(17) ïðèíèìàåò ôîðìó (18)�(21) ïðè

αi = ai + bimi, βi = bi(Mi −mi), xi = uimi + (Mi −mi)vi, 1 ≤ i ≤ n.

Ðàäè êðàòêîñòè ïîëîæèì

γ(u, v) =
n∑

i=1

(αiui + βivi)
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è
w(u, v) =

n∑
i=1

(miui + (Mi −mi)vi).

Öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òàêæå âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, îòëè÷àþùóþñÿ îò çàäà÷è
(18)�(21) ëèøü òåì, ÷òî óñëîâèå (21) íàäî çàìåíèòü íà óñëîâèå

ui ∈ {0, 1}, vi ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ n, (22)

ò. å. ðàçìåð ïîñòàâêè ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî êðàéíèå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü U � âåðõíÿÿ
ãðàíèöà öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (18)�(20), (22). Äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . , n è êàæäîãî
c = 0, 1 . . . , U îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

S(k, c) = argmax
u,v∈{0,1}n

{w(u, v) | γ(u, v) = c, ui = vi = 0 ïðè ëþáîì i > k} .

Äëÿ ëþáîé ïàðû (k, c) îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ(k, c). Åñëè S(k, c) 6= ø, òî ïîëîæèì ϕ(k, c) =

w(u, v), ãäå (u, v) ∈ S(k, c). Åñëè æå S(k, c) = ø, òî ϕ(k, c) = −∞. Òîãäà íà÷àëüíûé øàã
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(1, c) =


0, åñëè c = 0;

m1, åñëè c = α1;

M1, åñëè c = α1 + β1;

−∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êàæäûé øàã k = 2, 3, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

ϕ(k, c) =



ϕ(k − 1, c), åñëè c < αk;

max{ϕ(k − 1, c), mk + ϕ(k − 1, c− αk)},
åñëè c ≥ αk, c < αk + βk;

max{ϕ(k − 1, c), mk + ϕ(k − 1, c− αk), Mk + ϕ(k − 1, c− αk − βk)},
åñëè c ≥ αk + βk.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè γ′ � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (18)�(20), (22)
è γ′ ≤ U , òî γ′ = min{c|ϕ(n, c) ≥ A} è ìíîæåñòâî S(n, γ′) ñîäåðæèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
(èëè ðåøåíèÿ) ýòîé çàäà÷è.

Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 1, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18)�(21) äîñòàòî÷íî èñêàòü òîëüêî îäíó
ïåðåìåííóþ vj â ìíîæåñòâå {0, 1

Mj−mj
, 2

Mj−mj
, . . . , 1} ñ uj = 1, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå

ïåðåìåííûå îïòèìèçèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé âûøå ñõåìû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Òàêàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè êàæäîì j = 1, 2, . . . , n, è èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé
âûáèðàåòñÿ ëó÷øåå.

Ïðåäïîëîæèì, íàì äàíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà UB ≥ γ∗, ãäå γ∗ � ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (18)�(21). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 1.

Ïóñòü γ̃ = UB.
Äëÿ j = 1 äî n:
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1. Ïðèìåíèòü ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ U = UB ê çàäà÷å (18)�(20),
(22), ãäå mj = Mj = 0.

2. Çàïîìíèòü çíà÷åíèÿ ϕj(n, c), 0 ≤ c ≤ UB è ïðåäñòàâèòåëåé (u(0), v(0)), . . . , (u(UB), v(UB))

ìíîæåñòâ ðåøåíèé S(n, 0), . . . , S(n, UB). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî c ìíîæåñòâî S(n, c) ïó-
ñòî, òî (u(c), v(c)) ïðîèçâîëüíî.

3. Äëÿ c = 0, 1, . . . , UB âûïîëíèòü:

Åñëè A ≤ ϕj(n, c) è c ≤ γ̃, òî îáíîâèòü γ̃ := c, ũ := u(c), ṽ := v(c).

Åñëè ϕj(n, c) < A < mj + ϕj(n, c) è c + αj ≤ γ̃, òî îáíîâèòü γ̃ := c + αj;
ũj := 1, ṽj := 0; ũi := u

(c)
i , ṽi := v

(c)
i , i 6= j.

Åñëè ϕj(n, c) + mj ≤ A ≤ ϕj(n, c) + Mj è c + αj + βj
A−mj−ϕj(n,c)

Mj−mj
≤ γ̃, òî îáíîâèòü

γ̃ := c + αj + βj
A−mj − ϕj(n, c)

Mj −mj

; ũj := 1, ṽj :=
A−mj − ϕj(n, c)

Mj −mj

;

ũi := u
(c)
i , ṽi := v

(c)
i , i 6= j.

Ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì (ũ, ṽ).

Òåîðåìà 4 Àëãîðèòì 1 ðåøàåò çàäà÷ó (18)�(21) çà O(n2UB) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâèëüíîñòü àëãîðèòìà ñëåäóåò èç ëåììû 1 è ñâîéñòâ ñõåìû äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îáñóæäåííîé âûøå (çàìåòèì, ÷òî U = UB âî âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷å íå èñêëþ÷àåò ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîìó).
Îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè î÷åâèäíà. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

3 Âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà

Ïðèìåíèì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îêðóãëåíèè âõîäíûõ äàííûõ (ñì., íàïðèìåð, [2, 6]),
÷òîáû ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòàëà ïîëèíîìèàëüíîé îò
äëèíû âõîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.Ïðåæäå âñåãî èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àé f ∗ = 0,
òàê êàê åãî ëåãêî îáíàðóæèòü, è â ýòîì ñëó÷àå íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó
ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∗ > 0.

Âçÿâ ñòîèìîñòü æàäíîãî 2-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çà âåðõíþþ ãðàíèöó UB∗ îïòèìóìà
çàäà÷è (5)�(8), ìû òàêæå ïîëó÷àåì åãî íèæíþþ ãðàíèöó LB∗ = UB∗/2 ≤ f ∗ (çàìåòèì,
÷òî LB∗ > 0, òàê êàê 0 < f ∗ ≤ UB∗).

Çàôèêñèðóåì ε, 0 < ε < 2 (åñëè ε ≥ 2, òî æàäíîå ðåøåíèå îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íóþ
òî÷íîñòü) è ïîëîæèì δ = max

{
εLB∗

2n
, 1

}
. Ïðèìåíèì àëãîðèòì 1 ê ïðèìåðó çàäà÷è (18)�(21)

ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ:

αi =

⌈
ai + bimi

δ

⌉
, βi =

⌈
Mi −mi

δ/bi

⌉
, UB =

UB∗

δ
+ 2n, 1 ≤ i ≤ n. (23)
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Âåðõíÿÿ ãðàíèöà UB ñïðàâåäëèâà, òàê êàê ñòîèìîñòü îïòèìóìà â (18)�(21) ñ αi, βi,
îïðåäåëåííûìè â (23), íå ïðåâûøàåò f ∗/δ + 2n. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè εLB∗

2n
> 1, òî

UB = 4n/ε+2n, â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå âñå ðàâíî èìååì UB ≤ 4n/ε + 2n. Òàêèì îáðàçîì,
â ñèëó òåîðåìû 4 âû÷èñëåíèÿ â àëãîðèòìå 1 è â æàäíîì àëãîðèòìå â ñóììå òðåáóþò
O(n3 1

ε
+ n2) îïåðàöèé.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå

x̃i = miũi + (Mi −mi)ṽi, 1 ≤ i ≤ n

åñòü (1 + ε)-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(8).
Â ñàìîì äåëå, åñëè δ = 1, òî x̃ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Åñëè δ > 1, òî ïîëîæèì

γ(x) = γ(u(x), v(x)), ãäå

u(x)i = sign xi, v(x)i =
xi −miu(x)i

Mi −mi

, 1 ≤ i ≤ n,

ò. å., γ(x) åñòü ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ u(x), v(x) â çàäà÷å (18)�(21). Ïóñòü x∗ � îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(8). Òîãäà

f(x∗)

δ
=

n∑
i=1

ai + bimi

δ
u(x∗)i +

n∑
i=1

bi(Mi −mi)

δ
v(x∗)i ≥

n∑
i=1

⌈
ai + bimi

δ

⌉
u(x∗)i+

+
n∑

i=1

⌈
bi(Mi −mi)

δ

⌉
v(x∗)i − 2n = γ(x∗)− 2n.

Òàêèì îáðàçîì, òàê êàê (ũ, ṽ) � îïòèìóì äëÿ (18)�(21), òî δγ(x̃) ≤ δγ(x∗) ≤ f ∗ + 2nδ è

|f(x̃)− f ∗|
f ∗ ≤ δγ(x̃)− f ∗

f ∗ ≤ 2nδ

LB∗ = ε.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

4 Ñëîæíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íåñêîëü-

êèõ ïîòðåáèòåëåé

Ïîêàæåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à (1)�(4) äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ñ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé
òî÷íîñòüþ NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó ðàñïîçíà-
âàíèÿ íàëè÷èÿ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ òðåáóåìîé ìîùíîñòè â ãðàôå G = (V, E) ñ ìíîæå-
ñòâîì âåðøèí V = {1, 2, . . . , s} è ìíîæåñòâîì ðåáåð E = {e1, e2, . . . , er}. Ïîäìíîæåñòâî
C ⊆ V íàçûâàåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì ãðàôà G, åñëè êàæäàÿ âåðøèíà èç V \C ñìåæ-
íà ïî êðàéíåé ìåðå ñ îäíîé âåðøèíîé èç C. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî
K, K < s îòâåòèòü íà âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè â ãðàôå G âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîùíîñòè
íå áîëåå K? Îáîçíà÷èì ÷åðåç degj ñòåïåíü âåðøèíû j.

Îïèøåì ñâåäåíèå çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè ãðàôà ê çàäà÷å (1)�(4). Êàæäûé âõîä
çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé ãðàô G = (V, E). Ïîñòàâèì

9



â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíàì ãðàôà G ïóíêòû ïîòðåáëåíèÿ, à ðåáðàì � ïóíêòû ïðîèçâîäñòâà
è ââåäåì äîïîëíèòåëüíûé ïóíêò ïðîèçâîäñòâà ñ íîìåðîì r + 1. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
n = r+1 è m = s. Â äàííîì ñâåäåíèè îòêðûòèå ïîñòàâîê îò ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà ñ íîìåðîì
r + 1 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âêëþ÷åíèþ âåðøèí â ïîêðûòèå. Ñïðîñ êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ
j ïîëîæèì ðàâíûì ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû: Aj = degj.

Äëÿ êàæäîãî ïîñòàâùèêà i, 1 ≤ i ≤ r íàçíà÷èì Mi = mij = 1, bij = 0 ïðè âñåõ j,
è ïóñòü aij = 0 äëÿ äâóõ åãî "âûäåëåííûõ" ïîòðåáèòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì
èíöèäåíòíûì ðåáðó ei â ãðàôå G. Äëÿ îñòàëüíûõ ïîòðåáèòåëåé j 6∈ ei ïîëàãàåì aij = Ω,
ãäå Ω > s � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé ïîñòàâùèê i, 1 ≤
i ≤ r ìîæåò îòïðàâèòü åäèíèöó ïðîäóêöèè ïî íóëåâîé öåíå òîëüêî îäíîìó èç ñâîèõ äâóõ
"âûäåëåííûõ" ïîòðåáèòåëåé. Äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòàâùèêà r + 1 ïîëîæèì mr+1,j =

s, ar+1,j = 1, br+1,j = 0 ïðè âñåõ j; Mr+1 = Ks.
Äàëåå ïîëó÷åííóþ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ñâîäèìîñòè çàäà÷ó î ïîñòàâêàõ áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç P (G).

Ëåììà 2 a) Åñëè G èìååò âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëåå K, òî îïòèìàëü-

íîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è î ïîñòàâêàõ P (G) íå ïðåâûøàåò K.

b) Åñëè çàäà÷à î ïîñòàâêàõ P (G) èìååò äîïóñòèìîå ðåøåíèå, ñòîèìîñòü êîòîðîãî ìåíü-

øå Ω, òî ñóùåñòâóåò âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G ìîùíîñòè íå áîëåå K.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ïóñòü äàíî âåðøèííîå ïîêðûòèå C ãðàôà G. Ïîëîæèì äëÿ êàæ-
äîãî j ðàçìåð ïîñòàâêè îò äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòàâùèêà ðàâíûì s, åñëè j ∈ C; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå xr+1,j = 0. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû x áûëî äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(4) äî-
ñòàòî÷íî äëÿ âñåõ i ≤ r è âñåõ j ïîëîæèòü xij = 1 ïðè j ∈ ei, j 6∈ C; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
xi,j = 0. Òàê êàê âñå ïîñòàâêè îò ïîñòàâùèêîâ i = 1, 2, . . . , r íàïðàâëåíû òîëüêî "âûäåëåí-
íûì" ïîòðåáèòåëÿì è ïîñòàâùèê r + 1 îáñëóæèâàåò íå áîëåå K êëèåíòîâ, òî f(r) ≤ K.

(b) Ïóñòü x � äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) è f(x) < Ω. Îáîçíà÷èì C(x) =

{j|xr+1,j > 0}. Çäåñü |C(x)| ≤ K, òàê êàê xr+1,j ≥ s äëÿ âñåõ j ∈ C(x), è xr+1,1+. . .+xr+1,n ≤
Mr+1 = Ks. Ïåðâûå r ïîñòàâùèêîâ ñíàáæàþò òîëüêî "âûäåëåííûõ" ïîòðåáèòåëåé, ïîýòîìó
C(x) � âåðøèííîå ïîêðûòèå, òàê êàê åñëè xr+1,u = 0 è xr+1,v = 0 äëÿ êàêîãî-ëèáî ðåáðà
ei = uv, òî

n∑
i=1

xiu +
n∑

i=1

xiv ≤ degu + degv − 1 < Au + Av,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2). Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü äàí ãðàô G è Ω = p(r, s)s. Ïðè ýòîì â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å î ïîñòàâêàõ P (G) âñå ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû îãðàíè÷åíû
íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè ãðàôà G.

Ïóñòü x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4), à x′ � åå p(r, s)-ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëåå K, òî ïî
óòâåðæäåíèþ (a) ëåììû 2 èìååì f(x∗) ≤ K, ñëåäîâàòåëüíî, f(x′) ≤ p(r, s)K < Ω. Ñ äðóãîé
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ñòîðîíû, åñëè f(x′) ≤ p(r, s)K, òî f(x∗) < Ω è ïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëåå K ñóùåñòâóåò
ïî óòâåðæäåíèþ (b) ëåììû 2.

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå p(n, m)-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x′ äëÿ çàäà÷è (1)�(4) ïîçâîëÿ-
åò îòâåòèòü íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òðåáóåìîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ïîëîæèòåëüíî,
åñëè f(x′) < Ω, è îòðèöàòåëüíî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ì. Þ. Êîâàëåâà, A. A. Êîëîêîëîâà è A. Â. Êîíîíîâà çà ïîëåçíûå
çàìå÷àíèÿ.
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