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Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàñïèñàíèé. Çàäàíî ìíîæåñòâî ðàáîò
V = {v1, . . . , vk}, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû íà åäèíñòâåííîì èìåþùåìñÿ óñòðîé-
ñòâå. Êàæäàÿ ðàáîòà v ∈ V õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ pv ∈ R+ (çäåñü R+ � ìíî-
æåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë). Ïðåðûâàíèå âûïîëíåíèÿ ðàáîò íå äîïóñ-
êàåòñÿ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè óñòðîéñòâî íå ìîæåò áûòü çàäåéñòâîâàíî áîëåå ÷åì
â îäíîé ðàáîòå. Ïðè ýòîì åñëè óñòðîéñòâî ïåðåêëþ÷àåòñÿ ñ îäíîé ðàáîòû íà äðóãóþ,
òî íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü ïåðåíàëàäêó. Ïóñòü svu ∈ R+ � äëèòåëüíîñòü ïåðåíàëàäêè ñ
ðàáîòû v íà ðàáîòó u äëÿ âñåõ v, u ∈ V , ãäå v 6= u (çäåñü è äàëåå R+ � ìíîæåñòâî íåîò-
ðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë). Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå, ìèíèìèçèðóþùåå
âðåìÿ çàâåðøåíèÿ âñåõ ðàáîò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç π = (π1, . . . , πk) ïåðåñòàíîâêó, îïðåäåëÿþùóþ ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ
ðàáîò, à èìåííî, πi � ðàáîòà, âûïîëíÿåìàÿ i-òîé ïî ñ÷åòó. Ïóñòü s(π) =

k−1∑
i=1

sπi,πi+1
. Òî-

ãäà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ïîèñêó òàêîé ïåðåñòàíîâêè π∗, ïðè êîòîðîé ìèíèìèçèðóåòñÿ
ñóììàðíàÿ äëèòåëüíîñòü ïåðåíàëàäêè s(π∗).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè [15] äàííàÿ çàäà÷à îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
1|svu|Cmax, è ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, òàê êàê ê íåé ïîëèíîìèàëüíî ñâî-
äèòñÿ NP-ïîëíàÿ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷à ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÓÒÜ [3].

∗Ýòî ïðåïðèíò Ñòàòüè, ïðèíÿòîé äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ â æóðíàëå ¾Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå
îïåðàöèé¿( c© Ñèáèðñêîå îòäåëåíèå ÐÀÍ, 2012 (ãîä), c© Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ
ÐÀÍ, 2012 (ãîä)).
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è ïîèñêà äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ çàäàííûõ ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé π1 è π2 òàêîé ïåðåñòàíîâêè π′, ïðè êîòîðîé
1) π′i = π1

i èëè π′i = π2
i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k;

2) π′ èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè s(π′) ñðåäè âñåõ ïåðåñòàíîâîê, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1).

Ïîèñê òàêîé ïåðåñòàíîâêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè è
âîçíèêàåò ïðè ïîèñêå íàèëó÷øåãî âîçìîæíîãî ðåçóëüòàòà îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà (ðå-
êîìáèíàöèè) â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ (ñì., íàïðèìåð, [14, 18]) äëÿ çàäà÷è 1|svu|Cmax.

Â ðàáîòå C. Cotta, E. Alba è J.M. Troya [12] èçó÷àëñÿ âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè îïòè-
ìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè èññëåäóåìîãî òèïà ê çàäà÷àì êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ïðè
ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé â ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå. Â ÷àñòíîñòè, ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì áûëî ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé îïòèìàëüíîé
ðåêîìáèíàöèè, ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè îïåðàòîðàìè êðîññèíãîâåðà, â ñî-
ñòàâå ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷è 3-ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ è çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
êîíâåéåðíîãî ðàñïèñàíèÿ (�ow shop). Â [5] àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ îä-
íîé çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ìíîãîïðîäóêòîâîãî ïðîèçâîäñòâà. Òåîðåòè÷åñêèé è
ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç èíûõ ôîðìóëèðîâîê çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè â
ñëó÷àÿõ, êîãäà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñîñòàâëÿþò ïåðåñòàíîâêè, ïðåäñòàâëåí
â ðàáîòàõ [4, 11, 19].

Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â § 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ À.È. Ñåð-
äþêîâà [9] ïîêàçàíà NP-òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå ïðåäñòàâëåííîé çàäà÷è îïòèìàëü-
íîé ðåêîìáèíàöèè. Â § 2 ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è, îñíîâàííûé
íà ïåðåáîðå ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â ñïåöèàëüíîì äâóäîëüíîì ãðàôå [9]. Äîêàçà-
íî, ÷òî äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ ïàð ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé òðóäîåìêîñòü äàííîãî àëãîðèòìà
ðàâíà O(k · ln(k)). Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

1. NP-òðóäíîñòü çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êðàò÷àéøåì ãàìèëüòîíîâîì ïóòè ñ ïðåäïèñàíèÿìè âåðøèí ñëå-
äóþùåãî âèäà. Çàäàí ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (X, U), ãäå X = {x1, . . . , xn} �
ìíîæåñòâî âåðøèí, U = {(x, y) : x, y ∈ X, x 6= y} � ìíîæåñòâî äóã, êîòîðûì ïðè-
ïèñàíû âåñà ρ(x, y) ∈ R+, (x, y) ∈ U . Òàêæå çàäàíà ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ (ïðåäïèñàíèé)
X i ⊆ X, i = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
C1: |X i| 6 2 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n;
C2: 1 6 |{i : x ∈ X i, i = 1, . . . , n}| 6 2 äëÿ âñåõ x ∈ X;
C3: åñëè x ∈ X i è x ∈ Xj, ãäå i 6= j, òî |X i| = |Xj| = 2, à åñëè x ∈ X i òîëüêî ïðè îäíîì
çíà÷åíèè i, òî |X i| = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé èç Xn = {1, . . . , n}
â X òàêèõ, ÷òî f(i) ∈ X i, i = 1, . . . , n, äëÿ ëþáîãî f ∈ F . Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå
îòîáðàæåíèå f ∗ ∈ F , ÷òî ρ(f ∗) = min

f∈F
ρ(f), ãäå ρ(f) =

n−1∑
i=1

ρ(f(i), f(i + 1)) äëÿ âñåõ f ∈ F .
Îáîçíà÷èì ýòó çàäà÷ó ÷åðåç I.

Äëÿ çàäà÷è I âñåãäà ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå f 1. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâî-
âàíèå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è I ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ñîâåðøåííîãî ïàðî-
ñî÷åòàíèÿ W â äâóäîëüíîì ãðàôå Ḡ = (Xn, X, Ū) ñ ðàâíûìè ïî ìîùíîñòè äîëÿìè
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âåðøèí Xn, X è ìíîæåñòâîì ðåáåð Ū = {(i, x) : i ∈ Xn, x ∈ X i}. Çàìåòèì, ÷òî åñ-
ëè ñòåïåíü âåðøèíû i ∈ Xn â ãðàôå Ḡ ðàâíà d (1 6 d 6 2), òî, ââèäó óñëîâèé C2 è
C3, ñòåïåíü âñåõ ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí òàêæå ðàâíà d. Òîãäà ñóùåñòâîâàíèå W ñëå-
äóåò èç òåîðåìû Ê¼íèãà-Õîëëà [1], òàê êàê äëÿ ëþáîãî Y ⊆ Xn èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî |Y | 6 |{x ∈ X : x ∈ X i, i ∈ Y }|.

Êðîìå òîãî, ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå W = {(1, x1), (2, x2), . . . , (n, xn)} ⊆ Ū ìî-
æåò áûòü íàéäåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ê¼íèãà-
Õîëëà [1]. Ïîëàãàÿ f 1(i) = xi, i = 1, . . . , n, ïîëó÷àåì äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è I.

ßñíî, ÷òî ïðè |X i| = 1, i = 1, . . . , n, çàäà÷à I òðèâèàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî èñêî-
ìîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ
çàäà÷è I íàéäåòñÿ i ∈ Xn òàêîå, ÷òî |X i| = 2. Òîãäà äëÿ ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò åùå
ïî êðàéíåé ìåðå îäíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå f 2, ãäå f 2(i) = X i\{f 1(i)}, åñëè |X i| = 2, è
f 2(i) = f 1(i) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, i = 1, . . . , n.

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíà-
öèè 1) � 2) äëÿ 1|svu|Cmax. Ïîêàæåì, ÷òî ê íåé ñâîäèòñÿ çàäà÷à I. Âåðøèíå xi ∈ X
ãðàôà G ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàáîòó vi, i = 1, . . . , n. Ïóñòü ÷èñëî ðàáîò k = n, äëè-
òåëüíîñòü ïåðåíàëàäêè sxy = ρ(x, y) äëÿ âñåõ x, y ∈ X, ãäå x 6= y. Ïîëàãàÿ π1 = f 1 è
π2 = f 2, ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü çàäà÷è I ê èññëåäóåìîé çàäà÷å. Ââèäó
ñâîéñòâ äàííîé ñâîäèìîñòè, èç NP-òðóäíîñòè â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è I áóäåò ñëåäîâàòü
NP-òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè 1) � 2).

À.È. Ñåðäþêîâûì [9] ïîêàçàíà NP-òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà
ñ ïðåäïèñàíèÿìè âåðøèí, â êîòîðîé ñèñòåìà ïðåäïèñàíèé äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òîëüêî
óñëîâèþ C1, è òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå îòîáðàæåíèå f̃ ∗, ÷òî ρ̃(f̃ ∗) = min

f∈F
ρ̃(f), ãäå ρ̃(f) =

n−1∑
i=1

ρ(f(i), f(i+1))+ρ(f(n), f(1)) äëÿ âñåõ f ∈ F . Îáîçíà÷èì ýòó çàäà÷ó ÷åðåç Ĩ. Äîêàæåì
NP-òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è I ñ ïîìîùüþ ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó ê íåé
çàäà÷è Ĩ.

Óòâåðæäåíèå 1 . Çàäà÷à I ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ñèñòåìû ïðåäïèñà-
íèé X i, i = 1, . . . , n, çàäà÷è Ĩ ìîæíî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ñèñòåìó ïðåäïèñàíèé,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì C1 � C3, èëè óñòàíîâèòü, ÷òî çàäà÷à Ĩ íå èìååò äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
1. Åñëè íàéäåòñÿ âåðøèíà x ∈ X òàêàÿ, ÷òî |{i ∈ Xn : x ∈ X i}| = 0, òî çàäà÷à Ĩ íåðàç-
ðåøèìà è ïðåîáðàçîâàíèÿ îêîí÷åíû.
2. Âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíóòñÿ òîëüêî äâóõýëåìåíò-
íûå ïðåäïèñàíèÿ. Íàõîäèì ïîäìíîæåñòâî X i = {x}, ò. å. |X i| = 1, è óäàëÿåì âåðøèíó x
èç äðóãèõ ïîäìíîæåñòâ, åå ñîäåðæàùèõ. Åñëè ïîñëå ýòîãî íàéäåòñÿ j òàêîå, ÷òî |Xj| = 0,
òî çàäà÷à Ĩ íåðàçðåøèìà è ïðåîáðàçîâàíèÿ îêîí÷åíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óäàëÿåì âåð-
øèíó x è ïîäìíîæåñòâî X i èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
3. Âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíóòñÿ òîëüêî âåðøèíû, ñî-
äåðæàùèåñÿ â äâóõ ïðåäïèñàíèÿõ, êàæäîå èç êîòîðûõ áóäåò äâóõýëåìåíòíûì. Íàõîäèì
âåðøèíó x, ñîäåðæàùóþñÿ òîëüêî â îäíîì ïîäìíîæåñòâå X i = {x, y}. Åñëè âåðøèíà y
òàêæå ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â X i, òî çàäà÷à Ĩ íåðàçðåøèìà è ïðåîáðàçîâàíèÿ îêîí÷åíû.
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì X i = {x}, è óäàëÿåì âåðøèíó x è ïîäìíîæåñòâî X i èç
äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

ßñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ äâóõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà è óäàëåííûå èç ðàññìîòðåíèÿ
îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà îáðàçóþò ñèñòåìó ïðåäïèñàíèé, ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé
è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì C1 � C3. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà ïðåäïè-
ñàíèé çàäà÷è Ĩ ïðèâåäåíà ê òàêîìó âèäó.

Òåïåðü ñâåäåì ïî Òüþðèíãó çàäà÷ó Ĩ ê çàäà÷å I. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãèïîòåòè÷åñêàÿ
ïîäïðîãðàììà S ðåøåíèÿ çàäà÷è I ñ ñèñòåìîé ïðåäïèñàíèé X̄ i, i = 1, . . . , n. Ïîñòðîèì
àëãîðèòì A, êîòîðûé áóäåò ðåøàòü çàäà÷ó Ĩ ñ ñèñòåìîé ïðåäïèñàíèé X i, i = 1, . . . , n,
èñïîëüçóÿ íå áîëåå ÷åòûðåõ ðàç ïîäïðîãðàììó S äëÿ çàäà÷ âèäà I, îáðàçóåìûõ ôèêñà-
öèåé â ïðåäïèñàíèÿõ X1 è Xn îäíîãî èç èõ ýëåìåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ôèêñàöèÿ
ìîæåò ïðèâåñòè ê íàðóøåíèþ óñëîâèÿ C3, òîãäà â àëãîðèòìå A ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà
ïðåäïèñàíèé ïðåîáðàçóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ åé ñèñòåìó ïðåäïèñàíèé, íî óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ óñëîâèÿì C1 � C3. Îïèøåì ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïî øàãàì.

Àëãîðèòì A
1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̃ ′ ëó÷øåå íàéäåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ĩ, à ÷åðåç ρ̃′ � çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè, åìó ñîîòâåòñòâóþùåå. Ïîëàãàåì ρ̃′ = +∞.
2. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ X1 âûïîëíÿåì øàãè 2.1-2.2:
2.1. Ïîëàãàåì X̃1 = {x}, X̃ i = X i, i = 2, . . . , n, è åñëè |X1| = 2, òî ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó
ïðåäïèñàíèé X̃ i, i = 1, . . . , n, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ íåå âûïîëíÿëîñü óñëîâèå C3.
Äëÿ ýòîãî íàõîäèì j 6= 1 òàêîå, ÷òî X̃j = {x, z}, è ïîëàãàåì X̃j = {z}. Äàëåå âûïîëíÿåì
àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ âåðøèíû z è ò. ä.
2.2. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû y ∈ X̃n âûïîëíÿåì øàãè 2.2.1-2.2.2:
2.2.1. Ïîëàãàåì X̄n = {y}, X̄ i = X̃ i, i = 1, . . . , n − 1, è åñëè |X̃n| = 2, òî ïðåîáðàçóåì
ñèñòåìó ïðåäïèñàíèé X̄ i, i = 1, . . . , n, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ íåå âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå C3, àíàëîãè÷íî øàãó 2.1.
2.2.2. Ðåøàåì ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó I ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà S. Ïóñòü f ∗ � ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è. Åñëè ρ(f ∗) + ρ(X̄n, X̄1) < ρ̃′, òî ïîëàãàåì ρ̃′ = ρ(f ∗) + ρ(X̄n, X̄1) è f̃ ′ = f ∗.

ßñíî, ÷òî ðåøåíèå f̃ ′, ïîëó÷åííîå àëãîðèòìîì A, áóäåò îïòèìàëüíûì äëÿ çàäà÷è Ĩ.
Òàê êàê |X1| 6 2 è |Xn| 6 2, à òðóäîåìêîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ïðåäïèñàíèé
ðàâíà O(n2), òî ñâîäèìîñòü ïîëèíîìèàëüíà. Èç ñâîéñòâ äàííîé ñâîäèìîñòè ñëåäóåò NP-
òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è I. Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1 . Çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè 1) � 2) äëÿ 1|svu|Cmax NP-òðóäíà â
ñèëüíîì ñìûñëå.

Îòìåòèì, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé ñëó÷àé çàäà÷è I (ãðàô G îðèåíòèðîâàííûé) ëåãêî
ñâîäèòñÿ ê íåîðèåíòèðîâàííîìó ïóòåì çàìåíû êàæäîé âåðøèíû òðåìÿ âåðøèíàìè (ñì.,
íàïðèìåð, [6]) è çàäàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ïðåäïèñàíèé X i, i = 1, . . . , n. Ïî-
ýòîìó çàäà÷à I â íåîðèåíòèðîâàííîì ñëó÷àå NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå, è èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2 . Çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè 1) � 2) äëÿ 1|svu = suv|Cmax NP-
òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå.
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2. Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè

Åñëè ðàáîòå vi ∈ V ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíó xi ∈ X ãðàôà G, i = 1, . . . , k;
ïîëîæèòü ÷èñëî âåðøèí n = k; âåñà äóã ρ(x, y) = sxy äëÿ âñåõ x, y ∈ X, ãäå x 6= y;
ïðåäïèñàíèÿ X i = {π1

i , π
2
i }, i = 1, . . . , k, òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è I

áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàòüñÿ íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è îï-
òèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè 1) � 2), ïðè÷åì îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
îïòèìàëüíîå.

Îïòèìàëüíîå îòîáðàæåíèå f ∗ ∈ F â çàäà÷å I ìîæíî íàéòè çà âðåìÿ O(2k) ïóòåì
ïåðåáîðà ðåøåíèé (ñðåäè êîòîðûõ áóäóò êàê äîïóñòèìûå, òàê è íåäîïóñòèìûå), ôîð-
ìèðóåìûõ âûáîðîì â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå ñèñòåìû ïðåäïèñàíèé îäíîãî èç åãî ýëå-
ìåíòîâ. Òàêóþ æå òðóäîåìêîñòü èìååò î÷åâèäíàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà M. Held è
R.M. Karp [17], èçâåñòíîãî äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Îäíàêî ìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå
ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è I, èñïîëüçóÿ ïîäõîä À.È. Ñåðäþêîâà [9],
ðàçðàáîòàííûé äëÿ îöåíêè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé â çàäà÷å Ĩ.

Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô Ḡ = (Xk, X, Ū), îïðåäåëåííûé â § 1. Çàìåòèì, ÷òî
ìåæäó ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ðåøåíèé F çàäà÷è I è ìíîæåñòâîì ñîâåðøåííûõ ïàðî-
ñî÷åòàíèé W â ãðàôå Ḡ ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ðåáðî (i, x) ∈ Ū íàçîâåì îñîáûì, åñëè (i, x) ïðèíàäëåæèò ëþáîìó ñîâåðøåííîìó ïà-
ðîñî÷åòàíèþ â ãðàôå Ḡ. Ïîìå÷åííûìè áóäåì íàçûâàòü âåðøèíû ãðàôà Ḡ, èíöèíäåíòíûå
îñîáûì ðåáðàì. Ïîä áëîêîì â ãðàôå Ḡ áóäåì ïîíèìàòü ìàêñèìàëüíûé äâóñâÿçíûé ïîä-
ãðàô [7], ñîäåðæàùèé íå ìåíåå äâóõ ðåáåð. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì áëîêå j ãðàôà Ḡ
ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû ðàâíà äâóì, j = 1, . . . , q(Ḡ), ãäå q(Ḡ) � ÷èñëî áëîêîâ â ãðàôå Ḡ.
Òîãäà ðåáðà (i, x) ∈ Ū òàêèå, ÷òî |X i| = 1, ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè è áëîêàì íå ïðèíàäëå-
æàò, à ðåáðà (i, x) ∈ Ū òàêèå, ÷òî |X i| = 2, ñîäåðæàòñÿ â áëîêàõ. Êðîìå òîãî, êàæäûé
áëîê j, j = 1, . . . , q(Ḡ), ãðàôà Ḡ èìååò ðîâíî äâà ìàêñèìàëüíûõ (ñîâåðøåííûõ) ïàðîñî-
÷åòàíèÿ, íàáîðû ðåáåð â êîòîðûõ ðàçëè÷íû, ïîýòîìó, íå ñîäåðæèò îñîáûõ ðåáåð. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ðåáðî (i, x) ∈ Ū ÿâëÿåòñÿ îñîáûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |X i| = 1, è
ëþáîå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå Ḡ âçàèìíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì
ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé (ïî îäíîìó èç êàæäîãî áëîêà) è ñîâîêóïíîñòüþ îñîáûõ
ðåáåð.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó I, â êîòîðîé n = k = 7 è ñèñòåìà ïðåäïèñàíèé èìååò
âèä: X1 = {x3, x7}, X2 = {x3, x7}, X3 = {x2}, X4 = {x5}, X5 = {x1, x4}, X6 = {x4, x6},
X7 = {x1, x6}. Ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîé çàäà÷å äâóäîëüíûé ãðàô Ḡ = (X7, X, Ū), åãî
îñîáûå ðåáðà è áëîêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Çäåñü ðåáðà êàæäîãî áëîêà, âûäåëåííûå
æèðíûì, îáðàçóþò îäíî ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå áëîêà, à îñòàëüíûå ðåáðà áëîêà �
âòîðîå.

Áëîêè â ãðàôå Ḡ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû çà âðåìÿ O(k), íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àë-
ãîðèòìà ¾ïîèñê â ãëóáèíó¿ [7]. Îñîáûå ðåáðà è ìàêñèìàëüíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ â áëîêàõ
íàõîäÿòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì çà âðåìÿ O(k).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è I ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì.
Ñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô Ḡ, îïðåäåëÿåì â íåì íàáîð îñîáûõ ðåáåð è áëîêîâ, à òàêæå
íàõîäèì ìàêñèìàëüíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ â áëîêàõ. Ïåðåáèðàåì âñå ñîâåðøåííûå ïàðîñî-
÷åòàíèÿ W ∈ W â ãðàôå Ḡ (ôîðìèðóÿ èõ èç ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé â áëîêàõ
è îñîáûõ ðåáåð). Êàæäîìó W ∈ W ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå f ∈ F è âû÷èñëÿåì ρ(f). Â
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð ãðàôà Ḡ = (X7, X, Ū), ñîäåðæàùåãî äâà îñîáûõ ðåáðà è äâà áëîêà.

ðåçóëüòàòå íàõîäèì f ∗ ∈ F òàêîå, ÷òî ρ(f ∗) = min
f∈F

ρ(f).

Ïîñêîëüêó |F | = |W| = 2q(Ḡ), òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëåííîãî àëãî-
ðèòìà ðàâíà O(k · 2q(Ḡ)), ïðè÷åì q(Ḡ) 6 bk

2
c è äàííàÿ îöåíêà äîñòèæèìà. Ðàññìîòðèì

ìîäèôèêàöèþ äàííîãî àëãîðèòìà, òðóäîåìêîñòü êîòîðîé ðàâíà O(q(Ḡ) · 2q(Ḡ)).
Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê ïåðåáîðó âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ìàêñèìàëüíûõ ïà-

ðîñî÷åòàíèé â áëîêàõ, ïðîâåäåì ïðåäâàðèòåëüíûå ïîäñ÷åòû, êîòîðûå ïîçâîëÿò óñêîðèòü
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè â ïðîöåññå ïåðåáîðà. Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü êîí-
òàêòîì ìåæäó áëîêîì j è áëîêîì j′ 6= j (èëè îñîáûì ðåáðîì) ïàðó âåðøèí (i, i+1) ëåâîé
äîëè ãðàôà Ḡ, ïðè÷åì îäíà èç ýòèõ äâóõ âåðøèí ïðèíàäëåæèò áëîêó j, à äðóãàÿ � áëî-
êó j′ (èëè îñîáîìó ðåáðó). Êîíòàêòîì âíóòðè áëîêà áóäåì íàçûâàòü ïàðó âåðøèí ëåâîé
äîëè áëîêà, åñëè èõ ïîðÿäêîâûå íîìåðà îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó. Äëÿ êàæäîãî áëîêà j,
j = 1, . . . , q(Ḡ), ïðîâåðèì íàëè÷èå êîíòàêòîâ âíóòðè áëîêà j, ìåæäó áëîêîì j è âñåìè
îñîáûìè ðåáðàìè, à òàêæå ìåæäó áëîêîì j è êàæäûì äðóãèì áëîêîì. Òðóäîåìêîñòü
ïðîâåðêè âñåõ âåðøèí â ëåâîé äîëå îäíîãî áëîêà íà íàëè÷èå êîíòàêòîâ åñòü O(k).

Êàæäîå èç äâóõ ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé w0,j è w1,j áëîêà j îïðåäåëÿåò íåêî-
òîðóþ äóãó ãðàôà G äëÿ ëþáîãî êîíòàêòà (i, i + 1) âíóòðè äàííîãî áëîêà è äëÿ ëþáîãî
êîíòàêòà áëîêà j ñ îñîáûìè ðåáðàìè. Ïðîñóììèðóåì âåñà äóã ãðàôà G ïî êîíòàêòàì
âíóòðè ýòîãî áëîêà è ïî âñåì êîíòàêòàì áëîêà j ñ îñîáûìè ðåáðàìè, è îáîçíà÷èì ïî-
ëó÷åííûå âåëè÷èíû äëÿ ïàðîñî÷åòàíèé w0,j è w1,j, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç P 0

j è P 1
j . Åñëè

áëîê j êîíòàêòèðóåò ñ áëîêîì j′ 6= j, òî êàæäàÿ êîìáèíàöèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòà-
íèé äàííûõ áëîêîâ îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ äóãó ãðàôà G äëÿ ëþáîãî êîíòàêòà (i, i + 1)
ìåæäó ýòèìè áëîêàìè. Ïðîñóììèðóåì âåñà äóã ãðàôà G ïî âñåì êîíòàêòàì ìåæäó áëî-
êàìè j è j′, è îáîçíà÷èì ÷åòûðå ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû ÷åðåç P

(0,0)
jj′ , P

(0,1)
jj′ , P

(1,0)
jj′ è P

(1,1)
jj′ .

Âûøåóêàçàííûå âåëè÷èíû âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî áëîêà, ïîýòîìó îáùàÿ òðóäî-
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åìêîñòü ïðåäâàðèòåëüíîé ïðîöåäóðû åñòü O(k · q(Ḡ)).
Ïîñëå ýòîãî ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé â

áëîêàõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîäà Ãðåÿ (ñì., íàïðèìåð, [8]) òàêèì îáðàçîì, ÷òî
êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ êîìáèíàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé çàìåíîé ìàêñèìàëüíîãî ïà-
ðîñî÷åòàíèÿ òîëüêî â îäíîì èç áëîêîâ. Ïóñòü äâîè÷íûé âåêòîð δ = (δ1, . . . , δq(Ḡ)) îïðåäå-
ëÿåò íàçíà÷åíèå ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé â áëîêàõ, à èìåííî, δj = 0, åñëè â áëîêå j
âûáðàíî ïàðîñî÷åòàíèå w0,j, è δj = 1, åñëè â áëîêå j âûáðàíî ïàðîñî÷åòàíèå w1,j. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäîìó âåêòîðó δ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ äîïóñòèìîå ðåøåíèå fδ

çàäà÷è I.
Åñëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò âåêòîðà δ̄ ê âåêòîðó δ, ïðè êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ ïà-

ðîñî÷åòàíèå â áëîêå j, òî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ρ(fδ) âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè ρ(fδ̄) ïî ôîðìóëå ρ(fδ) = ρ(fδ̄)−P

δ̄j

j +P
δj

j −
∑

j′∈A(j)

P
(δ̄j ,δ̄j′ )
jj′ +

∑
j′∈A(j)

P
(δj ,δj′ )
jj′ ,

ãäå A(j) � ìíîæåñòâî áëîêîâ, êîíòàêòèðóþùèõ ñ áëîêîì j. Ïîñêîëüêó |A(j)| 6 q(Ḡ), òî
ïåðåñ÷åò öåëåâîé ôóíêöèè òðåáóåò âðåìåíè O(q(Ḡ)), è îáùàÿ òðóäîåìêîñòü ïðåäñòàâ-
ëåííîé ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è I ðàâíà O(q(Ḡ) · 2q(Ḡ)).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè 1) � 2), êàê è çàäà÷à I, ìîæåò
áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ O(q(Ḡ) · 2q(Ḡ)). Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, äëÿ ¾ïî÷òè
âñåõ¿ ïàð ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî q(Ḡ) 6 1.1 · ln(k), ò. å. ¾ïî÷òè
âñå¿ èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè 1) � 2) ìîãóò áûòü ðåøåíû çà
âðåìÿ O(k · ln(k)), è, êðîìå òîãî, èìåþò íå áîëåå ÷åì k äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1 . [9] Ãðàô Ḡ = (Xk, X, Ū) íàçîâåì ¾õîðîøèì¿, åñëè
q(Ḡ) 6 1.1 · ln(k), è ¾ïëîõèì¿ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå 2 . Ïàðó ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé π1 è π2 â çàäà÷å îïòèìàëüíîé ðå-
êîìáèíàöèè 1) � 2) íàçîâåì ¾õîðîøåé¿, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé åé ãðàô Ḡ = (Xk, X, Ū)
ÿâëÿåòñÿ ¾õîðîøèì¿, è ¾ïëîõîé¿ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî êîíñòàíòû 1.1 â îïðåäåëåíèè 1 ìîæíî áûëî áû âûáðàòü ëþ-
áóþ äðóãóþ êîíñòàíòó, ðàâíóþ 1 + ε, ãäå ε ∈ (0, log2(e) − 1]. Ïðè ëþáîì òàêîì âûáîðå
êîíñòàíòû ε îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè çà âðå-
ìÿ O(k · ln(k)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç =̄k (<̄k) ìíîæåñòâî ¾õîðîøèõ¿ ãðàôîâ (ìíîæåñòâî ¾õîðîøèõ¿ ïàð
ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé), =̃k (<̃k) � ìíîæåñòâî ¾ïëîõèõ¿ ãðàôîâ (ìíîæåñòâî ¾ïëîõèõ¿
ïàð ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé). Ïîëîæèì =k = =̄k ∪ =̃k, <k = <̄k ∪ <̃k.

Òàêæå ââåäåì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:
Sl � ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, . . . , l}, íå ñîäåðæàùèõ öèêëîâ åäèíè÷íîé äëè-
íû;
S̄l � ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê èç Sl ñ ÷èñëîì öèêëîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèì 1.1 · ln(l).

Ïîëîæèì S̃l = Sl\S̄l. Èç ðåçóëüòàòîâ [9] ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 2 . |S̃l|/|S̄l| −→ 0 ïðè l →∞.

Èñïîëüçóÿ äàííîå óòâåðæäåíèå, äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3 . |<̄k|/|<k| −→ 1 ïðè k →∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Àíàëîãè÷íî [9] îöåíèì âåëè÷èíû |=̄k| è |=̃k|. Äëÿ ýòîãî ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêå σ ∈ Sl, l 6 k, ìíîæåñòâî äâóäîëüíûõ ãðà-
ôîâ =k(σ) ⊂ =k ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûäåëèì ïðîèçâîëüíûå k− l ðåáåð â êà÷åñòâå îñî-
áûõ. Íåïîìå÷åíûå âåðøèíû {i1, i2, . . . , il} ⊂ Xk ëåâîé äîëè, ãäå ij < ij+1, j = 1, . . . , l− 1,
ðàçîáüåì íà ξ(σ) áëîêîâ, ãäå ξ(σ) � ÷èñëî öèêëîâ â ïîäñòàíîâêå σ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû âåðøèíû ñ íîìåðàìè {it1 , it2 , . . . , itr} ïðèíàäëåæàëè îäíîìó áëîêó â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíòû (t1, t2, . . . , tr) ñîñòàâëÿþò öèêë â ïîäñòàíîâêå σ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí itj , itj+1

ñóùåñòâîâàëà ñìåæíàÿ ñ íèìè
âåðøèíà èç ïðàâîé ïðàâîé äîëè X ãðàôà, j = 1, . . . , r, itr+1 = it1 .

Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó σ =
(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

) ∈ S5, ñîäåðæàùóþ öèêëû c1 = (1, 2, 3) è
c2 = (4, 5). Äâà ïðèìåðà ãðàôîâ èç êëàññà =7(σ) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Çäåñü áëîê j
ñîîòâåòñòâóåò öèêëó cj, j = 1, 2.

Ðèñ. 2. Ïðèìåðû ãðàôîâ èç êëàññà =7(σ), ãäå σ =
(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

) ∈ S5.

Ñóùåñòâóåò k! ñïîñîáîâ âûáîðà ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ëåâîé è ïðàâîé äî-
ëåé, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ãðàôîâ èç êëàññà =k(σ), σ ∈ Sl, l 6 k, ðàâíî
|=k(σ)| = C l

k
k!

2ξ1(σ) , ãäå ξ1(σ) � ÷èñëî öèêëîâ äëèíû äâà â ïîäñòàíîâêå σ. Äåëåíèå íà
2ξ1(σ) îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî áëîêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî öèêëó äëèíû äâà â ïîä-
ñòàíîâêå σ, ñóùåñòâóåò äâà ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáà íóìåðàöèè âåðøèí åãî ïðàâîé äîëè.

Ïóñòü σ = c1c2 . . . cξ(σ) � ïîäñòàíîâêà èç ìíîæåñòâà Sl, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå öèêëîâ
ci, i = 1, . . . , ξ(σ), è cj � ïðîèçâîëüíûé öèêë ïîäñòàíîâêè σ, ñîäåðæàùèé íå ìåíåå òðåõ
ýëåìåíòîâ, 1 6 j 6 ξ(σ). Ïðåîáðàçóåì ïîäñòàíîâêó σ â σ1:

σ1 = c1c2 . . . cj−1c
−1
j cj+1 . . . cξ(σ) (1)

ïóòåì çàìåíû öèêëà cj íà îáðàòíûé. ßñíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà σ1 ïîðîæäàåò òî æå ìíî-
æåñòâî ãðàôîâ èç êëàññà =k, ÷òî è ïîäñòàíîâêà σ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ äâóõ
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ïîäñòàíîâîê σ1 è σ2 èç ìíîæåñòâà Sl, l 6 k, ïîðîæäàåìûå èìè ìíîæåñòâà ãðàôîâ èç
êëàññà =k ñîâïàäàþò, åñëè îäíó èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîé ïóòåì ïðèìåíåíèÿ
íåñêîëüêèõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (1), è íå ïåðåñåêàþòñÿ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êðîìå
òîãî, =k(σ

1) ∩ =k(σ
2) = Ø, åñëè σ1 ∈ Sl1 , σ2 ∈ Sl2 , l1 6= l2.

Åñëè σ ∈ S̄l, l 6 k, òî =k(σ) ⊆ =̄k, à åñëè σ ∈ S̃l, òî ïðè l < k íå èñêëþ÷àåòñÿ
âîçìîæíîñòü =k(σ) ⊆ =̄k. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, èìååì:

|=̄k| >
k∑

l=2

∑

σ∈S̄l

C l
k

k!

2ξ1(σ)2ξ(σ)−ξ1(σ)
=

k∑

l=2

∑

σ∈S̄l

C l
k

k!

2ξ(σ)
, (2)

|=̃k| 6
k∑

l=b1.1·ln(k)c

∑

σ∈S̃l

C l
k

k!

2ξ1(σ)2ξ(σ)−ξ1(σ)
=

k∑

l=b1.1·ln(k)c

∑

σ∈S̃l

C l
k

k!

2ξ(σ)
. (3)

2. Îöåíèì âåëè÷èíû |<̄k|, |<̃k|, è äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Íà-
ïîìíèì, ÷òî êàæäûé ãðàô Ḡ ∈ =k(σ), σ ∈ Sl, l 6 k, èìååò ξ(σ) áëîêîâ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç wj = {(i1, xi1), (i2, x

i2), . . . , (imj
, ximj )}, w̄j = {(i1, x̄i1), (i2, x̄

i2), . . . , (imj
, x̄imj )} ìàêñè-

ìàëüíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ, íà êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ ðåáðà áëîêà j ãðàôà Ḡ, j = 1, . . . , ξ(σ).
Òîãäà â ëþáîé çàäà÷å îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè 1) � 2), ïîðîæäàþùåé ãðàô Ḡ, ëèáî
π1

im = xim , π2
im = x̄im , m = 1, . . . , mj, ëèáî π1

im = x̄im , π2
im = xim , m = 1, . . . , mj, äëÿ âñåõ

j = 1, . . . , ξ(σ). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé äâóäîëüíûé ãðàô èç êëàññà =k(σ) ñîîòâåòñòâóåò
2ξ(σ) ïàðàì ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé â çàäà÷å îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè 1) � 2) (ïàðû
ðîäèòåëåé π1 = a, π2 = b è π1 = b, π2 = a ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè), òîãäà, ó÷èòûâàÿ (2)
è (3), ïîëó÷àåì:

|<̄k| >
k∑

l=2

∑

σ∈S̄l

C l
k

k!

2ξ(σ)
2ξ(σ) >

k∑

l=b1.1·ln(k)c
|S̄l|C l

kk!, (4)

|<̃k| 6
k∑

l=b1.1·ln(k)c

∑

σ∈S̃l

C l
k

k!

2ξ(σ)
2ξ(σ) =

k∑

l=b1.1·ln(k)c
|S̃l|C l

kk!. (5)

Òåïåðü, ïîëàãàÿ ψ(k) = max
l=b1.1·ln(k)c,...,k

|S̃l|/|S̄l| è ó÷èòûâàÿ (4), (5) è óòâåðæäåíèå 2,
èìååì

|<̃k|/|<̄k| 6 ψ(k) → 0 ïðè k →∞. (6)
Äàëåå ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç (6). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

3. Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ
1|svu|Cmax NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå, îäíàêî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ-
ïîòîìêà ñóùåñòâóåò áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì, ÷åì ìîäèôèêàöèÿ èçâåñòíîãî ìåòîäà äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà [17]. Êðîìå òîãî, òðóäîåì-
êîñòü äàííîãî àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíà äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ ïàð ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé.
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Òàêæå îòìåòèì óíèâåðñàëüíîñòü ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà â òîì ñìûñëå, ÷òî îí
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íå òîëüêî ïðè öåëåâîé ôóíêöèè, ìèíèìèçèðóþùåé îáùèé ìîìåíò
çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîò, íî è ïðè äðóãèõ êðèòåðèÿõ (ñì. ïðèìåðû â [10, 16, 19]).

×òî æå êàñàåòñÿ NP-òðóäíîñòè èññëåäóåìîé îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè, òî èç íåå
ñëåäóåò NP-òðóäíîñòü îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ïîäîáíîãî òèïà äëÿ áîëåå îáùèõ
çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé, êîãäà èìååòñÿ íåñêîëüêî óñòðîéñòâ, è êàæäàÿ ðàáîòà
ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì îäíî èëè íåñêîëüêî
óñòðîéñòâ [2, 5, 13]. Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ýêñïåðèìåíòàëüíîå
èññëåäîâàíèå ïðåäëîæåííîãî îïåðàòîðà îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè è åãî îáîáùåíèé â
ñîñòàâå ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ñ ïåðåíàëàäêàìè.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò àíîíèìíîãî ðåöåíçåíòà è À.Â. Êîíîíîâà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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On Complexity of Optimal Recombination for one Scheduling
Problem with Setup Times

A.V. Eremeev, J.V. Kovalenko

Abstract. Computational complexity of optimal recombination for one scheduling problem
with setup times is considered. Strong NP-hardness of this optimal recombination problem is proven
and an algorithm for its solution is proposed. The algorithm is shown to be polynomial for ¾almost
all¿ instances of the optimal recombination problem.

Keywords: scheduling, setup time, genetic algorithm, optimal recombination.
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