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Âî ìíîãèõ èçâåñòíûõ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìàõ äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè èñïîëüçóþòñÿ ýëèòíûå îñîáè,
êîòîðûå ãàðàíòèðîâàííî ñîõðàíÿþòñÿ â ïîïóëÿöèè ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà â ñèëó ñâîåãî ïðåèìóùåñòâà
ïî öåëåâîé ôóíêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè èìåþùèìèñÿ îñîáÿìè. Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî â æèâîé ïðèðîäå
ýëèòíûõ îñîáåé íå ñóùåñòâóåò, â ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìàõ ýëèòà îáåñïå÷èâàåò ïîñòîÿííîå ïðèñóòñòâèå
ðåêîðäíûõ ðåøåíèé â ïîïóëÿöèè è ïîçâîëÿåò èíòåíñèâíî èññëåäîâàòü ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà âáëèçè òàêèõ
ðåøåíèé. Òåì íå ìåíåå, èçâåñòíû ñåìåéñòâà çàäà÷, íà êîòîðûõ íàëè÷èå ýëèòíûõ îñîáåé çàòðóäíÿåò èññëå-
äîâàíèå íîâûõ îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, ïðåïÿòñòâóåò âûõîäó èç ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ è óâåëè-
÷èâàåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà. Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû
áåç ýëèòû, â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè òóðíèðíîé è ëèíåéíîé ðàíæèðóþùåé ñåëåêöèè, îêàçûâàþòñÿ
ýôôåêòèâíû íà ýòèõ çàäà÷àõ, îäíàêî òðåáóþò ïîäõîäÿùåé íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ñåëåêöèè è ìóòàöèè.

Îäèí èç ñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ ê àíàëèçó ýôôåêòèâíîñòè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ îñíîâûâàåòñÿ íà
ðàçáèåíèè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íà ïîäìíîæåñòâà (îáëàñòè óðîâíÿ), ïðîíóìåðîâàííûå â ïðåäïîëàãàåìîì
ïîðÿäêå ïîñåùåíèÿ èõ ïîïóëÿöèåé ÝÀ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ SparseLocalOptα,ε çà-
äà÷ ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà îáëàñòåé óðîâíÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå
íåñîãëàñîâàííîãî ïî öåëåâîé ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ ε-ðàçðåæåííûì ìíîæåñòâîì, à ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ãäå
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áîëüøå ÷åì â íåñîãëàñîâàííûõ îáëàñòÿõ óðîâíÿ, èìåþò ïëîòíîñòü íå ìåíåå α. Îñíîâ-
íûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âðåìåíè
ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà ýâîëþöèîííûìè àëãîðèòìàìè áåç ýëèòû, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ
çàäà÷ èç SparseLocalOptα,ε, ãäå ýëèòíûå ÝÀ íå ýôôåêòèâíû, ò.å. òðåáóþò ýêñïîíåíöèàëüíîãî â ñðåäíåì
âðåìåíè äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ áåç
ýëèòû íà áîëåå øèðîêîì êëàññå çàäà÷. Íàéäåíû çíà÷åíèÿ íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ýâîëþöèîííûõ
àëãîðèòìîâ ñ òóðíèðíîé è ëèíåéíîé ðàíæèðóþùåé ñåëåêöèåé, ïðè êîòîðûõ ãàðàíòèðóåòñÿ ïîëèíîìè-
àëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü âðåìåíè îïòèìèçàöèè äëÿ íåêîòîðûõ α è ε. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñåìåéñòâà çàäà÷ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ íà ãðàôàõ ¾çâåçäà¿, à òàêæå äåìîí-
ñòðèðóåòñÿ ïðåèìóùåñòâî ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ áåç ýëèòû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòåéøèì àëãîðèòìîì,
èñïîëüçóþùèì îäíó ýëèòíóþ îñîáü.
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Ââåäåíèå

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ (ÝÀ) ÿâëÿåòñÿ èìèòàöèÿ
ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè ê óñëîâèÿì îêðóæàþùåé
ñðåäû. Ïðè ýòîì îñîáè ñîîòâåòñòâóþò ïðîáíûì òî÷êàì â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé çàäà÷è
îïòèìèçàöèè (â äàííîé ñòàòüå ýòî {0, 1}n), à ïðèñïîñîáëåííîñòü îñîáåé îïðåäåëÿåò-
ñÿ çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè. Ïîñòðîåíèå íîâûõ ïðîáíûõ òî÷åê â ÝÀ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðîâ ìóòàöèè (îïåðàòîðû êðîññèíãîâåðà, èñïîëüçóåìûå â
ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ [20], çäåñü íå ðàññìàòðèâàþòñÿ). Â äàííîé ðàáîòå èññëåäó-
åòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ÝÀ ïðè ðåøåíèè áåçóñëîâíûõ çàäà÷ ïñåâäîáóëåâîé ìàêñèìèçàöèè
max{f(x) | x ∈ {0, 1}n}, èëè ìèíèìèçàöèè min{f(x) | x ∈ {0, 1}n}, ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
f : {0, 1}n → R. Îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ îïåðàòîðîâ ìóòàöèè â ñëó÷àå
òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ìóòàöèÿ [20], ïðè êîòîðîé êàæäûé áèò èìåþùåéñÿ
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ñòðîêè x ∈ {0, 1}n íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ
pm. Ïî óìîë÷àíèþ äàëåå áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ èìåííî ýòîò îïåðàòîð ìóòàöèè.

Îäíîé èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàáîòîñïîñîáíîñòè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè, ò. å. ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà, èñ÷èñëÿåìîå â êîëè÷åñòâå
âû÷èñëåíèé öåëåâîé ôóíêöèè [1;17]. Âî ìíîãèõ èçâåñòíûõ ÝÀ èñïîëüçóþòñÿ, òàê íàçû-
âàåìûå, ýëèòíûå îñîáè, ò. å. îñîáè, êîòîðûå ãàðàíòèðîâàííî ñîõðàíÿþòñÿ â ïîïóëÿöèè
â ñèëó ñâîåãî ïðåèìóùåñòâà ïî öåëåâîé ôóíêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè èìåþùèìèñÿ
îñîáÿìè [16].

Ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçàíî â [2;6;11], íà èçâåñòíûõ ñåìåéñòâàõ îäíîýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû áåç ýëèòíûõ îñîáåé â àñèìïòîòèêå íå óñòóïàþò
ÝÀ ñ ýëèòîé. Äàæå ïðè íàëè÷èè øóìà [10; 24] è äèíàìè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ öåëåâîé
ôóíêöèè [9;23] àëãîðèòìû áåç ýëèòû äîñòàòî÷íî óñïåøíî ñïðàâëÿþòñÿ ñ ýòèìè çàäà÷à-
ìè. Â [3] ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî ïðèìåðîâ Funnel è ïîêàçàíî, ÷òî ýëèòíûå àëãîðèòìû
(µ+λ) EA íà ýòîì ñåìåéñòâå èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìå-
íè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà, òîãäà êàê ÝÀ áåç ýëèòû ñ èñïîëüçîâàíèåì òóðíèðíîé
ñåëåêöèåé è ïîäõîäÿùåé èíòåíñèâíîñòè ìóòàöèè çàòðà÷èâàþò â ñðåäíåì ïîëèíîìèàëü-
íî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ [26], à òàêæå â òåîðèè ýâî-
ëþöèîííûõ âû÷èñëåíèé [12; 27], çà÷àñòóþ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ýëèòíûå îñîáè,
ò.ê. îíè îáåñïå÷èâàþò ïîñòîÿííîå ïðèñóòñòâèå ðåêîðäíûõ ðåøåíèé â ïîïóëÿöèè è ïîç-
âîëÿþò èíòåíñèâíî èññëåäîâàòü ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà âáëèçè òàêèõ ðåøåíèé. Êðîìå
òîãî, ÝÀ ñ ýëèòíûìè îñîáÿìè ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê íàñòðîéêå ïàðàìåòðîâ, îïðåäå-
ëÿþùèõ èíòåíñèâíîñòü ìóòàöèè è ñåëåêöèè [3]. Áîëåå òîãî, äåòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ
â [12] ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè (µ, λ)-ñåëåêöèè íà èçâåñòíîì ñåìåñòâå çàäà÷
ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè Jump ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû áåç ýëèòû íå ìîãóò èìåòü
êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ ïåðåä ÝÀ ñ ýëèòîé.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà, êàê è ïðåäøåñòâóþùàÿ åé ïóáëèêàöèÿ [4], ïðîäîëæàåò èññëå-
äîâàíèÿ ñâîéñòâ ÝÀ áåç ýëèòíûõ îñîáåé è ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåññèìèñòè÷åñêèå âûâîäû
èç [12] íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà âñå ÝÀ áåç ýëèòíûõ îñîáåé è âñå ìíîãîýêñòðåìàëüíûå
çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, â [4] áûëè âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
çàäà÷ ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ÝÀ áåç ýëèòû èìåþò ïðå-
èìóùåñòâà ïåðåä ýëèòíûìè ÝÀ. Ñ ýòîé öåëüþ áûë ââåäåí êëàññ çàäà÷ ïñåâäîáóëåâîé
îïòèìèçàöèè SparseLocalOptα,ε, â êîòîðûõ ïðè ïîäõîäÿùåì ðàçáèåíèè ïðîñòðàí-
ñòâà ðåøåíèé íà îáëàñòè óðîâíÿ, îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà îáëàñòåé óðîâíÿ, â íåêîòîðîì
ñìûñëå íå ñîãëàñîâàííîãî ïî öåëåâîé ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ ε-ðàçðåæåííûì. Ïðè ýòîì, ïà-
ðàìåòð α ∈ [0, 1] õàðàêòåðèçóåò ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
áîëüøå, ÷åì â íåñîãëàñîâàííûõ îáëàñòÿõ óðîâíÿ (ïîäðîáíå ñì. îïðåäåëåíèÿ 2�4 íèæå).

Â [4] ïîëó÷åíû ïîëèíîìèàëüíûå îòíîñèòåëüíî ðàçìåðíîñòè n ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
îöåíêè âðåìåíè îïòèìèçàöèè â òåðìèíàõ α è ε, ïîêàçûâàþùèå ýôôåêòèâíîñòü àëãî-
ðèòìîâ áåç ýëèòû íà êëàññå çàäà÷ SparseLocalOptα,ε ïðè ïîäõîäÿùèõ ïàðàìåòðàõ
ìóòàöèè è ñåëåêöèè (òóðíèðíàÿ ñåëåêöèÿ ñ ðàçìåðîì òóðíèðà k = 3 è ëèíåéíàÿ ðàí-
æèðóþùàÿ ñåëåêöèÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîêàçàíû ýêñïîíåíöèàëüíûå â õóäøåì ñëó÷àå
íèæíèå îöåíêè íà ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè äëÿ ýëèòíûõ ÝÀ, à èìåííî, ïîêàçàíî ÷òî
êëàññ çàäà÷ SparseLocalOptα,ε èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ýëèòíóþ ñòîæíîñòü îïòè-
ìèçàöèè ÷åðíîãî ÿùèêà (elitist black box complexity) â ñìûñëå [16] ïðè ëþáûõ êîíñòàí-
òàõ α > 0 è ε > 0. Ýòîò îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìíîãèå
èçâåñòíûå ýëèòíûå ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû, òàêèå êàê (µ+λ) EA ñî ñòàíäàðòíîé ìó-
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òàöèåé [16], íåäàâíî ïðåäëîæåííûå ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ñî ñòåïåííîé ìóòàöèåé [15],
ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ñî ñòàöèîíàðíîé ñõåìîé [26] îêàçûâàþòñÿ íåýôôåêòèâíûìè íà
êëàññàõ çàäà÷ SparseLocalOptα,ε äàæå ïðè ìàëûõ (êîíñòàíòíûõ) çíà÷åíèÿõ ε.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ âåðõíÿÿ
îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà
ýâîëþöèîííûìè àëãîðèòìàìè áåç ýëèòû, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ çàäà÷ èç SparseLocalOptα,ε,
ãäå ýëèòíûå ÝÀ íå ýôôåêòèâíû. Â ýòîé îöåíêå, ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêîé èç [4], íà ïî-
ðÿäîê ñíèæåíà çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî èíòåíñèâíîñòü ñåëåêöèè
â ÝÀ. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ áåç ýëèòû íà
áîëåå øèðîêîì êëàññå çàäà÷. Äëÿ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ òóðíèðíîé è ëèíåéíîé
ðàíæèðóþùåé ñåëåêöèåé ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëèíîìèàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè
ñðåäíåãî âðåìåíè îïòèìèçàöèè äëÿ íåêîòîðûõ α è ε ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ íàñòðà-
èâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Îáñóæäàåòñÿ âçàèìîñâÿçü ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ â çàäà÷àõ ïñåâ-
äîáóëåâîé îïòèìèçàöèè ñ îáëàñòÿìè, ãäå èìååòñÿ íåñîãëàñîâàííîñòü îáëàñòåé óðîâíÿ ïî
öåëåâîé ôóíêöèè. Óñòðàíåíû ïðîïóñêè äîêàçàòåëüñòâ è íåêîòîðûå íåòî÷íîñòè â ôîð-
ìóëèðîâêàõ, èìåþùèåñÿ â ðàáîòå [4], ïðåäñòàâëåííîé â òðóäàõ êîíôåðåíöèè GECCO'21.

1. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ïîëàãàåì [n] :=
{1, . . . , n}. Ñêîáêà Àéâåðñîíà èìååò âèä [·]. Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà îáîçíà÷àåòñÿ H(·, ·).
Ñôåðà Õýììèíãà ðàäèóñà r ∈ [n] ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ {0, 1}n îïðåäåëÿåòñÿ êàê
Sr(x) := {y ∈ {0, 1}n | H(x, y) = r} . Î÷åâèäíî, |Sr(x)| = Cr

n. Äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí, ñâÿçàííîãî ñ íåîãðàíè÷åííûì ðîñòîì ðàçìåðíîñòè n, áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ O(·) è Ω(·). Êðîìå òîãî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ îò n ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì îò n,
îãðàíè÷èâàþùèé åå ñâåðõó. Ïðè ââîäå íîâûõ îáîçíà÷åíèé â ôîðìóëàõ èñïîëüçóåòñÿ
ñèìâîë :=, è äâîåòî÷èå íàõîäèòñÿ ñî ñòîðîíû îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíû.

Ðåøåíèå x ∈ {0, 1}n ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì îïòèìóìîì â îêðåñòíîñòè, ïîðîæäåííîé
ìåòðèêîé Õýììèíãà ñ ðàäèóñîì d, åñëè f(x) ≥ max{f(y) : y ∈ {0, 1}n,H(x, y) ≤ d} â ñëó-
÷àå çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè èëè f(x) ≤ min{f(y) | y ∈ {0, 1}n,H(x, y) ≤ d} â ñëó÷àå çàäà÷
ìèíèìèçàöèè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàññîâûå çàäà÷è ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè: òà-
êàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåëåâûõ ôóíêöèé,
çàäàííûõ íà ñåìåéñòâå ïðîñòðàíñòâ ïîèñêà {0, 1}n ðàçìåðíîñòè n ïîñðåäñòâîì îðà-
êóëà, ñîîáùàþùåãî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè f(x) äëÿ ëþáîãî âûáðàííîãî ðåøå-
íèÿ x ∈ {0, 1}n. Äëÿ êðàòêîñòè äàëåå ñëîâî ¾ìàññîâàÿ¿ áóäåò îïóñêàòüñÿ. Öåëü èññëå-
äîâàíèÿ ñîñòîèò â îöåíêå àñèìïòîòèêè ñðåäíåãî âðåìåíè îïòèìèçàöèè ÝÀ äëÿ òàêèõ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè, êîãäà n íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.

Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ÝÀ çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü îïòèìèçàöèè
¾÷åðíîãî ÿùèêà¿ (black-box optimization scenario), ïðåäëîæåííàÿ â [17]: ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ÝÀ ïðèìåíÿåòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà àïðèîðè èçâåñòíî òîëüêî òî, ê êàêîé çàäà÷å
ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè îòíîñèòñÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f ò. å. èçâåñòíî, ÷òî f ïðèíàä-
ëåæèò íåêîòîðîìó èçâåñòíîìó ìíîæåñòâó ôóíêöèé F âèäà f : {0, 1}n → R (íàïðèìåð,
âñåõ îäíîýêñòðåìàëüíûõ ïñåâäîáóëåâûõ ôóíêöèé èëè âñåõ ïñåâäîáóëåâûõ ôóíêöèé èëè
âñåõ ôóíêöèé, ðàâíûõ êîíñòàíòå âñþäó, êðîìå åäèíñòâåííîé òî÷êè ãëîáàëüíîãî îïòèìó-
ìà) è èçâåñòíà ðàçìåðíîñòü n ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Äàëåå ÝÀ ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ
î ðåøàåìîé çàäà÷å èñêëþ÷èòåëüíî ïîñðåäñòâîì îáðàùåíèé ê îðàêóëó, âû÷èñëÿþùåìó
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çíà÷åíèÿ f(x) äëÿ ïðîáíûõ òî÷åê x, âûáèðàåìûõ â äàííîì àëãîðèòìå â ïðîöåññå åãî ðà-
áîòû. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì êîëè÷åñòâó
îáðàùåíèé ê îðàêóëó âû÷èñëåíèÿ f(x) äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â òî÷êó, íà êîòîðîé áóäåò
ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå f(x) = f ∗. Òàêàÿ ìîäåëü îïòèìèçàöèè ¾÷åðíîãî ÿùè-
êà¿ ñîîòâåòñòâóåò ïðàêòè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, àëãîðèòìîâ
ëîêàëüíîãî ïîèñêà, èìèòàöèè îòæèãà, ïîèñêà ñ çàïðåòàìè è äðóãèõ ìåòàýâðèñòèê, êî-
ãäà íàèáîëåå òðóäîåìêèì ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè, à íå âûáîð î÷åðåäíîé
ïðîáíîé òî÷êè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ èññëåäîâàíèÿõ ÝÀ (ñì., íàïðè-
ìåð, [4; 14; 19;22; 25]), áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä óðîâíåé, êîòîðûé îñíîâàí íà ðàçáè-
åíèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà íà ïîäìíîæåñòâà (îáëàñòè óðîâíÿ), ïðîíóìåðîâàííûå
â ïðåäïîëàãàåìîì ïîðÿäêå èõ ïîñåùåíèÿ ïîïóëÿöèåé ÝÀ. Êàê ïðàâèëî, îáëàñòè óðîâ-
íÿ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ñ ó÷åòîì çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ðåøå-
íèé. Íàïðèìåð, ïðè êàíîíè÷åñêîì ðàçáèåíèè íà óðîâíè [22], êàæäûé óðîâåíü ñîäåðæèò
òîëüêî ðåøåíèÿ x ñ ðàâíûìè çíà÷åíèÿìè f(x) è âñå óðîâíè ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå
óâåëè÷åíèÿ ¾êà÷åñòâà¿ ðåøåíèé. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà {0, 1}n ðàçáèòî íà m îá-
ëàñòåé óðîâíÿ A1, . . . , Am, òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ [m] îáîçíà÷èì Hj := ∪mi=jAi. Çäåñü è
äàëåå ðàçáèåíèå A1, . . . , Am çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè n è öåëåâîé ôóíêöèè f ∈ F , îäíà-
êî, äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè â îáîçíà÷åíèÿõ îáëàñòåé óðîâíÿ ýòî íå îòðàæàåòñÿ. Â ðàáîòå
ÝÀ èíôîðìàöèÿ î ðàçáèåíèè íà îáëàñòè óðîâíÿ íèêàê íå ó÷èòûâàåòñÿ, îíè èñïîëüçó-
þòñÿ òîëüêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê âðåìåíè îïòèìèçàöèè, ïîýòîìó îáëàñòè
óðîâíÿ çàäàþòñÿ ñ ó÷åòîì êîíêðåòíîé öåëåâîé ôóíêöèè f .

Ïîïóëÿöèåé áóäåì íàçûâàòü êîðòåæ P ∈ ({0, 1}n)λ, ãäå λ � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè,
à i-òàÿ îñîáü èç P îáîçíà÷àåòñÿ êàê P (i). Ïàðàìåòð λ çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè n. Äëÿ
ëþáîãî A ⊆ {0, 1}n îáîçíà÷èì ÷åðåç |P ∩ A| ÷èñëî îñîáåé P, ïðèíàäëåæàùèõ A, ò. å.
|P ∩ A| := |{i : P (i) ∈ A}|.

1.1. Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû áåç ýëèòíûõ îñîáåé

Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû áåç îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà è áåç ýëèòíûõ îñîáåé ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû îáùåé ñõåìîé àëãîðèòìà 1 (ñì., íàïðèìåð, [11]). Ïðè ïîñòðîåíèè
î÷åðåäíîé ïîïóëÿöèè Pt+1 íà îñíîâå èìåþùåéñÿ ïîïóëÿöèè Pt îïåðàòîðîì ñåëåêöèè
Sel(Pt) íåçàâèñèìî â ñîâîêóïíîñòè âûáèðàþòñÿ ðîäèòåëüñêèå ðåøåíèÿ, è êîïèè âûáðàí-
íûõ ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé ïîäâåðãàþòñÿ äåéñòâèþ ðàíäîìèçèðîâàííîãî îïåðàòîðà ìó-
òàöèèMut(x). Óêàçàííûå îïåðàòîðû ìîãóò èìåòü íåêîòîðûå íàñòðàèâàåìûå ïàðàìåòðû
(íàïðèìåð, ðàçìåð òóðíèðà, âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè), êîòîðûå ïîäàþòñÿ íà âõîä àëãîðèò-
ìà è íå ìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå åãî âûïîëíåíèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ íîìåðà
îñîáè â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Sel(Pt) îáîçíà÷èì ÷åðåç psel, à ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ îïåðàòîðîì ìóòàöèè Mut(x), îáîçíà÷èì pmut.
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Àëãîðèòì 1 ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì áåç ýëèòíûõ îñîáåé [11]

Âõîä: íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ P0 , íàñòðàèâàåìûå ïàðàìåòðû äëÿ îïåðàòîðîâ ñåëåêöèè
è ìóòàöèè, à òàêæå, óñëîâèå îñòàíîâêè.
1. Ïîëîæèòü t := 0.
Èòåðàöèÿ t:
2. Äëÿ êàæäîãî i îò 1 äî λ íåçàâèñèìî âûïîëíÿòü øàãè 2.1,2.2:
2.1. Ñåëåêöèÿ: âûáðàòü It(i) := Sel(Pt), ïîëîæèòü x := Pt(It(i)).
2.2. Ìóòàöèÿ: ïîñòðîèòü x′ := Mut(x), ïîëîæèòü Pt+1(i) := x′.
3. Ïîëîæèòü t := t+ 1.
4. Åñëè óñëîâèå îñòàíîâêè íå âûïîëíåíî, òî ïåðåéòè íà øàã 2, èíà÷å � íà øàã 5.
5. Ðåçóëüòàò: ëó÷øàÿ èç íàéäåííûõ îñîáåé çà âðåìÿ ðàáîòû ÝÀ.

Ïî óìîë÷àíèþ â àëãîðèòìå 1 èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð ñòàíäàðòíîé ìóòàöèè, â êî-
òîðîì âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè êàæäîãî êîíêðåòíîãî áèòà îïðåäåëÿåòñÿ íàñòðàèâàåìûì
ïàðàìåòðîì χ ∈ (0, n], òàê ÷òî pm = χ/n. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ {0, 1}n, âåðîÿòíîñòü
ïîëó÷åíèÿ x′ èç x åñòü (χ/n)H(x,x′) (1− χ/n)n−H(x,x′) . Ïàðàìåòð χ ìîæåò çàâèñåòü îò n
èëè áûòü êîíñòàíòîé.

Àëãîðèòì 1 ïðåäñòàâëåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî àëãîðèòìà 2. Äëÿ
àíàëèçà ýòîé ñõåìû ïðèìåíÿþòñÿ, òàê íàçûâàåìûå, òåîðåìû óðîâíåé (level-based
theorems) [2; 14].

Àëãîðèòì 2 ïîïóëÿöèîííîãî ïîèñêà [2]

Âõîä: íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ P0, óñëîâèå îñòàíîâêè è îòîáðàæåíèå D èç ({0, 1}n)λ â
ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé íàä {0, 1}n.
1. Ïîëîæèòü t := 0.
Èòåðàöèÿ t:
2. Äëÿ i îò 1 äî λ âûïîëíÿòü øàã 2.1:
2.1. Íåçàâèñèìî â ñîâîêóïíîñòè âûáðàòü Pt+1(i) ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ D(Pt).
3. Ïîëîæèòü t := t+ 1.
4. Åñëè óñëîâèå îñòàíîâêè íå âûïîëíåíî, òî ïåðåéòè íà øàã 2, èíà÷å � íà øàã 5.
5. Ðåçóëüòàò: ëó÷øàÿ èç íàéäåííûõ îñîáåé çà âðåìÿ ðàáîòû ÝÀ.

Ïðè èññëåäîâàíèè âðåìåíè îïòèìèçàöèè â òåîðèè ýâîëþöèîííûõ âû÷èñëåíèé ïðè-
íÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå îñòàíîâêè íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ýòî è â
äàííîé ðàáîòå.

1.2. Îïåðàòîðû ñåëåêöèè

Äëÿ õàðàêòåðèçàöèè îïåðàòîðîâ ñåëåêöèè â äàííîé ðàáîòå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùèé ïîäõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñîáè ïîïóëÿöèè P óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ
çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè â ñëó÷àå çàäà÷è íà ìàêñèìóì, ò. å. f(P (1)) ≥ f(P (2)) ≥
· · · ≥ f(P (λ)) èëè ïî âîçðàñòàíèþ öåëåâîé ôóíêöèè â ñëó÷àå çàäà÷è íà ìèíèìóì. Ïðè
òàêîì óïîðÿäî÷åíèè íîìåð îñîáè áóäåì íàçûâàòü, òàêæå åå ðàíãîì. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
0 ≤ ψ ≤ γ ≤ 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç β(ψ, γ, P ) âåðîÿòíîñòü âûáîðà îñîáè ñ ðàíãîì îò ⌈ψλ⌉
äî ⌈γλ⌉ â ïîïóëÿöèè P . Â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü P â îáîçíà÷åíèè β(·, ·), êîãäà
èç êîíòåêñòà ÿñíî î êàêîé ïîïóëÿöèè èäåò ðå÷ü. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ β, ââåäåííàÿ
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â [22] è èñïîëüçóåìàÿ â [2; 11], ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëÿåìîé çäåñü ôóíêöèè ôèêñàöèåé
ïåðâîãî àðãóìåíòà ψ = 0.

Â ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìàõ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð òóðíèðíîé ñåëåê-
öèè [21]. Ïðè äåéñòâèè äàííîãî îïåðàòîðà, èç ïîïóëÿöèè íåçàâèñèìî èçâëåêàþòñÿ k
îñîáåé ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, è îïåðàòîð âûäàåò íîìåð îñîáè ñ íàèáîëüøèì
ðàíãîì ñðåäè k âûáðàííûõ îñîáåé. Çäåñü k ÿâëÿåòñÿ íàñòðàèâàåìûì ïàðàìåòðîì è íà-
çûâàåòñÿ ðàçìåðîì òóðíèðà.

Äðóãîé èçâåñòíûé îïåðàòîð ñåëåêöèè � ðàíæèðóþùàÿ ñåëåêöèÿ (ranking
selection) [21]. Ôóíêöèÿ α : R → R íàçûâàåòñÿ ðàíæèðóþùåé, åñëè α(x) ≥ 0 äëÿ âñåõ

x ∈ [0, 1], è ïðè ýòîì
∫ 1

0
α(x)dx = 1. Â îïåðàòîðå ðàíæèðóþùåé ñåëåêöèè ñ ðàíæèðóþ-

ùåé ôóíêöèåé α âåðîÿòíîñòü âûáîðà îñîáè ñðåäè γλ ¾ëó÷øèõ¿ îñîáåé (ò. å. èìåþùèõ
ðàíã íå áîëåå γλ) ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé

∫ γ
0
α(x)dx. Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ðàíæèðóþùåé ñåëåê-

öèè åå èíòåíñèâíîñòü íàñòðàèâàåòñÿ ïàðàìåòðîì η ∈ (1, 2], è ðàíæèðóþùàÿ ôóíêöèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ êàê α(x) := η(1− 2x) + 2x.

Â [6] ïðåäëîæåí íîâûé îïåðàòîð ñòåïåííîé ñåëåêöèè (power-law selection), êîòîðûé
ìîæåò áûòü îïèñàí â òåðìèíàõ β(0, γ). Â äàííîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü âûáîðà îñîáè ñðå-
äè i ¾ëó÷øèõ¿ îñîáåé ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé β(0, i/λ) = (i/λ)c, ãäå ïàðàìåòð c ∈ (0, 1).
Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÝÀ ñî ñòåïåííîé ñåëåêöèåé è èõ ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäî-
âàíèÿ îáñóæäàþòñÿ â [8].

Òðè îïèñàííûõ âûøå îïåðàòîðà ñåëåêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó åñòåñòâåí-
íîìó ñâîéñòâó f -ìîíîòîííîñòè: åñëè x, x′ � îñîáè ïîïóëÿöèè P è f(x) ≥ f(x′), òî
psel(x) ≥ psel(x

′) â ñëó÷àå çàäà÷è íà ìàêñèìóì. Íåðàâåíñòâî f(x) ≥ f(x′) çàìåíÿåòñÿ íà
f(x) ≤ f(x′) â ñëó÷àå çàäà÷è íà ìèíèìóì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ f -ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà ñåëåêöèè ôóíêöèÿ β óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó β(ψ1, ψ1 + γ) ≥ β(ψ2, ψ2 + γ) ïðè ëþáûõ ψ1 ≤ ψ2.

1.3. Íåñîãëàñîâàííûå îáëàñòè óðîâíÿ è êëàññ SparseLocalOptα,ε

Äëÿ îïèñàíèÿ îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ ñëîæíîñòü äëÿ ìíî-
ãèõ ýëèòíûõ ÝÀ è àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ââåäåì ïîíÿòèå îáëàñòåé óðîâíÿ,
íåñîãëàñîâàííûõ ïî öåëåâîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðè çàäàííîé ôóíêöèè f : {0, 1}n → R è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà
{0, 1}n íà îáëàñòè óðîâíÿ A1, . . . , Am áóäåì íàçûâàòü îáëàñòü óðîâíÿ Ai íåñîãëàñîâàí-
íîé ïî öåëåâîé ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî îáëàñòè óðîâíÿ Aj, åñëè 1 ≤ i < j ≤ m è
ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ x ∈ Ai, y ∈ Aj, òàêèå ÷òî f(x) ≥ f(y).

Â ñëó÷àå çàäà÷ ìèíèìèçàöèè, â îïðåäåëåíèè 1 íåðàâåíñòâî f(x) ≥ f(y) çàìåíÿåòñÿ
íà f(x) ≤ f(y). Äëÿ êàæäîãî íåñîãëàñîâàííîãî óðîâíÿ Ai èìååòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî
ðàññîãëàñîâàííûõ ïàð óðîâíåé (f -deceptive pairs [4]) (Ai, Aj), i < j, óäîâëåòâîðÿþùèõ
îïðåäåëåíèþ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî íåñîãëàñîâàííûå óðîâíè îòñóòñòâóþò â ñëó÷àå êàíîíè÷åñêîãî ðàçáèå-
íèÿ A1, . . . , Am, ãäå ïî îïðåäåëåíèþ Aj = {x : f(x) = fj} äëÿ âñåõ j ∈ [m], f1 < · · · < fm
â ñëó÷àå çàäà÷è íà ìàêñèìóì (èëè f1 > · · · > fm â ñëó÷àå çàäà÷è íà ìèíèìóì) è
ýòî âñå çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ôóíêöèåé f íà {0, 1}n. Îäíàêî, åñëè íåêîòîðàÿ òî÷êà
x′ ∈ Aj ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì îïòèìóìîì ïî îêðåñòíîñòè Õýììèíãà ðàäèóñà d, òî ðàñ-
ñòîÿíèå äî áëèæàéøåãî ¾óëó÷øàþùåãî ðåøåíèÿ¿ (ò. å. òî÷êè ìíîæåñòâà Hj+1) áóäåò íå
ìåíåå d+ 1. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç Aj â Hj+1 ïîñðåäñòâîì ñòàíäàðòíîé ìóòàöèè çà-
âèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ìóòèðóåìîãî ðåøåíèÿ è îò ñâîéñòâ ìíîæåñòâà Hj+1. Íàïðèìåð,
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â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Mut ê òî÷êå ëîêàëüíîãî îïòèìóìà x = x′, åñëè ïðè
ýòîì |Hj+1| = 1, òî äëÿ ïåðåõîäà èç òî÷êè x â Hj+1 ïîòðåáóåòñÿ â ñðåäíåì O(nd+1) ïî-
ïûòîê. Â ñâÿçè ñ ýòèì, åñëè çàäà÷à ìîæåò èìåòü ëîêàëüíûå (íå ãëîáàëüíûå) îïòèìóìû
ïî îêðåñòíîñòè Õýììèíãà ðàäèóñà d, òî ïðè èñïîëüçîâàíèè êàíîíè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ íà
óðîâíè ïîëó÷åíèå âåðõíåé îöåíêè íà ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè, ëó÷øåé ÷åì O(nd+1),
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçáèåíèå íà m = n+1 îáëàñòåé óðîâíÿ ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà
ìåðå áëèçîñòè ðåøåíèé ê íåêîòîðîìó ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó x∗ ôóíêöèè f , à èìåííî,
Aj = {x : H(x, x∗) = j − 1} äëÿ âñåõ j ∈ [m]. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîé ìóòà-
öèè, ãäå χ− const, ïåðåõîä ïîñðåäñòâîì ìóòàöèè èç ëþáîé òî÷êè ìíîæåñòâà Aj â Hj+1

áóäåò âîçìîæåí â ñðåäíåì çà O(n) ïîïûòîê ïðè ëþáîì j ∈ [m − 1]. Îäíàêî, åñëè èìå-
åòñÿ íåêîòîðûé ëîêàëüíûé îïòèìóì x′ ∈ Aj, j < m − d, â îêðåñòíîñòè, ïîðîæäåííîé
ìåòðèêîé Õýììèíãà ñ ðàäèóñîì d, òî óðîâåíü Aj íåèçáåæíî îêàçûâàåòñÿ íåñîãëàñî-
âàííûì îòíîñèòåëüíî âñåõ óðîâíåé Aj+1, . . . , Aj+d. (Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ÷òî
ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ìàêñèìóì è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x′, x(1), . . . , x(d),
ãäå êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé çàìåíîé îäíîãî ¾íåâåðíîãî¿ áè-
òà èç ëîêàëüíîãî ìàêñèìèìóìà x′ íà ¾âåðíûé¿ áèò èç x∗. Òîãäà â êàæäîì èç óðîâíåé
Aj+k, k = 1, . . . , d, èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå x(k) òàêîå ÷òî f(x(k)) < f(x′).)
Ïåðåõîä ïîñðåäñòâîì ñòàíäàðòíîé ìóòàöèè èç Aj â Hj+d+1 â õóäøåì ñëó÷àå ïîòðåáóåò
â ñðåäíåì Ω(nd+1) ïîïûòîê. Ïðè áîëüøîì çíà÷åíèè d òàêàÿ íåñîãëàñîâàííîñòü ìîæåò
ñîçäàòü ñëîæíîñòè â ïîëó÷åíèè âåðõíèõ îöåíîê ìåíüøåãî ïîðÿäêà íà âðåìÿ îïòèìè-
çàöèè.

Ñëåäóþùèå äâà îïðåäåëåíèÿ èç [4] (ñì., òàêæå, çàìå÷àíèÿ èç [5]) îïèñûâàþò ïëîòíûå
è ðàçðåæåííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé C ⊆ {0, 1}n íàçûâàåòñÿ α-ïëîòíûì, ãäå α ∈
[0, 1] åñëè ∀x ∈ C âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |S1(x) ∩ C| ≥ αn.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü äëÿ êàæäîé öåëåâîé ôóíêöèè f çàäà÷è ïñåâäîáóëåâîé îï-
òèìèçàöèè F ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîèñêà {0, 1}n çàäàíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé B ⊆ {0, 1}n.
Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ε-ðàçðåæåííûì, åñëè

(SP1) ∀x ∈ B, ∀r ∈ [n− 1], |Sr(x) ∩B| ≤ ε · Cr
n ïðè íåêîòîðîì ε ∈ [0, 1], è

(SP2) ∀x ∈ {0, 1}n \B, ∀r ∈ [n− 1], |Sr(x) ∩B| = O
(
1
n
Cr
n

)
.

Çäåñü è äàëåå, ïàðàìåòðû α è ε, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü ôóíêöèÿìè îò n. Îäíàêî,
êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèè, ãäå α è ε � êîíñòàíòû.

Â îïðåäåëåíèè êëàññà çàäà÷ ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè SparseLocalOptα,ε, ïðåä-
ëîæåííîì â [4] (ñì. îïðåäåëåíèå 4 íèæå),2 äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå íåñîãëàñîâàííûõ îáëà-
ñòåé óðîâíÿ, íî ïðè ýòîì èñêëþ÷àþòñÿ ñèòóàöèè êîãäà î÷åðåäíàÿ îáëàñòü óðîâíÿ îêà-
çûâàåòñÿ ñëèøêîì äàëåêà îò íåêîòîðûõ ðåøåíèé èç ïðåäûäóùåé îáëàñòè óðîâíÿ èëè
êîãäà íåñîãëàñîâàííûå îáëàñòè óðîâíÿ íåäîñòàòî÷íî ðàçðåæåíû, èëè îáëàñòè óðîâíÿ,
ñëåäóþùèå çà ðàññîãëàñîâàííûìè ïàðàìè, îáðàçóþò ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4. Çàäà÷à ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè F ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó SparseLocalOptα,ε, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà d, òàêàÿ ÷òî ïðè ëþáûõ n ∈ N
è f ∈ F ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîèñêà {0, 1}n íàéäåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {0, 1}n íà

2Óêàçàííàÿ âûøå ñâÿçü ìåæäó ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè è íåñîãëàñîâàííûìè óðîâíÿìè ïîñëóæèëà
ìîòèâàöèåé äëÿ âûáîðà íàçâàíèÿ êëàññà SparseLocalOptα,ε.
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m = m(n) óðîâíåé A1, . . . , Am, ãäå m îãðàíè÷åíî ñâåðõó íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò n è
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

I. Am ñîñòîèò èç ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ f ,

II. ∀j ∈ [m− 1], ∀x ∈ Aj,∃y ∈ Hj+1, òàêîé ÷òî H(x, y) ≤ d,

à äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ðàññîãëàñîâàííûõ ïàð (Ai1 , Aj1), . . . , (Aiu , Aju) îòíîñèòåëüíî f ,
ãäå u � ÷èñëî âñåõ òàêèõ ïàð, âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

III. ∪uv=1Aiv � ε-ðàçðåæåííîå ìíîæåñòâî,

IV. Hjv � α-ïëîòíîå ìíîæåñòâî äëÿ êàæäîãî v ∈ [u].

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ α è ε, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíñòàíòû, íî, âî-
îáùå ãîâîðÿ, îíè ìîãóò çàâèñåòü îò n. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 4, êëàññ
SparseLocalOptα,ε ñîñòîèò èç òàêèõ çàäà÷ ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè, ÷òî ïðè ¾õî-
ðîøèõ¿ ðàçáèåíèÿõ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íà óðîâíè (óñëîâèÿ I,II), ñ îäíîé ñòîðîíû,
îáúåäèíåíèå âñåõ íåñîãëàñîâàííûõ óðîâíåé, ÿâëÿåòñÿ ε-ðàçðåæåííûì ìíîæåñòâîì òî-
÷åê (óñëîâèå III); ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîé ðàññîãëàñîâàííîé ïàðû óðîâíåé (Ai, Aj)
îáúåäèíåíèå óðîâíåé ñ íîìåðàìè îò j äî m îáðàçóåò α-ïëîòíîå ìíîæåñòâî (óñëîâèå IV).
Ïðè ýòîì, ¾õîðîøèìè¿ ñ÷èòàþòñÿ ðàçáèåíèÿ, ñîñòîÿùèå èç ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åí-
íîãî ïî n ÷èñëà óðîâíåé, ãäå ïîñëåäíèé óðîâåíü ñîñòîèò èç ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûõ ðå-
øåíèé, è äëÿ ëþáîé òî÷êè x ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íàéäåòñÿ òî÷êà èç óðîâíÿ ñ á�îëüøèì
íîìåðîì, äî êîòîðîé ðàññòîÿíèå Õýììèíãà íå ïðåâûøàåò êîíñòàíòû.

Çàìåòèì, ÷òî ñàìî ïî ñåáå óñëîâèå ε-ðàçðåæåííîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê èç íåñîãëà-
ñîâàííûõ óðîâíåé, òàêæå êàê è óñëîâèå α-ïëîòíîñòè ìíîæåñòâ Hjv èç îïðåäåëåíèÿ 4,
ìîãóò áûòü âûïîëíåíû òðèâèàëüíî, äàæå ñî çíà÷åíèÿìè ε = 0 è α = 1 äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà ôóíêöèé F . Äîñòàòî÷íî âûáðàòü, íàïðèìåð, ðàçáèåíèå {0, 1}n íà 2 óðîâíÿ,
ãäå A2 � ìíîæåñòâî ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé è A1 = {0, 1}n\A2. Â òàêîì ñëó÷àå
óðîâíè íå îáðàçóþò íè îäíîé ðàññîãëàñîâàííîé ïàðû è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4, óñëî-
âèÿ ðàçðåæåííîñòè è ïëîòíîñòè ïðîâåðÿòü íå òðåáóåòñÿ. Îäíàêî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå
åäèíñòâåííîãî ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà x∗ ó êàæäîé ôóíêöèè f ∈ F , òàêîå ðàçáèåíèå ñ
ðîñòîì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è n ïðèâåäåò ê ëèíåéíîìó ïî n óâåëè÷åíèþ ðàññòîÿíèÿ Õýì-
ìèíãà îò x∗ äî íàèáîëåå óäàëåííîãî îò x∗ ýëåìåíòà â A1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ II,
ò.å. òàêèå ðàçáèåíèÿ íå áóäóò ¾õîðîøèìè¿.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà ε îñëàáëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ê ðàçðå-
æåííîñòè îáëàñòåé óðîâíÿ, íåñîãëàñîâàííûõ ïî öåëåâîé ôóíêöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñíèæåíèå ïàðàìåòðà α îñëàáëÿåò òðåáîâàíèÿ ê ïëîòíîñòè îáëàñòåé Hjv . Òàêèì îáðàçîì,
èìååò ìåñòî âëîæåííîñòü êëàññîâ SparseLocalOptα,ε â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè ëþáûõ
α′ ≤ α è ε′ ≥ ε ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

SparseLocalOptα,ε ⊆ SparseLocalOptα′,ε′ .

Â êðàéíåé ñèòóàöèè, êîãäà α = 0 è ε = 1, êëàññ SparseLocalOpt0,1 î÷åíü øèðîê,
ò.ê. ñîñòîèò èç âñåõ çàäà÷ ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè F , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñå-
ìåéñòâî ðàçáèåíèé, òàêîå ÷òî íåñîãëàñîâàííûå îáëàñòè óðîâíÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
ðàçðåæåííîñòè ñ ε = 1, ò.å. äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü óñëîâèå (SP2). Â ïðîòèâîïîëîæíîé
ñèòóàöèè, êîãäà α = 1 è ε = 0, êëàññ SparseLocalOpt1,0 ñîäåðæèò òîëüêî òàêèå çàäà-
÷è ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè, äëÿ êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ìîæíî ðàçáèòü íà
ïîäìíîæåñòâà áåç íåñîãëàñîâàííûõ îáëàñòåé óðîâíÿ, è ïðè ýòîì âûïîëíèòü òðåáîâàíèå
áëèçîñòè ñîñåäíèõ îáëàñòåé óðîâíÿ ïî ìåòðèêå Õýììèíãà.
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2. Âåðõíèå îöåíêè âðåìåíè îïòèìèçàöèè

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýâî-
ëþöèîííûå àëãîðèòìû áåç ýëèòíûõ îñîáåé, èñïîëüçóþùèå ñòàíäàðòíûé îïåðàòîð ìó-
òàöèè, îêàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíû íà êëàññå SparseLocalOptα,ε èëè åãî ðàñøèðåíèè
SparseLocalOptBα,ε è áóäóò â ÿâíîì âèäå óêàçàíû âåðõíèå îöåíêè íà âðåìÿ, êîòîðîå
òðåáóåòñÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà â ñðåäíåì (òåîðåìà 2).

2.1. Óñëîâèÿ ýôôåêòèâíîñòè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ áåç ýëèòû

Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê íà ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè äëÿ àëãîðèòìà 2
(à çíà÷èò è äëÿ ÝÀ èç àëãîðèòìà 1, êàê åãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ) â íàñòîÿùåé ðàáîòå
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óðîâíåé èç [13].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ êàæäîé f ∈ F , f : {0, 1}n → R çàäàíî ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà {0, 1}n íà îáëàñòè óðîâíÿ A1, . . . , Am, ïóñòü Pt � ïîïóëÿöèÿ àëãîðèòìà 2 íà ïîêî-
ëåíèè t, t ∈ N, T := min{tλ | 0 < |Pt ∩ Am|}, è ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðû z1, . . . , zm−1, δ ∈
(0, 1], γ0 ∈ (0, 1), òàêèå ÷òî ïðè ëþáîé ïîïóëÿöèè P ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ 1)�3):

1) äëÿ ëþáîãî j ∈ [m− 1], åñëè |P ∩Hj| ≥ γ0λ, òî Pr
y∼D(P )

(y ∈ Hj+1) ≥ zj,

2) äëÿ ëþáîãî j ∈ [m− 2] è âñåõ γ ∈ (0, γ0],
åñëè |P ∩Hj| ≥ γ0λ è |P ∩Hj+1| ≥ γλ, òî Pry∼D(P ) (y ∈ Hj+1) ≥ (1 + δ)γ,

3) è ðàçìåð ïîïóëÿöèè λ ∈ N óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

λ ≥ 8

γ0δ2
ln

(
cm

δ

(
lnλ+

1

z∗λ

))
,

ãäå z∗ := minj∈[m−1]{zj} è c � êîíñòàíòà,

òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå c èìååì E [T ] ≤ c
δ
·
(
λm ln(λ) +

∑m−1
j=1

1
zj

)
.

Åñëè δ → 0 ïðè n → ∞, òî òåîðåìà 1 äàåò àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå òî÷íóþ îöåíêó
íà E [T ] ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé óðîâíåé èç [2], ò.ê. ïàðàìåòð δ çäåñü âõîäèò â çíàìå-
íàòåëü îöåíêè ëèíåéíî, òîãäà êàê â îöåíêå èç [2] çàâèñèìîñòü îò δ êâàäðàòè÷íàÿ. Êàê
ñëåäñòâèå òåîðåìû 1, äëÿ ÝÀ ñ ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèåé â [13; 14] óäàëîñü àñèìï-
òîòè÷åñêè óëó÷øèòü âåðõíþþ îöåíêó íà E [T ], èçâåñòíóþ èç [11]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 2.2 è 3.2 â [2] âûòåêàåò, ÷òî êîíñòàíòà c èìååò çíà÷åíèå ïîðÿä-
êà 103, ïîýòîìó ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n ïðåèìóùåñòâî èìååò òåîðåìà óðîâíåé èç [2].

Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè íà E [T ] äëÿ ÝÀ áåç ýëèòíûõ îñîáåé íà êëàññå
SparseLocalOptα,ε íàì ïîòðåáóåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû 1 ñ ó÷åòîì íåñîãëàñîâàííûõ
îáëàñòåé óðîâíÿ. Äàëåå îáúåäèíåíèå íåñîãëàñîâàííûõ îáëàñòåé (deceptive region [4])
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç B, ò. å. B := ∪uv=1Aiv â îáîçíà÷åíèÿõ èç îïðåäåëåíèÿ 4. Â íî-
âîì âàðèàíòå òåîðåìû óðîâíåé óñëîâèÿ (G1) è (G2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñëàáëåííûå
âåðñèè óñëîâèé 1) è 2) èç òåîðåìû 1, à èìåííî, íåðàâåíñòâà óñëîâèé 1) è 2) òåïåðü
íàêëàäûâàþòñÿ òîëüêî êîãäà â îáëàñòè B ñîäåðæèòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëî îñîáåé òåêóùåé
ïîïóëÿöèè. Íîâîå óñëîâèå (G0) ïî ñóòè îçíà÷àåò, ÷òî ê ñëåäóþùåìó ïîêîëåíèþ ÷èñ-
ëî ïðåäñòàâèòåëåé îáëàñòè B â ñðåäíåì ñîêðàùàåòñÿ íå ìåíåå, ÷åì íà ∆ · 100%, åñëè
èõ ÷èñëåííîñòü â òåêóùåì ïîêîëåíèè ðàâíà ψλ è ψ ≥ ψ0 äëÿ íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèÿ ψ0 ∈ (0, 1).
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ êàæäîé f ∈ F , f : {0, 1}n → R, çàäàíî ïîäìíîæåñòâî
B ⊂ {0, 1}n è ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {0, 1}n íà îáëàñòè óðîâíÿ A1, . . . , Am, êðîìå òîãî,
ïóñòü Pt � ïîïóëÿöèÿ àëãîðèòìà 2 íà ïîêîëåíèè t, t ∈ N, T := min{tλ | 0 < |Pt ∩ Am|},
ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðû z1, . . . , zm−1, δ ∈ (0, 1], ∆ ∈ (0, δ], ψ0, γ0 ∈ (0, 1), òàêèå ÷òî
ïðè ëþáîé ïîïóëÿöèè P, y ∼ D(P ), ëþáûõ j ≤ m − 1, γ ≤ γ0 è ψ ≥ ψ0 ñïðàâåäëèâû
óñëîâèÿ (G0)�(G3):

(G0) Åñëè |P ∩B| ≤ ψλ, òî Pr (y ∈ B) ≤ (1−∆)ψ,
(G1) Åñëè |P ∩B| ≤ ψ0λ è |P ∩Hj| ≥ γ0λ, òî Pr (y ∈ Hj+1) ≥ zj,
(G2) Åñëè |P ∩B| ≤ ψ0λ, |P ∩Hj| ≥ γ0λ è |P ∩Hj+1| ≥ γλ, òî Pr (y ∈ Hj+1) ≥ (1+ δ)γ,

(G3) λ ≥
(

12

γ0∆2ψ0

)
ln

(
8c′m(ln(λ)z∗ + λ−1)

z∗∆

)
, ãäå z∗ := min

j
zj è c

′ � êîíñòàíòà,

òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå c′ èìååì E [T ] ≤ c′

∆
+ c′

δ
·(

λm ln(λ) +
∑m−1

j=1
1
zj

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü îñîáè èç ìíîæåñòâà B
íåñîãëàñîâàííûìè. Ðàçîáüåì ïðîöåññ ðàáîòû ÝÀ íà ýòàïû äëèíîé τ1 + 2τ2 ïîêîëåíèé
êàæäûé, ãäå τ1 è τ2 áóäóò óêàçàíû ïîçæå. Ïåðâûå τ1 ïîêîëåíèé ýòàïà áóäåì íàçûâàòü
ïåðâîé ôàçîé ýòàïà, à îñòàâøèåñÿ 2τ2 ïîêîëåíèé � âòîðîé ôàçîé ýòàïà. Äëÿ ëþáîãî t0 ∈
N îïðåäåëèì Yt := |Pt0+t∩B|, ò. å. Yt � ÷èñëî íåñîãëàñîâàííûõ îñîáåé íà ïîêîëåíèè t0+t.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå ¾íåóäà÷à¿ íà íåêîòîðîé ôàçå ýòàïà, åñëè íà
îäíîé èç èòåðàöèé â ýòîé ôàçå âûïîëíèëîñü íåðàâåíñòâî Yt+1 ≥ max{ψ0λ, (1−∆/2)Yt}.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè ñîáû-
òèå ¾íåóäà÷à¿ (êîòîðîå èìååò äîñòàòî÷íî ìàëóþ âåðîÿòíîñòü) íå ïðîèñõîäèò íà ïðî-
òÿæåíèè ïåðâîé ôàçû ýòàïà, òî ÷èñëî íåñîãëàñîâàííûõ îñîáåé ê êîíöó ýòîé ôàçû îêà-
çûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ψ0λ. Çàòåì äîêàæåì, ÷òî åñëè íå ïðîèçîéäåò ¾íåóäà÷è¿ è íà
âòîðîé ôàçå ýòàïà, òî ÷èñëî íåñîãëàñîâàííûõ îñîáåé îñòàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ψ0λ íà ïðî-
òÿæåíèè âñåé âòîðîé ôàçû. Ýòî ïîçâîëèò ïðèìåíèòü òåîðåìó 1 è íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà
äëÿ îöåíêè ñâåðõó âåðîÿòíîñòè îòñóòñòâèÿ îïòèìóìà íà îäíîì ýòàïå. Îêîí÷àòåëüíûé
ðåçóëüòàò ïîëó÷èì ðàññìîòðåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòàïîâ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
âåðîÿòíîñòü ¾íåóäà÷¿.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåðìèíîëîãèåé èç ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [28]).

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ¾ñòîõàñòè÷åñêè áîëüøå¿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû X ′, åñëè ïðè ëþáîì ϕ ∈ R

P{X ′ > ϕ} ≤ P{X > ϕ}. (2.1)

Ñîãëàñíî (G0), áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z ∼ Bin(λ, ps) ïðè
ps := max{ψ0, Yt/λ}(1−∆) áóäåò ¾ñòîõàñòè÷åñêè áîëüøå¿ ÷åì Yt+1.Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü
íåóäà÷è íà ëþáîì âûáðàííîì ïîêîëåíèè èç ïåðâîé ôàçû îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó:

Pr (Yt+1 ≥ max{ψ0λ, (1−∆/2)Yt})
≤ Pr (Yt+1 ≥ (1−∆/2)max{ψ0λ, Yt}) ≤
≤ Pr (Z ≥ (1−∆/2)max{ψ0λ, Yt}) =

= Pr (Z ≥ E [Z] (1 + ∆/(2(1−∆)))) . (2.2)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåðàâåíñòâó ×åðíîâà (ñì., íàïðèìåð, [18]) ïîëó÷àåì:

Pr (Yt+1 ≥ max{ψ0λ, (1−∆/2)Yt}) ≤ exp

(
−∆2max{ψ0λ, Yt}

12(1−∆)

)
≤ e−

∆2ψ0λ
12(1−∆) .

Âûáåðåì íàèìåíüøåå τ1 òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî λ (1−∆/2)τ1 ≤ ψ0λ,
ò. å.

τ1 =

⌈
ln(ψ0)

ln(1−∆/2)

⌉
<

(1− ψ0)(1−∆/2)

∆/2
+ 1 <

2

∆
+ 1. (2.3)

ò.ê. äëÿ âñåõ x > 0 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà x−1
x

≤ ln(x) ≤ x − 1. Åñëè ¾íåóäà÷è¿ íå
ïðîèçîéäåò íà ïåðâîé ôàçå, òî ÷èñëî íåñîãëàñîâàííûõ îñîáåé ê åå êîíöó áóäåò íå áîëåå
λ(1−∆/2)τ1 ≤ ψ0λ.

Äëÿ ëþáîãî ýòàïà i îáîçíà÷èì ÷åðåç Ei ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â îòñóòñòâèè
¾íåóäà÷¿ íà ðàññìàòðèâàåìîì ýòàïå i, äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâî Am. Çàìå-
òèì, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè ñîáûòèÿ Ei, íà ëþáîé èòåðàöèè t âî âòîðîé ôàçå ýòàïà i (ïî
êðàéíåé ìåðå ïîêà íå áûëî ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâî Am) íåðàâåíñòâà â óñëîâèÿõ 1)-3)
òåîðåìû 1 âûïîëíåíû ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè z1, . . . , zm−1, δ ∈ (0, 1], γ0 ∈ (0, 1), ÷òî è â
ôîðìóëèðîâêå íàñòîÿùåé òåîðåìû, åñëè âûáðàòü êîíñòàíòó c′ ≥ c, ãäå c � êîíñòàíòà èç
òåîðåìû 1. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì âûáîðà âåëè÷èíû τ1, ïðè ðåàëèçàöèè ñîáûòèÿ Ei
èìååì |Pt∩B| ≤ ψ0λ íà ïðîòÿæåíèè âòîðîé ôàçû ýòàïà i. Òîãäà èç ïðåäïîëîæåíèé (G1)
è (G2) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ 1) è 2) òåîðåìû 1 ïðèìåíèìû ê óñëîâíûì âåðîÿòíîñòÿì
Pry∼D(Pt) (y ∈ Hj+1|Ei) è Pry∼D(Pt) (y ∈ Hj+1|Ei) â óñëîâèÿõ 1) è 2) ñ óêàçàííûìè âûøå
÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè. Óñëîâèå 3) íå çàâèñèò îò ñîñòàâà ïîïóëÿöèè Pt è ñëåäóåò èç
ïðåäïîëîæåíèÿ (G3), ââèäó òîãî ÷òî ∆ ≤ δ, ψ0 ≤ 1, c′ ≥ c.

Âåëè÷èíó τ2 âûáåðåì êàê ñðåäíåå ÷èñëî ïîêîëåíèé äî äîñòèæåíèÿ ìíîæåñòâà Am â
ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé, ïðåäîñòàâëÿåìîé òåîðåìîé 1:

τ2 :=

⌈
c′m ln(λ)

δ
+

c′

δλ

m−1∑
j=1

1

zj

⌉
<
c′m

δz∗
· (ln(λ)z∗ + λ−1) + 1, (2.4)

Äàëåå, ââèäó íåðàâåíñòâ (2.1),(2.3),(2.4) è óñëîâèÿ (G3), ñ÷èòàÿ ÷òî c′ � äîñòàòî÷íî
áîëüøàÿ êîíñòàíòà, ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëåå

(τ1 + 2τ2)e
− (∆)2ψ0λ

12(1−∆) ≤
(
2

∆
+

2c′m(ln(λ)z∗ + λ−1)

δz∗
+ 2

)(
z∗∆

8c′m(ln(λ)z∗ + λ−1)

)
<

1

3
, (2.5)

÷èñëî íåñîãëàñîâàííûõ îñîáåé íå ïðåâûøàåò ψ0λ íà ïðîòÿæåíèè âòîðîé ôàçû.
Ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 1, à òàêæå íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà äëÿ íîìåðà ïîêîëåíèÿ, êîãäà

âïåðâûå äîñòèãàåòñÿ óðîâåíü Am, çàêëþ÷àåì ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëåå 1/2 ïîïóëÿöèÿ
ÝÀ îñòàåòñÿ âíå îáëàñòè Am íà ïðîòÿæåíèè 2τ2 èòåðàöèé âòîðîé ôàçû. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (2.5), âåðîÿòíîñòü äîñòèæåíèÿ îáëàñòè Am íà ïðîòÿæåíèè ýòàïà
áóäåò íå ìåíåå 1−1/2−1/3 = 1/6. Ýòè àðãóìåíòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ëþáîìó ýòàïó
ðàáîòû ÝÀ, íåçàâèñèìî îò ïðåäûñòîðèè ðàáîòû àëãîðèòìà, ò.ê. íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé
î íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè âûøå ñäåëàíî íå áûëî.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ íîìåðà ýòàïà, êîãäà ïðîèñõîäèò
ïåðâîå äîñòèæåíèå îáëàñòè Am, íå ïðåâûøàåò 6. Òðåáóåìàÿ îöåíêà ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî ýòàï ñîñòîèò èç (τ1 + 2τ2) ïîêîëåíèé, à êàæäîå ïîêîëåíèå ñîñòîèò â ãåíåðàöèè λ
ïðîáíûõ ðåøåíèé. □
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2.2. Âåðõíÿÿ îöåíêà âðåìåíè îïòèìèçàöèè íà êëàññå SparseLocalOptα,ε

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû îïèñûâàþò ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñòàíäàðòíîé ìóòàöèè íà
ïëîòíûõ è ðàçðåæåííûõ ïîäìíîæåñòâàõ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé.

Ëåììà 1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé C ÿâëÿåòñÿ α-ïëîòíûì, òî

Pr (Mut(x) ∈ C) > (1− χ/n)n (1 + αχ) ïðè ëþáîì x ∈ C. (2.6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòà èç C â ðåçóëüòàòå ìóòàöèè
ðåøåíèÿ x äîñòàòî÷íî ëèáî ñîõðàíèòü âñå áèòû èç x áåç èçìåíåíèé, ëèáî ïðåîáðàçîâàòü
x â îäíî èç íå ìåíåå αn ðåøåíèé âî ìíîæåñòâå C, ëåæàùèõ íà åäèíè÷íîì ðàññòîÿíèè

Õýììèíãà îò x. Ýòî ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå
(
1− χ

n

)n
+αn

(
χ
n

) (
1− χ

n

)n−1
>(

1− χ
n

)n
(1 + αχ) . □

Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ êàæäîé öåëåâîé ôóíêöèè f : {0, 1}n → R çàäà÷è F â ïðî-
ñòðàíñòâå ïîèñêà {0, 1}n çàäàíî ïîäìíîæåñòâî B = Bf , ÿâëÿþùååñÿ ε-ðàçðåæåííûì,
òîãäà

� Pr (Mut(x) ∈ B) ≤ (1− ε)
(
1− χ

n

)n
+ ε+O(n−n) ïðè ëþáîì x ∈ B,

� Pr (Mut(x) ∈ B) = O(1/n) ïðè ëþáîì x ̸∈ B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Br(x) := {y ∈ B | H(x, y) = r}. Ïðè x ∈ B è
y ∼ pmut(x)

Pr (y ∈ B) =
(
1− χ

n

)n
+

n∑
r=1

∑
z∈Br(x)

Pr (y = z) ≤

≤ (1− ε)
(
1− χ

n

)n
+ ε

n∑
r=0

Cr
n

(χ
n

)r (
1− χ

n

)n−r
=

= (1− ε)
(
1− χ

n

)n
+ ε+O

(
n−n).

Àíàëîãè÷íî, åñëè x ̸∈ B è y ∼ pmut(x), òî

Pr (y ∈ B) = O

(
1

n

n∑
r=0

Cr
n

(χ
n

)r (
1− χ

n

)n−r)
= O

(
1

n

)
. □

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ðàçäåëå 1, ïàðàìåòðû ε è α êëàññà SparseLocalOptα,ε, à
òàêæå ïàðàìåòðû ÝÀ λ è χ íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè è ìîãóò áûòü ôóíê-
öèÿìè îò n. Àíàëîãè÷íîå ïðåäïîëîæåíèå ñäåëàíî äëÿ ïàðàìåòðà δ â ðàçäåëå 2.1. Òàêèì
îáðàçîì, âîîáùå ãîâîðÿ, ε = ε(n), α = α(n), χ = χ(n), λ = λ(n), δ = δ(n).

Â ôîðìóëèðîâêå ñëåäóþùåé òåîðåìû äîïóñêàåòñÿ, õîòÿ è ¾íå ñëèøêîì áûñòðîå¿,
ïðèáëèæåíèå ε(n) è χ(n) ê íóëþ ñ ðîñòîì n.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü â àëãîðèòìå 1 èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé îïåðàòîð ìóòàöèè
ñ âåðîÿòíîñòüþ ìóòàöèè pm = χ/n è f -ìîíîòîííûé îïåðàòîð ñåëåêöèè, êîòîðûé
îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé β(ψ, γ), óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâàì

(SM0) β(0, ψ) ≤ ψ
ε

1−ε+(1−
χ
n)

n äëÿ âñåõ ψ ∈ [ψ0, 1],
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(SM2a) β(0, γ) ≥ γ(1+δ)

(1−χ
n)

n äëÿ âñåõ γ ∈ (0, γ0],

(SM2b) β(ψ0, ψ0 + γ) ≥ γ(1+δ)

(1−χ
n)

n
(1+αχ)

äëÿ ëþáîãî γ ∈ (0, γ0]

ïðè íåêîòîðûõ êîíñòàíòàõ ψ0, γ0, α ∈ (0, 1), ψ0 ≥ γ0. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì ÷òî
ôóíêöèè λ = λ(n), 1/ε = 1/ε(n), 1/δ = 1/δ(n) è 1/χ = 1/χ(n) ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷å-
íû è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(SM3) k ln(n)/ε2 ≤ λ.

Òîãäà ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè äëÿ òàêîãî ÝÀ íà êëàññå SparseLocalOptα,ε
ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíî è ñîñòàâëÿåò O(m(λ ln(λ) + (n/χ)d)/δ + 1/ε), ãäå d � êîí-
ñòàíòà èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà SparseLocalOptα,ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F � çàäà÷à ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè èç êëàññà
SparseLocalOptα,ε è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ F â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì
SparseLocalOptα,ε çàäàíî ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà {0, 1}n íà óðîâíè A1, . . . , Am, ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî âñåõ ðàññîãëàñîâàííûõ ïàð óðîíåé îòíîñèòåëüíî f ñîñòîèò èç (Ai1 , Aj1),
..., (Aiu , Aju).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû 2, ãäå B := ∪uv=1Ajv . Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ SparseLocalOptα,ε, ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ B = Bf , ïàðàìåòðèçîâàííûõ
ôóíêöèÿìè f ∈ F , ÿâëÿåòñÿ ε-ðàçðåæåííûì. Ïîëîæèì x = P (i), ãäå i = Sel(P ), è ïóñòü
y = Mut(x). Äëÿ ëþáîãî ψ ≥ ψ0 ïî ëåììå 2 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (SM0), è ïî ôîðìóëå
ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Pr (y ∈ B) ≤ Pr (x ∈ B) Pr (y ∈ B | x ∈ B) + Pr (x ̸∈ B) Pr (y ∈ B | x ̸∈ B) ≤

≤ β(0, ψ) ·
(
ε+ (1− ε)

(
1− χ

n

)n)
+O

(
1

n

)
≤

≤ ψ(1− ε) +O

(
1

n

)
≤ ψ(1− ε) +

ψ

ψ0

O

(
1

n

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n óñëîâèå (G0) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ∆ := ε.
Ïóñòü |P ∩ B| ≤ ψ0λ è |P ∩ Hj| ≥ γ0λ. Òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñîáè y, ïðèíàäëåæà-

ùåé Hj+1, äîñòàòî÷íî âûáðàòü îñîáü x ∈ Hj îïåðàòîðîì ñåëåêöèè, è èçìåíèòü ñîäåð-
æèìîå â ïîäõîäÿùèõ r ≤ d áèòàõ ïðîöåññå ìóòàöèè. Çàìåòèì, ÷òî îñîáè, ïðèíàäëåæà-
ùèå ìíîæåñòâó Hj, èìåþò ïðåèìóùåñòâî ïî öåëåâîé ôóíêöèè ïåðåä ïðî÷èìè îñîáÿìè
ïîïóëÿöèè, çà èñêëþ÷åíèåì íå áîëåå ÷åì ψ0λ îñîáåé, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó B.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ (SM2b),

Pr (y ∈ Hj+1) ≥ Pr (x ∈ Hj) Pr (y ∈ Hj+1 | x ∈ Hj) ≥
≥ β(ψ0, ψ0 + γ0) (χ/n)

r (1− χ/n)n−r ≥

≥ γ0(1 + δ)

(1− χ/n)n (1 + αχ)
(χ/n)d (1− χ/n)n−d .

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (G1) âûïîëíÿåòñÿ ïðè zj =
γ0(1+δ)χd

(1+αχ)(n−χ)d , j = 1, . . . ,m.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |P ∩ B| ≤ ψ0λ, |P ∩Hj| ≥ γ0λ è |P ∩Hj+1| ≥ γλ. Òîãäà îñîáè èç
ìíîæåñòâà Hj+1 èìåþò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äðóãèìè îñîáÿìè ïîïóëÿöèè P, âîçìîæíî,
çà èñêëþ÷åíèåì îñîáåé èç B, ÷èñëî êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò ψ0λ.
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Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïóñòü îáëàñòü óðîâíÿ Aj+1 âõîäèò â íåêîòîðóþ ðàññîãëàñî-
âàííóþ ïàðó óðîâíåé (Ai, Aj+1). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, Hj+1 ÿâëÿåòñÿ α-ïëîòíûì ìíî-
æåñòâîì, ïîýòîìó èç ëåììû 1 è óñëîâèÿ (SM2b) ñëåäóåò, ÷òî

Pr (y ∈ Hj+1) ≥ Pr (x ∈ Hj+1) Pr (y ∈ Hj+1 | x ∈ Hj+1) ≥
≥ β(ψ0, ψ0 + γ) (1− χ/n)n (1 + αχ) ≥ γ(1 + δ).

Åñëè Aj+1 íå âõîäèò â ðàññîãëàñîâàííóþ ïàðó, òî îñîáè èç Hj+1 èìåþò ïðåèìóùåñòâî
ïåðåä äðóãèìè îñîáÿìè ïîïóëÿöèè, ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñîáè èç Hj+1 äîñòàòî÷íî
âûáðàòü ¾ðîäèòåëüñêîå¿ ðåøåíèå èç Hj+1 è íå èçìåíèòü íè îäíîãî áèòà â ïðîöåññå
ìóòàöèè, ÷òî ñîãëàñíî (SM2a) ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ

Pr (y ∈ Hj+1) ≥ Pr (x ∈ Hj+1) Pr (y = x) ≥
≥ β(0, γ) (1− χ/n)n ≥ γ(1 + δ).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (G2) òåîðåìû 2 âûïîëíÿåòñÿ.
Íàêîíåö, óñëîâèå (G3) âûòåêàåò èç (SM3), åñëè êîíñòàíòà k äîñòàòî÷íî âåëèêà, ò.ê.

γ0 � êîíñòàíòà, à âåëè÷èíû λ, 1/χ, è 1/∆ = 1/ε ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû. Èç
òåîðåìû 2 âûòåêàåò îöåíêà

E[T ] = O

(
1

ε
+
mλ ln(λ)

δ
+

1

δ

m−1∑
j=1

1

zj

)
= O

(
1

ε
+
m

δ
λ ln(λ) +

m

δ

(
n

χ

)d)
,

ãäå m, λ, 1/χ, 1/δ è 1/ε ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû. □

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè êîíñòàíòíûõ δ è ε ïîëèíîìèàëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü E[T ]
áûëà äîêàçàíà â òåîðåìå 15 [4], íî â ÿâíîì âèäå îöåíêà íå áûëà ïðèâåäåíà. Êàê ïîêà-
çàíî â [13; 14], â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áîëåå òî÷íûå îöåíêè âðåìåíè îïòèìèçàöèè ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì δ = O(1/n). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 15 [4] ìîæíî
èçâëå÷ü îöåíêó è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà δ è ε ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêè ê 0, à èìåííî,
E[T ] = O(m(λ ln(λ) + (n/χ)d)/δ2 + 1/ε), îäíàêî ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü îò δ îêàçûâàåòñÿ
íà ïîðÿäîê âûøå, ÷åì â îöåíêå èç òåîðåìû 3.

2.3. Ðàñøèðåíèå êëàññà SparseLocalOptα,ε

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå êëàññà SparseLocalOptα,ε, êîòîðîå íå îáñóæäàëîñü â [4].
Çàìåòèì, ÷òî â ïóíêòå IV â îïðåäåëåíèè 4 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ðàññîãëàñîâàí-
íîé ïàðû (Aiv , Ajv), v = 1, . . . , u, ìíîæåñòâî Hjv ÿâëÿëîñü α-ïëîòíûì. Îäíàêî, êàæäîå
ìíîæåñòâî Hjv , êðîìå îáëàñòåé Ajv , . . . , Aj+u, ìîæåò ñîäåðæàòü è îáëàñòè, íå âõîäÿ-
ùèå â ðàññîãëàñîâàííûå ïàðû. Êàê áóäåò âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4, íàì íå
ïîòðåáóåòÿ α-ïëîòíîñòè âñåãî ìíîæåñòâà Hjv . Ñ öåëüþ îñëàáëåíèÿ îãðàíè÷åíèé èç [4]
íà êëàññ çàäà÷, ãäå àëãîðèòì 1 ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, ââåäåì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå
îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà {0, 1}n íà m = m(n) óðîâíåé
A1, . . . , Am. Óðîâåíü Aj ïðè j ∈ [m] íàçûâàåòñÿ α-ïëîòíûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
Hj, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ Aj âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |S1(x) ∩Hj| ≥ αn.

Êëàññ SparseLocalOptBα,ε îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî SparseLocalOptα,ε ñ òîé ðàç-
íèöåé, ÷òî âìåñòî ïóíêòà IV èç îïðåäåëåíèÿ 4 äëÿ êëàññà SparseLocalOptBα,ε ïîëà-
ãàåì:
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IV'. Ajv � α-ïëîòíîå ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî Hjv äëÿ êàæäîãî v ∈ [u].

Î÷åâèäíî, SparseLocalOptα,ε ⊆ SparseLocalOptBα,ε, à çíà÷èò, â õóäøåì ñëó÷àå
êëàññ çàäà÷ SparseLocalOptBα,ε íå ïðîùå ÷åì SparseLocalOptα,ε. Â ÷àñòíîñòè, èç
ðåçóëüòàòà [4] î ñëîæíîñòè SparseLocalOptα,ε äëÿ ÝÀ ñ ýëèòîé ñëåäóåò, ÷òî â õóäøåì
ñëó÷àå è íà SparseLocalOptBα,ε ýòè àëãîðèòìû íåýôôåêòèâíû.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 1.

Ëåììà 3. Åñëè ïðè çàäàííîì ðàçáèåíèè ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà íà îáëàñòè óðîâíÿ
A1, . . . , Am ìíîæåñòâî Aj ÿâëÿåòñÿ α-ïëîòíûì îòíîñèòåëüíî Hj, òî

Pr (Mut(x) ∈ Hj) > (1− χ/n)n (1 + αχ) ïðè ëþáîì x ∈ Aj. (2.7)

Òåîðåìà 4. Ïóñòü â àëãîðèòìå 1 èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé îïåðàòîð ìóòàöèè
ñ âåðîÿòíîñòüþ ìóòàöèè pm = χ/n è f -ìîíîòîííûé îïåðàòîð ñåëåêöèè, êîòîðûé
îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé β(ψ, γ), óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâàì

(SM0) β(0, γ) ≤ γ
ε

1−ε+(1−
χ
n)

n äëÿ âñåõ γ ∈ [ψ0, 1],

(SM2a) β(0, γ) ≥ γ(1+δ)

(1−χ
n)

n äëÿ âñåõ γ ∈ (0, γ0],

(SM2b') β(ψ0 + γ0, ψ0 + γ0 + γ) ≥ γ(1+δ)

(1−χ
n)

n
(1+αχ)

äëÿ âñåõ γ ∈ (0, γ0]

ïðè íåêîòîðûõ êîíñòàíòàõ ψ0, γ0, α ∈ (0, 1), ψ0 ≥ γ0. Êðîìå òîãî, ïóñòü ôóíêöèè λ =
λ(n), 1/ε = 1/ε(n), 1/δ = 1/δ(n) è 1/χ = 1/χ(n) ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû è ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(SM3) k ln(n)/ε2 ≤ λ.

Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè îïòèìèçàöèè äàííîãî ÝÀ íà êëàñ-
ñå SparseLocalOptBα,ε ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíî è ñîñòàâëÿåò O(m(λ ln(λ) +
(n/χ)d)/δ + 1/ε), ãäå d � êîíñòàíòà èç óñëîâèÿ II.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3, êðî-
ìå ïðîâåðêè óñëîâèÿ (G2). Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (G2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
|P ∩B| = ψλ ≤ ψ0λ, |P ∩ Hj| ≥ γ0λ è |P ∩ Hj+1| ≥ γλ. Âåðîÿòíîñòü ñåëåêöèè îñîáåé
èç íåêîòîðûõ óðîâíåé, ñîäåðæàùèõñÿ â ìíîæåñòâå Hj+1, ìîæåò ñíèæàòüñÿ èç-çà íàëè-
÷èÿ â ïîïóëÿöèè îñîáåé èç ìíîæåñòâà B, èìåþùèõ ïðåèìóùåñòâî ïî öåëåâîé ôóíêöèè.
Äëÿ ó÷åòà ýòîãî ñíèæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñåëåêöèè îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Bj+1 :=
⋃

{Ai | (Ai, Ak) � ðàññîãëàñîâàííàÿ ïàðà ïðè i ≤ j < k} .

Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç óðîâíåé, ïðåäøåñòâóþùèõ óðîâíþ j + 1, è íåñîãëàñîâàííûõ
îòíîñèòåëüíî îáëàñòåé óðîâíÿ èç Hj+1. Î÷åâèäíî, Bj+1 ⊆ B. Îïðåäåëèì

A−
j+1 :=

⋃
{Ak | ∃i, k, òàêèå ÷òî i ≤ j < k ≤ m− 1 è (Ai, Ak) � ðàññîãëàñîâàííàÿ ïàðà} ,

ñîñòîÿùåå èç óðîâíåé, âõîäÿùèõ â Hj+1, â êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ñåëåêöèè ìîæåò áûòü
ñíèæåíà èç-çà ïðèñóòñòâèÿ â P îñîáåé èç B. Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì H+

j+1 := Hj+1\A−
j+1,

à òàêæå

γ− :=
1

λ
|P ∩ A−

j+1| è γ+ :=
1

λ
|P ∩H+

j+1|.
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Î÷åâèäíî, γ = γ− + γ+. Â ïîïóëÿöèè γ+λ ¾ëó÷øèõ¿ îñîáåé ïî öåëåâîé ôóíêöèè
ïðèíàäëåæàò H+

j+1, ñëåäîì ïî öåëåâîé ôóíêöèè èäóò îñîáè èç Bj+1, ÷èñëî êîòîðûõ
|P ∩Bj+1| ≤ |P ∩B| ≤ ψ0λ, äàëåå � γ

−λ îñîáåé èç A−
j+1.

Êàê è ðàíåå, ïîëîæèì x = P (i), ãäå i = Sel(P ), y = Mut(x). Ïî ëåììå 3 è óñëî-
âèþ (SM2b'), ââèäó f -ìîíîòîííîñòè ñåëåêöèè,

Pr
(
x ∈ A−

j+1

)
Pr
(
y ∈ Hj+1 | x ∈ A−

j+1

)
≥

≥ β(ψ0 + γ+, ψ0 + γ+ + γ−) (1− χ/n)n (1 + αχ) ≥
≥ β(ψ0 + γ0, ψ0 + γ0 + γ−) (1− χ/n)n (1 + αχ) ≥ γ−(1 + δ).

Åñëè æå ðåøåíèå x âûáðàíî èç ìíîæåñòâà H+
j+1, òî äîñòàòî÷íî èçáåæàòü ìóòàöèè â

êàêîì-ëèáî áèòå. Ïî óñëîâèþ (SM2a),

Pr
(
x ∈ H+

j+1

)
Pr
(
y ∈ Hj+1 | x ∈ H+

j+1

)
≥ β(0, γ+) (1− χ/n)n ≥ γ+(1 + δ).

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè,

Pr (y ∈ Hj+1) ≥ Pr
(
x ∈ A−

j+1

)
Pr
(
y ∈ Hj+1 | x ∈ A−

j+1

)
+

+ Pr
(
x ∈ H+

j+1

)
Pr
(
y ∈ Hj+1 | x ∈ H+

j+1

)
≥

≥ γ−(1 + δ) + γ+(1 + δ) = γ(1 + δ).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (G2) òåîðåìû 2 âûïîëíÿåòñÿ. □

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (G0) â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 âìåñòî îöåí-
êè Pr (Mut(x) ∈ B) = O(1/n) ïðè x ̸∈ B áûëî áû äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî Pr (Mut(x) ∈ B) =
o(1). Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ, åñëè â îïðåäåëåíèè ε-ðàçðåæåííîãî ìíîæåñòâà óñëîâèå (SP2)
çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì: ∀x ∈ {0, 1}n\B, ∀r ∈ [n−1], |Sr(x) ∩B| = o(Cr

n). Òàêèì îáðàçîì,
êëàññ çàäà÷, ê êîòîðûì ïðèìåíèìà òåîðåìà 4 ìîæåò áûòü åùå ðàñøèðåí.

3. Òóðíèðíàÿ è ëèíåéíàÿ ðàíæèðóþùàÿ ñåëåêöèÿ íà
êëàññå SparseLocalOptBα,ε

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ äâà ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 3, äåìîíñòðèðóþùèå íàáî-
ðû ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ÝÀ áåç ýëèòíûõ îñîáåé ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè íà êëàññå
SparseLocalOptBα,ε. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÝÀ, îñíîâàííûå íà îáùåé ñõåìå àëãîðèòìà 1
è èñïîëüçóþùèå òóðíèðíóþ èëè ëèíåéíóþ ðàíæèðóþùóþ ñåëåêöèþ. Ïðè ýòîì âåðî-
ÿòíîñòü ìóòàöèè âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, íî íå áîëåå èçâåñòíîãî ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèÿ èç [22].

Ñëåäñòâèå 1. Àëãîðèòì 1 ñ òóðíèðíîé ñåëåêöèåé ïðè ðàçìåðå òóðíèðà k =
3, ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ÷èñëåííîñòüþ ïîïóëÿöèè λ ≥ c ln(n), ãäå c � äî-
ñòàòî÷íî áîëüøàÿ êîíñòàíòà, è ñòàíäàðòíîé ìóòàöèåé, ãäå χ = 1.098612, èìå-
åò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè íà çàäà÷àõ èç êëàññà
SparseLocalOptBα,ε, ãäå α = 1/4, ε = 3/105.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè ðàçìåðå òóðíèðà k = 3 èìååì

β(ψ, ψ + γ) = (1− ψ)3

(
1−

(
1− γ

1− ψ

)3
)
.
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Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 3 ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ

ψ0 :=
1

40
, γ0 :=

1

6250
, δ :=

1

30000.

Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ èçìåíåíèé ïðè ìóòàöèè îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó(
1− χ

n

)n
< e−χ <

3335

10000
,

à â ñëó÷àå n ≥ 104 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó(
1− χ

n

)n
=
(
1− χ

n

)(nχ−1)χ (
1− χ

n

)χ
≥ e−χ

(
1− χ

104

)χ
>

3334

10000
.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

h(ψ, γ) :=
β(ψ, ψ + γ)

γ
= γ2 + 3(1− ψ)(1− γ − ψ),

è çàìåòèì, ÷òî îíà íå âîçðàñòàåò ïî ψ è ïî γ ïðè (ψ, γ) ∈ [0, 1/3] × (0, 1], ò.ê. â ýòîé
îáëàñòè

∂h(ψ, γ)

∂γ
= −3 + 2γ + 3ψ ≤ 0,

∂h(ψ, γ)

∂ψ
= −6 + 3γ + 6ψ ≤ −1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ γ ∈ [ψ0, 1]

β(0, γ)

γ
= h(0, γ) ≤ h(0, ψ0) <

29256

10000
<

1
ε

1−ε +
(
1− χ

n

)n ,
îòêóäà âûòåêàåò óñëîâèå (SM0). Àíàëîãè÷íî, äëÿ âñåõ γ ∈ (0, γ0]

β(0, γ)

γ
= h(0, γ) ≥ h(0, γ0) =

β(0, γ0)

γ0
>

299952

100000
>

1 + δ(
1− χ

n

)n ,
ïîýòîìó âûïîëíåíî óñëîâèå (SM2a). Äàëåå, äëÿ âñåõ γ ∈ (0, γ0] èìååì

β(ψ0 + γ0, ψ0 + γ0 + γ)

γ
= h(ψ0 + γ0, γ) ≥ h(ψ0 + γ0, γ0) >

57

20

>
1 + 30000−1

3334
10000

· (1 + 109812
105

· 1
4
)
>

1 + δ

(1− χ/n)n (1 + αχ)
,

è (SM2b') âûïîëíåíî. Óñëîâèå (SM3) èìååò ìåñòî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå c.
□

Ñëåäñòâèå 2. Àëãîðèòì 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì òóðíèðíîé ñåëåêöèè ïðè ðàçìåðå
òóðíèðà k = 2 èëè ëèíåéíîé ðàíæèðóþùåé ñåëåêöèè ïðè η = 2, ïîëèíîìèàëüíî îãðà-
íè÷åííîé ÷èñëåííîñòüþ ïîïóëÿöèè λ ≥ c ln(n) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòå c,
è ïàðàìåòðå ìóòàöèè χ = 0.693146 èìååò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå ñðåäíåå âðåìÿ
îïòèìèçàöèè íà çàäà÷àõ èç êëàññà SparseLocalOptBα,ε ïðè α = 4/9 è ε = 1/100.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè ëèíåéíîé ðàíæèðóþùåé ñåëåêöèè

β(γ1, γ2) =

∫ γ2

γ1

αlinear(x)dx

ãäå αlinear(γ) = η(1−2γ)+2γ. Ïîýòîìó ïðè η = 2 èìååì: β(ψ, ψ+γ) = γ(2−γ−2ψ). Òàêàÿ
æå ôóíêöèÿ β õàðàêòåðèçóåò òóðíèðíóþ ñåëåêöèþ ñ ðàçìåðîì òóðíèðà 2. Âûáåðåì
ïàðàìåòðû

ψ0 :=
1

5
, γ0 := 10−7, è δ := 10−6.

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåðõó(
1− χ

n

)n
< e−χ <

50000060

108
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ n ≥ 1010 èìååì íèæíþþ îöåíêó(
1− χ

n

)n
=
(
1− χ

n

)(nχ−1)χ (
1− χ

n

)χ
≥ e−χ

(
1− χ

104

)χ
>

5000005902

10000000000
.

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 1. □

Ìàêñèìàëüíîå ε, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì òåîðåìû 3, êàê ôóíêöèÿ îò α

Ãàðàíòèè ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ÝÀ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íå òîëüêî íà çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ α, ε, óêàçàííûå â ñëåäñòâèÿõ 1 è 2. Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ìàêñè-
ìàëüíûõ çíà÷åíèé ε, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 3 äëÿ òóðíèðíîé ñåëåêöèè
ñ ðàçìåðîì òóðíèðà k = 2, 3 è 4, à òàêæå, äëÿ ëèíåéíîé ðàíæèðóþùåé ñåëåêöèè ñ ïà-
ðàìåòðîì η = 1.2, 1.5 è 2. Ãðàôèêè ïîñòðîåíû èíòåðïîëÿöèåé ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé
ε, íàéäåííûõ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α = 0.1, 0.2, . . . , 1. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ε
áûëè ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøàòåëÿ BARON â ðåæèìå ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-
öèè (ìàêñèìèçàöèÿ ε), êîãäà ïåðåìåííûìè ÿâëÿëèñü ε, ψ0, χ, δ, γ0, à îãðàíè÷åíèÿìè �
óñëîâèÿ (SM0), (SM2a) è (SM2b).

Ðèñóíîê 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî òóðíèðàíÿ ñåëåêöèÿ ïðè k = 2 è ëèíåéíàÿ ðàíæèðóþùàÿ
ñåëåêöèÿ ïðè η = 2 èìåþò îäèíàêîâûå ãðàôèêè (÷òî ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ôóíêöèé β(ψ, γ)) è èìåííî ýòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëèëè äîñòè÷ü íàèáîëåå
âûñîêèå çíà÷åíèÿ ε ïðè âñåõ ðàññìîòðåííûõ α.
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4. Èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðû çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè

Âçâåøåííàÿ çàäà÷à âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ (ÇÂÏ) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü G = (V,E) � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, v2, . . . , vn} è
ìíîæåñòâîì ðåáåð E. Äëÿ êàæäîé v ∈ V îïðåäåëåí âåñ w(v) > 0. Ïîäìíîæåñòâî C ⊆ V
íàçûâàåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì, åñëè êàæäîå ðåáðî èç E èíöèäåíòíî õîòÿ áû îä-
íîé âåðøèíå èç C (òàêèå ðåáðà íàçûâàþòñÿ ïîêðûòûìè). Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðøèííîå
ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîãî âåñà.

Ïóñòü äëÿ êîäèðîâêè ðåøåíèé èñïîëüçóþòñÿ áèòîâûå ñòðîêè äëèíû n. Äëÿ áèòî-
âîé ñòðîêè x äëèíû n îïðåäåëèì ìíîæåñòâî V (x) ⊆ V , ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåðøèí
vi, òàêèõ ÷òî xi = 1, è òîëüêî èõ. Êàê áûëî ïðåäëîæåíî â [25], ãë. 12, ïðèñïîñîá-
ëåííîñòü îñîáåé îïðåäåëÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì óïîðÿäî÷åíèåì äâóõ êðèòåðèåâ: 1)
êîëè÷åñòâî ðåáåð, íå ïîêðûòûõ âåðøèíàìè èç V (x), 2) îáùèé âåñ âåðøèí â V (x).
Àíàëèòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê
f(x) := |E ′(x)| · S +

∑n
i=1w(vi)xi, ãäå E

′(x) := {e = uivj ∈ E : xi = xj = 0} �
ìíîæåñòâî íåïîêðûòûõ ðåáåð è S :=

∑n
i=1w(vi).

Ðàññìîòðèì ÇÂÏ íà ãðàôå-çâåçäå K1,n−1, à èìåííî, ïðåäïîëîæèì ÷òî G � ïîëíûé
äâóäîëüíûé ãðàô ñ ℓ = n − 1 âåðøèíàìè v1, . . . , vℓ â îäíîé äîëå, îáîçíà÷àåìîé V2, è
îäíîé âåðøèíîé vn â äðóãîé äîëå.

Ïðè çàäàííîì ïàðàìåòðå α ∈ (0, 1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ïðèìåðû ÇÂÏ, â
êîòîðûõ w(vn) ≤ (1 − α)ℓ è w(v1) = · · · = w(vℓ) = 1. Ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå
{vn} èìååò âåñ (1−α)ℓ. Ëîêàëüíûé (íå ãëîáàëüíûé) îïòèìóì îòíîñèòåëüíî îêðåñòíîñòè
Õýììèíãà ðàäèóñà 1 � ýòî ìíîæåñòâî V2.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ÇÂÏ çàäàíà äâóäîëüíûì ãðàôîì K1,n−1, ãäå îäíà èç äî-
ëåé ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû vn, à äðóãàÿ äîëÿ îáðàçîâàíà îñòàëüíûìè
âåðøèíàìè è èì ïðèïèñàíû åäèíè÷íûå âåñà, ïðè÷åì w(vn+1) ≤ (1 − α)(n − 1) ïðè
íåêîòîðîì 0 < α < 1. Òîãäà êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè f(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó
SparseLocalOptBα,1/n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàçîáúåì ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê {0, 1}n íà îáëàñòè
A,B,C è D ñ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, êàê ïðè çàäàíèè ôóíêöèè Funnel â [3]. Îïðå-
äåëèì ýòè îáëàñòè è ïîäìíîæåñòâà óðîâíåé ñëåäóþùèì îáðàçîì.

� A = ∪ℓj=1Aj, ãäå ìíîæåñòâî óðîâíÿ Aj, j = 1, . . . , ℓ, ñîñòîèò èç òàêèõ ñòðîê x, äëÿ
êîòîðûõ V (x) ïîêðûâàåò ðîâíî j − 1 ðåáðî, j ≤ ℓ− 1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà
óðîâíåé A1, . . . , Aℓ óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ øòðàôà |E ′(x)| · S.

� B = Aℓ+1, ãäå ìíîæåñòâî óðîâíÿ Aℓ+1 îáðàçîâàíî îäíîé áèòîâîé ñòðîêîé x, êîäè-
ðóþùåé ïîêðûòèå V2.

� Îáëàñòè C è D ñîñòîÿò èç áèòîâûõ ñòðîê, êîäèðóþùèõ ïîêðûòèÿ, â êîòîðûõ
ñîäåðæèòñÿ âåðøèíà vn. Îíè îáðàçîâàíû ñëåäóþùèìè ìíîæåñòàâìè óðîâíÿ:

Aℓ+1+j = {x : xn = 1,
ℓ∑
i=1

(1− xi) = j},

j = 1, . . . , ℓ è Am := {(0, . . . , 0, 1)}, ãäå m = 2ℓ + 1. Ïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòü C
âõîäÿò ðåøåíèÿ èç

⋃
1≤j<ℓ−αℓ

Aℓ+1+j ñ âåñîì áîëüøå, ÷åì w(vn)+αℓ (òàêèì îáðàçîì,
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êàæäîå ðåøåíèå â îáëàñòè C ñîäåðæèò áîëåå αℓ âåðøèí èç V2), à îáëàñòüD ñîñòîèò
èç ðåøåíèé èç

⋃
ℓ−αℓ≤j≤ℓ

Aℓ+1+j ñ âåñîì íå áîëåå w(vn) + αℓ (çäåñü æå íàõîäèòñÿ

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ò. å. åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà óðîâíÿ Am).

Êàæäûé óðîâåíü â ïîäìíîæåñòâàõ A,C è D õàðàêòåðèçóåòñÿ ìåíüøèì çíà÷åíèåì
öåëåâîé ôóíêöèè, ÷åì ïðåäûäóùèé óðîâåíü â òîì æå ïîäìíîæåñòâå. Äëÿ ëþáîãî xA ∈
A, äëÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà xB ∈ B, äëÿ ëþáîãî xC ∈ C, è ëþáîãî xD ∈ D âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

f(xA) < f(xB), f(xB) > fvcp(xC),

f(xC) < fvcp(xD), f(xB) ≤ fvcp(xD).

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ Aj ïðè j ≤ ℓ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x′ ∈ Hj+1,
òàêîå ÷òî H(x, x′) = 1 (íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî èíâåðòèðîâàòü íîëü â ïîçèöèè n). Äëÿ
j = ℓ+ 1, . . . ,m− 1 àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî, ïîòîìó ÷òî ñðåäè ïåðâûõ n áèòîâ
ðåøåíèÿ x äîëæíà áûòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà åäèíèöà ïðè j < m. Òàêèì îáðàçîì,
óñëîâèå II èç îïðåäåëåíèÿ 4 âûïîëíåíî ïðè d = 1 è âñå ïðåäøåñòâóþùèå åìó óñëîâèÿ
òàêæå âûïîëíåíû. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü óñëîâèÿ III è IV' äëÿ ðàññîãëàñîâàííûõ ïàð, ãäå
ïåðâûé óðîâåíü ïàðû ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì B, à âòîðîé � ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå
C.

Ðàçðåæåííîñòü ε = 1/n äëÿ îáëàñòè B ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî B ïî îïðåäåëåíèþ
ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ {0, 1}n è âñåõ
r ∈ [n− 1] èìååì

|Sr(x) ∩B| ≤ 1 =
1(
n
r

)(n
r

)
≤ 1(

n
1

)(n
r

)
,

Ñëåäîâàòåëüíî, B ÿâëÿåòñÿ 1/n-ðàçðåæåííûì ìíîæåñòâîì ïî îïðåäåëåíèþ 3.
Íàêîíåö ïîêàæåì ïëîòíîñòü ëþáîãî óðîâíÿ Aj èç îáëàñòè C îòíîñèòåëüíî ìíîæå-

ñòâà Hj. Åñëè x ∈ Aj ⊆ C, òî V (x) ñîäåðæèò íå ìåíåå αℓ + 1 ≥ αn âåðøèí èç ïîäìíî-
æåñòâà V2, è óäàëåíèå îäíîé èç ýòèõ âåðøèí äàåò ýëåìåíò îáëàñòè C èëè D). Òàêèì
îáðàçîì, Aj èç îáëàñòè C ÿâëÿåòñÿ α-ïëîòíûì îòíîñèòåëüíî Hj. □

Äëÿ ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ ñ ýëèòíûìè îñîáÿìè è áåç íèõ ðàññìîòðèì àëãîðèòì ðàí-
äîìèçèðîâàííîãî ëîêàëüíîãî ïîèñêà (RLS) êàê ïðèìåð ïðîñòîãî EA ñ ýëèòîé. Ïóñòü
xt îáîçíà÷àåò òåêóùåå ðåøåíèå íà èòåðàöèè t àëãîðèòìà RLS. Èçíà÷àëüíî x0 ãåíåðè-
ðóåòñÿ ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà {0, 1}n. Èòåðàöèÿ t ñîñòîèò â
ïîñòðîåíèè ïîòîìêà y ïóòåì èíâåðñèè îäíîãî ñëó÷àéíî âûáðàííîãî áèòà â xt. Åñëè
f(y) ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè ëó÷øå, ÷åì f(xt), òî xt çàìåíÿåòñÿ íà y, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
xt+1 = xt.

×òîáû äîñòè÷ü ëîêàëüíîãî îïòèìóìà çàäà÷è f, íà÷èíàÿ ñ ðåøåíèÿ ãäå xn = 0, àë-
ãîðèòìó RLS íåîáõîäèìî ñäåëàòü íå áîëåå n− 1 øàãîâ óëó÷øåíèÿ, êîãäà äîáàâëÿþòñÿ
òîëüêî âåðøèíû èç V2, à íå âåðøèíà vn. (Øàãè, íàïðàâëåííûå íà óõóäøåíèå ôóíêöèè
ïðèñïîñîáëåííîñòè, íå ó÷èòûâàþòñÿ.) Ïî ëåììå 12.3 èç [25] çàêëþ÷àåì, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü äîñòèæåíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà ñ ïîìîùüþ RLS ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 1/n. È
êàê òîëüêî ëîêàëüíûé îïòèìóì äîñòèãíóò, RLS îñòàåòñÿ â íåì íàâñåãäà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2. Íà ðàññìàòðèâàåìîì ñåìåéñòâå çàäà÷ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ñ
ïàðàìåòðîì 0 < α < 1 àëãîðèòì RLS ñ êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè f èìååò áåñêîíå÷íîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè îïòèìèçàöèè.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñëåäñòâèÿ 1 è óòâåðæäåíèÿ 1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3. Íà ðàññìàòðèâàåìîì ñåìåéñòâå çàäà÷ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ñ ïà-
ðàìåòðîì 0 < α ≤ 1/4, êîãäà n äîñòàòî÷íî âåëèêî, àëãîðèòì 1 ñ òóðíèðíîé ñåëåê-
öèåé ñ ðàçìåðîì òóðíèðà k = 3, ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé ÷èñëåííîñòüþ ïîïóëÿ-
öèè λ, c ln(n) ≤ λ, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòû c, ïðè ïàðàìåòðå ìóòàöèè
χ = 1.098612 èìååò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè
îïòèìèçàöèè.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2 è óòâåðæäåíèÿ 1 äëÿ òóðíèðíèðà
ðàçìåðîì k = 2 è ëèíåéíîé ðàíãîâîé ñåëåêöèè.
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