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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íàõîäÿò

øèðîêîå ïðèìåíåíèå â èíôîðìàòèêå, òåõíèêå, ýêîíîìèêå, ïëàíèðîâàíèè

è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè èí-

òåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà áèîíè÷åñêîì ïðèíöèïå ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ýâîëþöèîííûõ ïðîöåññîâ àäàïòàöèè â æèâîé ïðèðîäå. Ýâîëþ-

öèîííûå ìåòîäû óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ â èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèÿõ

ïðîåêòèðîâàíèÿ, ïëàíèðîâàíèÿ, óïðàâëåíèÿ, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è ò.ä.

Ýòèì ìåòîäàì ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò êàê îòå÷åñòâåííûõ àâòîðîâ

(Ä.È. Áàòèùåâ, È.Ë. Áóêàòîâà, Í.Ã. Çàãîðóéêî, À.Ã. Èâàõíåíêî, Þ.À. Êî-

÷åòîâ, Ã.Ñ. Ëáîâ, Â.Ì. Êóðåé÷èê, È.Ï. Íîðåíêîâ, Þ.È. Íåéìàðê, Ë.À. Ðàñ-

òðèãèí, Â.Ã. Ðåäüêî, Å.Ñ. Ñåìåíêèí è äð.) [7,8,18,55,74,76,81,84,88,89,95],

òàê è çàðóáåæíûõ (Ý. Áàëàø, Ä. Ãîëäáåðã, Äæ. Õîëëàíä, È. Ðå÷åíáåðã,

Ì. Øîíî, Ï. Âèòàíè, Ì. Âîç, È. Âåãåíåð) [122,132,197,213,266,288,289].

Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â îáëàñòè

êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ïîòðåáíîñòü â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ íå

óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ ïîñòîÿííûì ïðèòîêîì íîâûõ çàäà÷, òàê

è ñî ñëîæíîñòüþ èõ ðåøåíèÿ. Ìíîãèå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-

öèè ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè, è ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ òðåáóåò

çíà÷èòåëüíûõ âðåìåííûõ çàòðàò äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íèçêèõ ðàçìåðíî-

ñòÿõ èñõîäíûõ äàííûõ. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â áî-

ëåå ãëóáîêîì àíàëèçå çàäà÷ ñ ïîçèöèé òåîðèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè,

ïîçâîëÿþùåé îöåíèòü ïåðñïåêòèâû ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ñ çàäàííûìè

õàðàêòåðèñòèêàìè (âðåìÿ âû÷èñëåíèé, òðåáóåìûé îáúåì ïàìÿòè, òî÷íîñòü

è äð.) è â èòîãå íàéòè ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

Âàæíîå ìåñòî â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè çàíèìàåò ïðîáëåìàòè-
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êà öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò âîïðîñû, ñâÿ-

çàííûå ñ òåîðèåé äâîéñòâåííîñòè, ïîëèýäðàëüíûì ïîäõîäîì, ìåòîäàìè

îòñå÷åíèÿ, âåòâåé è ãðàíèö, äåêîìïîçèöèè, ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, âû-

ïóêëûì è íåâûïóêëûì ïðîãðàììèðîâàíèåì, óñòîé÷èâîñòüþ ðåøåíèé è

ò.ä. Èññëåäîâàíèþ äàííîé ïðîáëåìàòèêè ïîñâÿùåíû ðàáîòû Äæ. Áåíäåð-

ñà, Â.Ë. Áåðåñíåâà, Â.Ï. Áóëàòîâà, Ð. Ãîìîðè, Äæ. Äàíöèãà, Â.Ò. Äå-

ìåíòüåâà, Þ.Ã. Åâòóøåíêî, Â.À. Åìåëè÷åâà, È.È. Åðåìèíà, Ì.Ì. Êîâà-

ëåâà, À.À. Êîëîêîëîâà, Â.Ê. Ëåîíòüåâà, Âë.Ä. Ìàçóðîâà, Äæ. Íåìõàóçå-

ðà, È.Â. Ñåðãèåíêî, À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêîãî, Ä. Ôàëêåðñîíà, Â.Í. Øåâ÷åí-

êî, Äæ. Ýäìîíäñà è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ êàê â Ðîññèè, òàê è çà ðóáå-

æîì [11, 12, 19, 32, 33, 45, 78, 97, 103, 106, 187]. Â ðÿäå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñâåäåíèå èñ-

õîäíîé çàäà÷è ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè. Íà

ýòîì ïîäõîäå îñíîâàíû ìåòîäû îòñå÷åíèÿ, äåêîìïîçèöèè, âåòâåé è ãðàíèö,

àëãîðèòìû ïåðåáîðà L-êëàññîâ è äð. [49,63�66,93]. Àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé

ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íèæíèõ è âåðõíèõ

îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé, â òîì ÷èñëå îöåíîê â ñðåäíåì. Âàæíûå ðåçóëüòàòû

â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû Å. Âåíòîé, Â.Ï. Ãðèøóõèíûì, Ð. Äæåðîñëîó,

Î.À. Çàáëîöêîé, Ë.À. Çàîçåðñêîé, À.À. Êîëîêîëîâûì, Í.Í. Êóçþðèíûì,

Õ. Ëåíñòðîé, Þ.Þ. Ôèíêåëüøòåéíîì [26,28,48,53,67,69,75,221,235,252].

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè øèðîêî èñïîëüçó-

åòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííûé Ð. Áåëëìà-

íîì [130], è åãî îáîáùåíèÿ. Àêòóàëíûå âîïðîñû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, ïðå-

îäîëåíèÿ áîëüøèõ çàòðàò ïàìÿòè, ðàçðàáîòêè ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ, àíà-

ëèçà ãðàôîâûõ èíòåðïðåòàöèé äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ðåøå-

íèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâà-

þòñÿ â ðàáîòàõ Ó. Áåðòåëå, Ô. Áðèîøè, Â.Â. Áûêîâîé, Ç. Ãàëèë, Ã.Ã. Çà-

áóäñêîãî, À.Â. Êåëüìàíîâà, Ä.È. Êîãàíà, Í.Í. Ìîèñååâà, Â.Â. Ñåðâàõà,

Í.Ç. Øîðà, Î.À. Ùåðáèíû [20, 49, 57, 61, 79, 80, 104, 131, 142, 188] è äðóãèõ
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àâòîðîâ.

Ñðåäè ïåðâûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè

íàðÿäó ñ ìåòîäàìè îòñå÷åíèé, äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è âåò-

âåé è ãðàíèö âîçíèêëè ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà è ëîêàëüíûå àëãîðèò-

ìû [47, 87, 204, 236]. Â íàøåé ñòðàíå îñíîâîïîëîæíèêàìè ýòîãî íàïðàâ-

ëåíèÿ ñòàëè Þ.È. Æóðàâëåâ, êîòîðûé ââåë â ðàññìîòðåíèå êëàññ ëî-

êàëüíûõ àëãîðèòìîâ è ïðîâåë àíàëèç èõ ñëîæíîñòè [46], è Ë.À. Ðàñòðè-

ãèí, ïðåäëîæèâøèé è èññëåäîâàâøèé ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû ëî-

êàëüíîãî ïîèñêà [87], à òàêæå È.Â. Ñåðãèåíêî, ðàçâèâøèé ìåòîä âåêòî-

ðà ñïàäà è îáîñíîâàâøèé åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòü [93]. Çíà÷èòåëüíûå ðå-

çóëüòàòû â èññëåäîâàíèè âîçìîæíîñòåé ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà ïîëó-

÷åíû À.Í. Àíòàìîøêèíûì, Á. Êåðíèãàíîì, Þ.À. Êî÷åòîâûì, Ñ. Ëèíîì,

Õ. Ïàïàäèìèòðèó, Î.Ý. Ñåìåíêèíîé, Ñ. Òîâååì, Ì. ßííàêàêèñîì è äðóãè-

ìè [72,86,96,113,275,296].

Ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-

öèè îêàçûâàþòñÿ íåçàìåíèìûìè â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ïîëó÷åíèå òî÷íîãî ðå-

øåíèÿ òðåáóåò ÷ðåçìåðíûõ âðåìåííûõ çàòðàò. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â îá-

ëàñòü ðàçðàáîòêè è àíàëèçà ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ âíåñëè À.À. Àãååâ,

Ñ. Àðîðà, Ý.Õ. Ãèìàäè, Í.È. Ãëåáîâ, Ä. Äæîíñîí, À.À. Êîðáóò, Ã. Êîð-

íóæîëñ, Á. Êîðòå, Ë. Ëîâàñ, Â.À. Ïåðåïåëèöà, Â.Ê. Ïîïêîâ, Ï. Ðàãõàâàí,

È.Õ. Ñèãàë, Ê. Òîìïñîí, Ì.Þ. Õà÷àé, Ä. Õî÷áàóì [2,23,27,31,82,92,102,115,

212,216,230] è ðÿä äðóãèõ àâòîðîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî èññëåäó-

þòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñõåì è

èõ òðóäîåìêîñòè. Ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷èëè

Ã. Âîåãèíãåð, Ã.Â. Ãåíñ, Î. Èáàððà, Ì.ß. Êîâàëåâ, Â. Êóáèê, Å.Â. Ëåâíåð,

Ñ.Â. Ñåâàñòüÿíîâ, ß.Ì. Øàôðàíñêèé [21,22,60,215,233,293] è äð.

Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû (ÝÀ) áåpóò íà÷àëî â pàáîòàõ Ë. Ôîãåëÿ,

À. Îóýíñà è Ì. Óîëøà [101] è Äæ. Õîëëàíäà [213], ãäå áûëî ïðåäëîæåíî

ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññ áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñ öåëüþ ñèíòåçà ýôôåêòèâ-
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íûõ â íåêîòîðîì ñìûñëå ñòðóêòóð è ñîçäàíèÿ ñèñòåì èñêóññòâåííîãî èí-

òåëëåêòà. Â íàøåé ñòðàíå À.Ã. Èâàõíåíêî è Ë.À. Ðàñòðèãèíûì íåçàâèñèìî

áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëèñü

èäåè ýâîëþöèè [55, 265]. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÝÀ ÿâëÿåòñÿ èìèòà-

öèÿ ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè ê óñëî-

âèÿì îêðóæàþùåé ñðåäû, ïðè ýòîì îñîáè ñîîòâåòñòâóþò ïðîáíûì òî÷êàì

â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, à ïðèñïîñîáëåííîñòü îñî-

áåé îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè è øòðàôàìè çà íàðóøåíèå

îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, åñëè òàêèå èìåþòñÿ. Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ïðåä-

ëîæåíû ýâîëþöèîííûå ñòðàòåãèè [266], ãåíåòè÷åñêèå àëãîpèòìû [213], àë-

ãîðèòìû ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ñ àäàïòàöèåé [76], ýâîëþöèîííîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ [18,101]), ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [231], ìíîãîêðèòåðèàëüíûå

ÝÀ [257]. Ê êëàññó ÝÀ òàêæå ìîãóò áûòü îòíåñåíû àëãîðèòìû Ìåòðîïîëè-

ñà [248], èìèòàöèè îòæèãà [227], ïîèñêà ñ çàïðåòàìè [194] è äð. Óêàçàííûå

àëãîðèòìû ðàçëè÷àþòñÿ ñïîñîáàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèîííîãî ïðîöåñ-

ñà è îòðàæàåìûìè àñïåêòàìè, îäíàêî èìåþò ìíîãî îáùèõ ýëåìåíòîâ. Îá-

ëàñòè ïðèìåíåíèÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ òàêæå íåñêîëüêî ðàçëè÷àþòñÿ.

Ïðèíöèïû íàñëåäñòâåííîñòè, èçìåí÷èâîñòè è îòáîðà â ýâîëþöèîí-

íûõ àëãîðèòìàõ ðåàëèçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ ðåøåíèé-ïîòîìêîâ ïî-

ñðåäñòâîì ðàíäîìèçèðîâàííûõ ïðîöåäóð (îïåðàòîðîâ), ìîäèôèöèðóþùèõ

ïîëó÷åííûå ðàíåå ïðîáíûå òî÷êè ïîäîáíî ïðîöåññàì ìóòàöèè è êðîññèíãî-

âåðà â æèâîé ïðèðîäå. Îòáîð òàêèõ ïðîáíûõ òî÷åê ïðîèçâîäèòñÿ ñ ó÷åòîì

çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè (îñîáÿì, èìåþùèì ïðåèìóùåñòâî ïî

ïðèñïîñîáëåííîñòè, äàþòñÿ á�îëüøèå øàíñû íà îòáîð â êà÷åñòâå ðîäèòåëü-

ñêèõ ðåøåíèé). Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê äëÿ çà-

äà÷ ñ îäíèì êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè, òàê è äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çà-

äà÷, ïîýòîìó äîïóñêàåòñÿ è ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðèñïî-

ñîáëåííîñòè. Ââèäó ïðîñòîòû àäàïòàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ýâîëþöè-

îííûõ àëãîðèòìîâ ýòè ìåòîäû àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
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êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, âîçíèêàþùèõ â óïðàâëåíèè, ïëàíèðîâàíèè,

ïðîåêòèðîâàíèè, ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ è äðóãèõ îáëàñòÿõ (ñì., íàïðè-

ìåð, [84,90,161,163]).

Î ïðèìåíèìîñòè ÝÀ ê èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å êîìáèíàòîðíîé îïòè-

ìèçàöèè åñòåñòâåííî ñóäèòü ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ âðåìåíè ïåðâî-

ãî äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ èëè äîñòàòî÷íî òî÷íîãî ïðèáëèæåí-

íîãî ðåøåíèÿ. Ýòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü îöåíåíû ñíèçó è ñâåðõó

ôóíêöèÿìè îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëÿåò äå-

ëàòü âûâîä îá ýôôåêòèâíîñòè ÝÀ íà çàäà÷å êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè

â öåëîì. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ÝÀ, îáíàðóæèâàþùåãî

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êàêîé-ëèáî NP-òðóäíîé çàäà÷è â ñðåäíåì çà âðåìÿ,

ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå ñâåðõó, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì (ýòî

ïðîòèâîðå÷èëî áû ïðåäïîëîæåíèþ î íåðàâåíñòâå êëàññîâ NP ̸= RP, êîòî-

ðîå äëèòåëüíîå âðåìÿ ïðèíèìàåòñÿ â òåîðèè ñëîæíîñòè â êà÷åñòâå ðàáî÷åé

ãèïîòåçû [229]).

Òåîðåòè÷åñêè íàèáîëåå äåòàëüíî èññëåäîâàíû ýâîëþöèîííûå àëãî-

ðèòìû ñ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè (êàê ïðàâèëî, ëèíåéíûìè ïî òðóäîåìêî-

ñòè) îïåðàòîðàìè ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà [248]. Êàê âûÿñíèëîñü, áàçîâûå

ñõåìû ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïðè ïîäõîäÿùåì ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ

ðåøåíèé è íàñòðîéêàõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò âîñïðîèçâîäèòü îñíîâíûå ýòàïû

ðàáîòû èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Çíà÷èìûå ðåçóëü-

òàòû â äàííîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû ïðè àíàëèçå ÝÀ äëÿ òàêèõ êëàññè-

÷åñêèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, êàê çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè â

ãðàôå [279], çàäà÷à îá îñòîâíîì äåðåâå ìèíèìàëüíîãî âåñà [249] è çàäà÷à î

ðàçðåçå ìèíèìàëüíîãî âåñà [247]. Îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ìîãóò

áûòü ïîëó÷åíû â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè ïîìîùè ìíîãî-

êðèòåðèàëüíûõ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, âîñïðîèçâîäÿùèõ ðàáîòó àëãî-

ðèòìîâ Äåéêñòðû è Êðàñêàëà, èëè íåÿâíî ó÷èòûâàþùèõ äâîéñòâåííîñòü

çàäà÷ î ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå è ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå. ÝÀ ñ àíàëîãè÷íû-
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ìè ñâîéñòâàìè íàéäåíû è äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ çàäà÷ [157, 186, 193, 248].

Âìåñòå ñ òåì íåäîñòàåò îáîáùàþùèõ ðåçóëüòàòîâ îá ýôôåêòèâíîñòè ÝÀ

íà êðóïíûõ êëàññàõ çàäà÷, à òàêæå òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûõ âûâîäîâ î

ïðåèìóùåñòâå îäíîãî ÝÀ íàä äðóãèì íà íåêîòîðîì êëàññå çàäà÷.

Íà ïðàêòèêå ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ÝÀ áåç ó÷åòà ñïå-

öèôèêè ðåøàåìûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî áûñòðî ïîêàçàëè èõ íèçêóþ ýôôåê-

òèâíîñòü â ñðàâíåíèè ñî ñïåöèàëèçèðîâàííûìè àëãîðèòìàìè. Òåì íå ìå-

íåå ãèáêîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ÝÀ è âîçìîæíîñòè èõ êîìáèíèðîâà-

íèÿ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè ïîçâîëèëè ðàçðàáîòàòü êîíêóðåíòîñïîñîáíûå ãè-

áðèäíûå àëãîðèòìû. Â òàêèõ àëãîðèòìàõ îòäåëüíûå îïåðàòîðû ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé óæå èçâåñòíûå àëãîðèòìû, òàêèå êàê ëîêàëüíûé ïîèñê, æàä-

íûé àëãîðèòì, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö èëè ïåðåáîð L-êëàññîâ (ñì., íàïðè-

ìåð, [74, 84, 163, 177]). Äëÿ íåêîòîðûõ ãèáðèäíûõ ÝÀ óäàåòñÿ è òåîðåòè-

÷åñêè ãàðàíòèðîâàòü êà÷åñòâî ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì

èñïîëüçóåìûõ â íèõ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ [163,177]. Ê ñîæàëåíèþ, â áîëü-

øèíñòâå ñëó÷àåâ îáîñíîâàíèå ðàáîòîñïîñîáíîñòè ãèáðèäíûõ ÝÀ îãðàíè÷è-

âàåòñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Å. Ààðòñ, À. Àéáåí è Ê. âàí Õè î ñõîäèìîñòè

ê îïòèìóìó ¾ïî÷òè íàâåðíîå¿ [277], ïðåäúÿâëÿþùåé äîñòàòî÷íî ñëàáûå

òðåáîâàíèÿ ê îïåðàòîðàì ÝÀ, íî íå äàþùåé îöåíîê ñâåðõó íà âðåìÿ äîñòè-

æåíèÿ îïòèìóìà. Äëÿ âûõîäà èç ñîçäàâøåéñÿ ñèòóàöèè òðåáóåòñÿ ïîëó÷å-

íèå îöåíîê âðåìåíè îòûñêàíèÿ ðåøåíèé òðåáóåìîé òî÷íîñòè è âåðîÿòíîñòè

ïîðîæäåíèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûõ ðåøåíèé íà çàäàííîé èòåðàöèè ÝÀ.

Ðàáîòîñïîñîáíîñòü ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (ÃÀ) ñóùåñòâåííî çàâè-

ñèò îò âûáîðà îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà, ãäå êîìáèíèðóþòñÿ ýëåìåíòû ðî-

äèòåëüñêèõ ðåøåíèé. Íîâûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ àíàëèç

ñëîæíîñòè è ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè (ÇÎÐ), ñîñòîÿùåé â îòûñêàíèè íàèëó÷øåãî âîç-

ìîæíîãî ðåçóëüòàòà êðîññèíãîâåðà ïðè çàäàííûõ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïàõ.

Ðåçóëüòàòû ×. Àããàðâàëà, Ý. Áàëàøà, Â. Êóêà, Äæ. Îðëèíà, Ï. Ñåéìóðà
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è äð. [42,108,122,147,160,195] äàþò ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå öå-

ëåñîîáðàçíîñòè ðåøåíèÿ ÇÎÐ (òî÷íîãî èëè ïðèáëèæåííîãî) â îïåðàòîðàõ

êðîññèíãîâåðà. Òåì íå ìåíåå äî ñèõ ïîð íå áûëî ïðîâåäåíî ñèñòåìàòè÷å-

ñêîãî àíàëèçà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ÇÎÐ è ýôôåêòà îò åå ðåøåíèÿ â

ïðîöåññå ðàáîòû ÝÀ.

Öåëü äèññåðòàöèè � ðàçâèòèå è èññëåäîâàíèå ýâîëþöèîííûõ ìåòî-

äîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Ïîñòàâëåííàÿ öåëü îïðå-

äåëèëà ñëåäóþùèå îñíîâíûå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ:

1) ðàçðàáîòêà ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ è èõ ãèáðèäíûõ âàðèàíòîâ

ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè;

2) îöåíêà òî÷íîñòè ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ýâîëþöèîííûìè àëãîðèò-

ìàìè, ïîñòðîåíèå îöåíîê òðóäîåìêîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ è èõ îñíîâíûõ

îïåðàòîðîâ, ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñ èçâåñòíûìè àíàëîãàìè;

3) àíàëèç ñëîæíîñòè çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, è â ÷àñò-

íîñòè, çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè, îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ çàäà÷,

âëèÿþùèõ íà ðàáîòîñïîñîáíîñòü ÝÀ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû èñïîëüçîâàëèñü

ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, òåîðèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, áèîíè÷åñêèå

ìåòîäû è ìîäåëè, à òàêæå ñîâðåìåííàÿ ìåòîäîëîãèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà-

÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè â òåðìèíàõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-

öèè; ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñâîäèìîñòåé ÇÎÐ, ïîäîáíûõ èçâåñòíûì

ñâîäèìîñòÿì çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ïîçâîëèâøèé äîêàçàòü

ïîëèíîìèàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü èëè NP-òðóäíîñòü ÇÎÐ äëÿ ðàçëè÷íûõ çà-

äà÷. Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà èñïîëüçîâàíèÿ â ÃÀ îïåðàòîðîâ êðîññèíãîâåðà,

îñíîâàííûõ íà ðåøåíèè ÇÎÐ, ÷òî äàëî âîçìîæíîñòü óëó÷øèòü èçâåñòíûå

ðàíåå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðÿäà çàäà÷.
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Âïåðâûå ââåäåíî îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ìóòàöèè

è êðîññèíãîâåðà, ïîçâîëèâøåå ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ âûäåëèòü íàèëó÷-

øåãî ïðåäñòàâèòåëÿ â êëàññå ÝÀ.

Íîâûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ âåðõíèõ îöåíîê

ñðåäíåãî ÷èñëà èòåðàöèé ÝÀ äî íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî èëè ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç ñîïîñòàâëåíèå ýòàïîâ ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè ÝÀ ñ

ýòàïàìè ðàáîòû àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ.

Áëàãîäàðÿ ãðóïïèðîâêå ñîñòîÿíèé â ìîäåëè ÃÀ âïåðâûå ïîëó÷åíû

îöåíêè ÷èñëà îñîáåé çàäàííîãî êà÷åñòâà â ïîïóëÿöèè ÃÀ ñ òóðíèðíîé ñå-

ëåêöèåé, ïðèìåíèìûå äëÿ ðÿäà çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Âïåðâûå ïðåäëîæåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íèæíèõ

îöåíîê ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïðîâåäåíî êîìïëåêñíîå èññëåäîâàíèå ýâîëþöèîííûõ ìåòîäîâ ñ ïî-

çèöèé ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè: íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàíäîìèçèðîâàííûé âàðèàíò ëîêàëüíîãî ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ

íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïî âåðîÿòíîñòè îòûñêàíèÿ îïòèìóìà â êëàññå ýâîëþ-

öèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ çàäàííûì îïåðàòîðîì ìóòàöèè; íàéäåíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ òóðíèðíîé ñåëåêöèåé

äîñòèãàåò ëîêàëüíûé îïòèìóì â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå

âðåìÿ, è ïîêàçàíî âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé íà êëàññå çàäà÷ GLO; ïðåäëî-

æåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ íèæíèõ îöåíîê ÷èñëà ëîêàëüíûõ

îïòèìóìîâ çàäà÷è.

2. Èññëåäîâàíà ñëîæíîñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè: óñòà-

íîâëåíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè

â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ äëÿ ðÿäà çàäà÷ áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè çàäà÷ óïàêîâêè è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà è ïðîñòåéøåé

çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà; óñòàíîâëåíà NP-òðóäíîñòü îïòèìàëüíîé
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ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, çàäà÷ î ðþêçàêå, êðàò÷àéøåì

ãàìèëüòîíîâîì ïóòè, óïàêîâêå â êîíòåéíåðû è íåêîòîðûõ äðóãèõ êëàññè-

÷åñêèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

3. Ïîñòðîåíû ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû, àíàëîãè÷íûå ïî ñâîéñòâàì

àëãîðèòìàì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: ïîëó÷åíû ïîëèíîìèàëü-

íûå îöåíêè ñðåäíåé òðóäîåìêîñòè ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ýâîëþöèîííîãî àë-

ãîðèòìà ÷åðåç òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ;

äëÿ êëàññà çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ïîëè-

íîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû Ã. Âîåãèíãåðà, ïðåäëîæåíà âïîëíå

ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà, îñíîâàí-

íàÿ íà ýâîëþöèîííîì àëãîðèòìå.

4. Ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ãèáðèäíûõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèò-

ìîâ, èñïîëüçóþùèõ îïòèìàëüíóþ ðåêîìáèíàöèþ è æàäíûå àëãîðèòìû äëÿ

ðåøåíèÿ NP-òðóäíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè: ïðåäëîæåíû íî-

âûå ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà, óïðàâëåíèÿ

ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè è áàëàíñèðîâêè ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè, ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî óñòàíîâëåíû êëàññû çàäà÷, íà êîòîðûõ òàêèå àëãîðèòìû èìåþò

ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè; âûïîëíåí òåîðå-

òè÷åñêèé àíàëèç ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè.

5. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ òóðíèðíîé ñå-

ëåêöèåé è ìóòàöèåé: ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèîííîãî

ïðîöåññà â ïîïóëÿöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà; ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé

ìîäåëè ïîñòðîåíû îöåíêè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè îñîáåé ñ âûñîêîé ïðèñïî-

ñîáëåííîñòüþ è èçó÷åíû ÷àñòíûå ñëó÷àè äîñòèæèìîñòè îöåíîê.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî êîìïëåêñíîå èññëåäîâà-

íèå ýâîëþöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè:

âûÿâëåíû øèðîêèå êëàññû çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ýâîëþöèîííûå

àëãîðèòìû, àíàëîãè÷íûå ïî ñâîéñòâàì ìåòîäàì ëîêàëüíîãî ïîèñêà è äèíà-
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ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; ïðîâåäåí òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ñëîæíîñòè

çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíà öåëåñîîá-

ðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè â ãèáðèäíûõ ýâîëþöèîí-

íûõ àëãîðèòìàõ; ïîñòðîåíû îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé çà-

äàííîãî êà÷åñòâà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðå-

òè÷åñêèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû

ïîçâîëÿþò îöåíèòü âîçìîæíîòè ýâîëþöèîííûõ ìåòîäîâ è îáëàñòè èõ ïðè-

ìåíèìîñòè. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â èíôîðìà-

öèîííûõ òåõíîëîãèÿõ ïðîåêòèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûìè è

òðàíñïîðòíûìè ñèñòåìàìè, à òàêæå â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ äëÿ îöåíêè

ïàðàìåòðîâ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè ïðèìåíÿ-

þòñÿ ïðè ïîäãîòîâêå ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ ðàáîòû äî-

êëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷å-

ñêèå ïðèëîæåíèÿ¿ (Îìñê, 1997, 2003, 2006, 2009, 2012);

Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è

ïðèëîæåíèÿ¿ (Åêàòåðèíáóðã, 1997, 1999, 2007, 2011);

Ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðà-

öèé¿ (Íîâîñèáèðñê, 1998, 2000, 2002);

Ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ è èññëåäîâàíèå

îïåðàöèé¿ (Âëàäèâîñòîê, 2007; Àëòàé, 2010; Íîâîñèáèðñê, 2013);

International Conference on Operations Research (Öþðèõ, Øâåéöàðèÿ,

1998);

Áàéêàëüñêîé ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-ñåìèíàðå ¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè

è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Èðêóòñê, 1998, 2001; Ñåâåðîáàéêàëüñê, 2008);

Conference Evolution Arti�cielle (Äóíêåðê, Ôðàíöèÿ, 1999);

Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ¾Ìåòîäû äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè¿
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(Ìèíñê, 2000; Îìñê - Èðêóòñê, 2004);

European Workshop on Evolutionary Computation in Combinatorial

Optimization (Ìèëàí, Èòàëèÿ, 2001; Òóðèí, Èòàëèÿ, 2011);

International Seminar ¾Theory of Evolutionary Algorithms¿ (Äàãøòóë,

Ãåðìàíèÿ, 2002, 2004, 2006, 2008, 2010, 2013);

Workshop on the Foundations of Genetic Algorithms (Òîððåìîëèíîñ,

Èñïàíèÿ, 2003);

Conference of the European Chapter on Combinatorial Optimization

(Ìèíñê, 2005);

Àçèàòñêîé øêîëå-ñåìèíàðå ¾Îïòèìèçàöèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì¿ (Íîâî-

ñèáèðñê, 2006; Óñòü-Êàìåíîãîðñê, 2010);

Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, àë-

ãåáðà è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ìèíñê, 2009);

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðàáîòêè èí-

ôîðìàöèè¿ (Áóäâà, ×åðíîãîðèÿ, 2012);

Euro Mini Conference on Variable Neighbourhood Search (Õåðöåã Íîâè,

×åðíîãîðèÿ, 2012);

à òàêæå íà ñåìèíàðàõ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà

ÑÎ ÐÀÍ è åãî Îìñêîì ôèëèàëå, Îìñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå

èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî è Âû÷èñëèòåëüíîì öåíòðå ÐÀÍ èì. À.À. Äîðîäíè-

öûíà. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè ëåãëè â îñíîâó êóðñà ¾Ýâîëþöèîííûå àëãî-

ðèòìû¿, ÷èòàåìîãî ìàãèñòðàíòàì Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîí-

íûõ òåõíîëîãèé ÎìÃÓ èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 38 ñòàòåé

è ãëàâ ìîíîãðàôèé, â òîì ÷èñëå 20 ñòàòåé â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Ëè÷íûé âêëàä. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäè-

íûé öèêë èññëåäîâàíèé àâòîðà, îáúåäèíåííûõ íå òîëüêî ïîñòàíîâêàìè çà-

äà÷ è ñõåìàìè àëãîðèòìîâ, íî è ìåòîäàìè èññëåäîâàíèé. Â ñîâìåñòíûõ ðà-

áîòàõ ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò îñíîâíûå èäåè ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ýâîëþöè-
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îííûõ àëãîðèòìîâ, ìåòîäîâ îáîñíîâàíèÿ îöåíîê òî÷íîñòè è òðóäîåìêîñòè

àëãîðèòìîâ, à òàêæå èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðàññìàòðè-

âàåìûõ çàäà÷. Îòäåëüíûå ýëåìåíòû äîêàçàòåëüñòâ óòâåðæäåíèé è òåîðåì

âûïîëíåíû â ñîàâòîðñòâå ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè ñîèñêàòåëÿ. Êîí-

ôëèêò èíòåðåñîâ ñ ñîàâòîðàìè îòñóòñòâóåò.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-

äåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (296 íàèìåíîâàíèé).

Îáúåì äèññåðòàöèè 300 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêè çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè è

îáùèå ñõåìû ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìíîãîêðàòíî èñïîëüçó-

þòñÿ äàëåå â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ äèññåðòàöèè.

Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé

îïòèìèçàöèè. Ïóñòü R è N � ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ è íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë ñîîòâåòñòâåííî; {0, 1}∗ � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñòðîê èç íóëåé è

åäèíèö. Äëÿ ñòðîêè S ∈ {0, 1}∗ ñèìâîëîì |S| îáîçíà÷àåòñÿ åå äëèíà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè � ýòî òðîéêà

Π = (Inst, Sol, fI), ãäå

1) Inst ⊆ {0, 1}∗ � ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ èç Π;

2) Sol(I) ⊆ {0, 1}n(I) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èíäèâèäóàëü-

íîé çàäà÷è I ∈ Inst, ãäå n(I) � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé;

3) äëÿ êàæäîé I ∈ Inst îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ fI : Sol(I) → R, êîòîðóþ

òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü (åñëè Π � çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè) èëè

ìèíèìèçèðîâàòü (åñëè Π � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè).

Äàëåå ÷åðåç f ∗I îáîçíà÷àåòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè

â èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I. Ïî óìîë÷àíèþ ïîä ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åí-



16

íîé âåëè÷èíîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ âåëè÷èíà, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïîëèíî-

ìîì ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî |I|. Çàäà÷à êîì-

áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè

çíà÷åíèÿ fI(x) ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû.

Íàèáîëüøèé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è êîìáèíà-

òîðíîé îïòèìèçàöèè èç êëàññà NPO, ãäå ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ¾òåõíè÷å-

ñêèå¿ ïðåäïîëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ïðèíàäëåæèò

êëàññó NPO, åñëè îòíîøåíèÿ I ∈ Inst è x ∈ Sol(I) ìîãóò áûòü ïðîâå-

ðåíû çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ, ðàçìåðíîñòü n(I) ïîëèíîìè-

àëüíî îãðàíè÷åíà, à ôóíêöèÿ fI : Sol(I) → N âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíî

îãðàíè÷åííîå âðåìÿ äëÿ ëþáîé I ∈ Inst.

Äàëåå â ðàçäåëå 1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ çàäà÷

êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ: çàäà÷à îá îäíîìåðíîì

áóëåâîì ðþêçàêå, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà, çàäà÷à î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè,

çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè è ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ.

Çäåñü òàêæå ââîäÿòñÿ ñòàíäàðòíûå îïðåäåëåíèÿ, ôîðìàëèçóþùèå ïî-

íÿòèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è è âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîê-

ñèìàöèîííîé ñõåìû. Â çàâåðøåíèå ðàçäåëà èçëàãàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà àëãî-

ðèòìà ëîêàëüíîãî ïîèñêà è ñâÿçàííûå ñ íåþ îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü äëÿ âñÿêîãî y ∈ Sol(I) îïðåäåëåíà îêðåñòíîñòü NI(y) ⊆ Sol(I).

Ñîâîêóïíîñòü {NI(y) : y ∈ Sol(I)} íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé.

Åñëè äëÿ x ∈ Sol(I) ïðè âñÿêîì y ∈ NI(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

fI(y) ≤ fI(x) â ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè, èëè fI(y) ≥ fI(x) â ñëó-

÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè, òî x íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì îïòèìóìîì. Ñèñòå-

ìà îêðåñòíîñòåé {N (x) | x ∈ Sol(I)} íàçûâàåòñÿ k-îãðàíè÷åííîé, åñëè äëÿ

ëþáûõ x ∈ Sol è y ∈ N (x) âûïîëíåíî δ(x,y) ≤ k, ãäå δ(·, ·) � ìåòðèêà

Õýììèíãà.
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Â ðàçäåëå 1.2 îïèñûâàþòñÿ êëàññ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ è íàèáî-

ëåå èçâåñòíûå åãî ïðåäñòàâèòåëè.

Ïåðâûì èçëàãàåòñÿ êëàññè÷åñêèé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (ÊÃÀ),

ïðåäëîæåííûé Äæ. Õîëëàíäîì â [213], êàê àëãîðèòì, èìèòèðóþùèé ïðî-

öåññ àäàïòàöèè ïîïóëÿöèè ê îêðóæàþùåé ñðåäå, âçàèìîäåéñòâèå ñ êîòîðîé

çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ïðèñïîñîáëåííîñòè îñîáåé. Íà êàæäîé èòåðàöèè ÊÃÀ ñ

ïîìîùüþ ðàíäîìèçèðîâàííûõ îïåðàòîðîâ ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà ñòðî-

èòñÿ íîâàÿ ïîïóëÿöèÿ (ïîêîëåíèå). ×èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè N ôèêñèðî-

âàíà îò íà÷àëà ðàáîòû àëãîðèòìà äî êîíöà. Â ÊÃÀ êàæäàÿ îñîáü òåêó-

ùåé ïîïóëÿöèè âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ðîäèòåëüñêîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîé

îñîáè-ïîòîìêà ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ïðèñïîñîáëåííîñòè ðî-

äèòåëüñêîé îñîáè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèè.

Ïðîöåññ ðàáîòû ÃÀ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñìåíó ïî-

ïóëÿöèé, ñîñòîÿùèõ èç ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà îñîáåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðîáíûì òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Îñîáè, îòâå÷àþùèå ðåøåíèÿì ñ

á�îëüøèì êà÷åñòâîì (áîëåå ïðèñïîñîáëåííûå), ïîëó÷àþò ïðåèìóùåñòâî â

ïîðîæäåíèè ïîòîìêîâ â ñëåäóþùåé ïîïóëÿöèè.

Ñ 80-õ ãîäîâ XX âåêà ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ñòàëè àêòèâíî èñïîëü-

çîâàòüñÿ êàê ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, ïðè ýòîì îñîáè ïðåäñòàâ-

ëÿþò ïðîáíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è, à ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè â íåêîòîðîì

ñìûñëå õàðàêòåðèçóåò èõ ¾êà÷åñòâî¿. Ñèíîíèìîì òåðìèíà ¾îñîáü¿ ÿâëÿåò-

ñÿ ¾ãåíîòèï¿. Êàê ïðàâèëî, ïåðâûé òåðìèí èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà ðå÷ü èäåò

îá îñîáè â ñîñòàâå ïîïóëÿöèè, à ïîñëåäíèé � êîãäà ïîïóëÿöèÿ íå ó÷èòûâà-

åòñÿ.

Ãåíîòèï ξ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðîêó (ξ1, ξ2, . . . , ξl) ôèêñèðîâàííîé

äëèíû l. Ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè � ñèìâîëû íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî àëôàâèòà,

èõ ïðèíÿòî íàçûâàòü ãåíàìè ïî àíàëîãèè ñ ãåíàìè æèâûõ îðãàíèçìîâ,

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ó÷àñòêè ìîëåêóëû ÄÍÊ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ãåíîòèïîâ äëèíû l ñ
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ñèìâîëàìè èç çàäàííîãî íàáîðà àëôàâèòîâ A1, . . . , Al, ò. å. B = A1×. . .×Al.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÃÀ ê çàäà÷å êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íåîáõîäèìî

îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé Ψ : B → {0, 1}n, çàäàþùóþ

ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ãåíîòè-

ïîâ.

Îáðàç x = Ψ(ξ) ïðèíÿòî íàçûâàòü ôåíîòèïîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ãå-

íîòèïó ξ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ â ÃÀ èñïîëüçóåòñÿ òîò æå ñïîñîá êîäèðîâêè

ðåøåíèé, ÷òî è â ïîñòàíîâêå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Â òàêîì

ñëó÷àå òåðìèíû ¾ãåíîòèï¿, ¾ôåíîòèï¿ è ¾ïðîáíîå ðåøåíèå¿ îêàçûâàþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè, à îòîáðàæåíèå Ψ(·) ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâåííûì.

Ïîïóëÿöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð X = (ξ1, ξ2, . . . , ξN) ∈ BN , ýëå-

ìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãåíîòèïû. Ñïîñîá íóìåðàöèè îñîáåé â ïîïóëÿ-

öèè íå èìååò çíà÷åíèÿ. Ïîïóëÿöèÿ ïîêîëåíèÿ t, t = 0, 1, . . ., îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç X t = (ξ1t, ξ2t, . . . , ξNt). Èòåðàöèåé ÃÀ ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò òåêóùåé

ïîïóëÿöèè X t ê ñëåäóþùåé ïîïóëÿöèè X t+1.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåïðèíÿòûì ïîäõîäîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ïðè Ψ(ξ) ∈ Sol ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè èìååò âèä Φ(ξ) = ϕfit(f(Ψ(ξ))),

ãäå ϕfit : R → R � íåêîòîðàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, åñëè ðåøà-

åòñÿ çàäà÷à íà ìàêñèìóì, èëè ñòðîãî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ â ñëó÷àå çà-

äà÷è ìèíèìèçàöèè. Åñëè æå Ψ(ξ) ̸∈ Sol, òî ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè

ïðèíèìàåò ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì â ëþáîì äîïóñòèìîì ðåøåíèè, ÷òî ñî-

îòâåòñòâóåò øòðàôó çà íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ÃÀ Φ(ξ) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ B.

Ïîñòðîåíèå íîâîé îñîáè (ïîòîìêà) íà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà ïàðû ðî-

äèòåëüñêèõ îñîáåé èç Π(t) ïðè ïîìîùè âåðîÿòíîñòíîãî îïåðàòîðà ñåëåê-

öèè Sel : BN → {1, . . . , N}, â êîòîðîì íîìåðà ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé âûáè-

ðàþòñÿ ñ ó÷åòîì èõ ïðèñïîñîáëåííîñòè. Ê ãåíîòèïàì âûáðàííûõ îñîáåé

ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà Cross : B × B → B × B (â íåêîòîðûõ

ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ Cross : B × B → B), çàìåíÿþùèé ÷àñòü ãåíîâ îä-
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íîãî ãåíîòèïà ãåíàìè äðóãîãî. Ïîëó÷åííûé ãåíîòèï ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ

îïåðàòîðà ìóòàöèè Mut : B → B, ïðè ýòîì ÷àñòü åãî ãåíîâ èçìåíÿåòñÿ ñëó-

÷àéíûì îáðàçîì. Çäåñü è äàëåå ïîä âåðîÿòíîñòíûì îïåðàòîðîì ïîíèìàåì

ðàíäîìèçèðîâàííóþ ïðîöåäóðó, òàêóþ ÷òî ïðè çàäàííîì âõîäíîì àðãóìåí-

òå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà åå âûõîäå íå çàâèñèò îò ïðåäøåñòâóþùåé

ðàáîòû àëãîðèòìà.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè ÃÀ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð,

îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî èòåðàöèé èëè óñëîâèå äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà, êîãäà

ýòî âîçìîæíî óñòàíîâèòü. Ðåçóëüòàòîì ÃÀ ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåå ïîñòðîåííîå

ðåøåíèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, íàðÿäó ñ ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèåé, èññëå-

äóåòñÿ äðóãîé øèðîêî èçâåñòíûé îïåðàòîð òóðíèðíîé ñåëåêöèè [199]. Ïðè

äåéñòâèè äàííîãî îïåðàòîðà èç ïîïóëÿöèè ðàâíîâåðîÿòíî (ñ âîçâðàùåíè-

åì) âûáèðàþòñÿ s îñîáåé è â êà÷åñòâå ðîäèòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ëó÷øàÿ ïî

ïðèñïîñîáëåííîñòè ñðåäè âûáðàííûõ. Íàñòðàèâàåìûé ïàðàìåòð s íàçûâà-

åòñÿ ðàçìåðîì òóðíèðà. Ïàðàìåòðû N è s, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò îò èí-

äèâèäóàëüíîé çàäà÷è è èõ âûáîð ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ñêîðîñòü

ñõîäèìîñòè ïîïóëÿöèè ê ðåøåíèÿì ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà.

Îïåðàòîðû ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà â ÃÀ ñ íåêîòîðûì óïðîùåíè-

åì ìîäåëèðóþò ïðîöåññû ìóòàöèè è ñêðåùèâàíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â æèâîé

ïðèðîäå, ãäå îíè ñâîäÿòñÿ ê ñëó÷àéíûì èçìåíåíèÿì â ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè íóêëåîòèäîâ ìîëåêóëû ÄÍÊ [4]. Ñòåïåíü âîçäåéñòâèÿ êðîññèíãîâåðà

è ìóòàöèè â ÊÃÀ ðåãóëèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ êðîññèíãîâåðà Pc è âåðîÿò-

íîñòüþ ìóòàöèè Pm. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ

ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, èìåþùèõ ðàçíûå îïåðàòîðû ñåëåêöèè, ìóòàöèè,

êðîññèíãîâåðà è íåñêîëüêî ðàçëè÷àþùèõñÿ â ñâîèõ ñõåìàõ [269].

Â ÊÃÀ íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîèñõîäèò ïîëíàÿ çàìåíà ïîïóëÿöèè.

Âî ìíîãèõ äðóãèõ ÃÀ èñïîëüçóåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ

ïîïóëÿöèåé, ãäå íà êàæäîé èòåðàöèè âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî äâå èëè îäíà
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íîâàÿ îñîáü, çàìåíÿþùèå â ïîïóëÿöèè îñîáè ñ íàèìåíüøåé ïðèñïîñîáëåí-

íîñòüþ [269].

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå îïåðàòîðîâ ÝÀ è åãî îáùàÿ ñõåìà. Îïðå-

äåëåíèÿ ôåíîòèïà, ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé è ïîïóëÿöèè, ââåäåí-

íûå âûøå äëÿ ÃÀ, ñîõðàíÿþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííî-

ñòè ãåíîòèïà â ñëó÷àå ÝÀ ìîæåò èìåòü áîëåå îáùèé âèä, ÷åì â ñëó÷àå

ÃÀ. Èçâåñòíû ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû êàê äëÿ çàäà÷ ñ îäíèì êðèòåðèåì

îïòèìèçàöèè, òàê è äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷, ïîýòîìó äîïóñêàåò-

ñÿ è ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðîâ èçâåñòíûõ ÝÀ â ãëàâå 1 îïèñûâàþòñÿ ýâîëþöèîííûå ñòðàòåãèè è

ìíîãîêðèòåðèàëüíûå ÝÀ.

Íà ïðàêòèêå îáùèå ñõåìû ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ çà÷àñòóþ èñ-

ïîëüçóþòñÿ â êîìáèíàöèè ñ íåêîòîðûìè ýâðèñòè÷åñêèìè ïðîöåäóðàìè,

ó÷èòûâàþùèìè ñïåöèôèêó ðåøàåìîé çàäà÷è. Íàèáîëåå ÷àñòî òàêèìè ïðî-

öåäóðàìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè, æàäíûå àëãîðèòìû

êîððåêòèðîâêè ðåøåíèé è äåêîäèðóþùèå ýâðèñòèêè. Ñïåöèôèêà çàäà÷è â

ÝÀ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îïåðàòîðàõ êðîññèíãîâåðà è ïðè ïîñòðî-

åíèè íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè.

Â ãëàâå 2 èññëåäóåòñÿ òî÷íîñòü è òðóäîåìêîñòü ýâîëþöèîííûõ ìåòî-

äîâ è ïðîâîäèòñÿ èõ ñîïîñòàâëåíèå ñ ìåòîäàìè ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

Â ðàçäåëå 2.1 íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ãåíåòè÷å-

ñêèé àëãîðèòì ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè ïðè òóðíèðíîé ñåëåêöèè äî-

ñòèãàåò ëîêàëüíîãî îïòèìóìà â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå

âðåìÿ, è äîêàçàíî âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé íà êëàññå çàäà÷ êîìáèíàòîð-

íîé îïòèìèçàöèè ñ ãàðàíòèðîâàííûìè ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè (GLO).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ñîâïàäàåò ñ êîäè-

ðîâêîé ðåøåíèé çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, à ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ îñòàíîâêè ïðîèñõîäèò íîâàÿ èíèöèàëèçàöèÿ ñ÷åò÷èêà èòåðàöèé è
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ïîïóëÿöèè X0, è âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ. Äàííûé âàðèàíò

ÃÀ îáîçíà÷àåòñÿ äàëåå ÷åðåç GA.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå êðîññèíãîâåðà ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå íåêîòî-

ðîé êîíñòàíòû ε, 0 < ε ≤ 1, îáðàçóþòñÿ îñîáè (x′,y′) = Cross(x,y), õîòÿ

áû îäíà èç êîòîðûõ íå óñòóïàåò ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè ðîäèòåëüñêèì îñî-

áÿì x,y ∈ B ïðè ëþáûõ x,y ∈ B, ïðè÷åì êîíñòàíòà ε íå çàâèñèò îò I.

Äëÿ îäíîòî÷å÷íîãî êðîññèíãîâåðà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ c

ε = 1− Pc, åñëè Pc < 1 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò I. Óêàçàííîå óñëîâèå

òàêæå âûïîëíÿåòñÿ c ε = 1, åñëè îäèí èç äâóõ ïîòîìêîâ � ðåøåíèå çàäà÷è

îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè, ðàññìàòðèâàåìîé äàëåå â ãëàâå 3.

Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à Π = (Inst, Sol, fI) è çàäàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà

îêðåñòíîñòåé {NI(y) : y ∈ Sol(I)}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(I) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ

íåîïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè fI , ò. å. h(I) = |{fI(x) : x ∈

Sol(I)}|−1. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî ðåøåíèÿ, ëîêàëüíûé ïîèñê äîñòèãàåò

ëîêàëüíîãî îïòèìóìà íå áîëåå ÷åì çà h(I) èòåðàöèé, óëó÷øàþùèõ çíà÷å-

íèå öåëåâîé ôóíêöèè. Ïóñòü L(I) îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíóþ âåðîÿòíîñòü

äîñòèæåíèÿ ëþáîãî çàäàííîãî ðåøåíèÿ â ïðåäåëàõ îêðåñòíîñòè:

L(I) = min
x∈Sol(I), x′∈NI(x)

P{Mut(x) = x′}.

×åì âûøå âåëè÷èíà L(I), òåì áîëüøå ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàòîðà ìóòàöèè

Mut ñ ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé NI . Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè X0 ñîäåðæèò äîïó-

ñòèìîå ðåøåíèå, s ≥ rN , r > 0, h(I) > 1, L(I) > 0 è

N ≥ 2(1 + lnh(I))

L(I)ε(1− 1/e2r)
,

òî GA ñ óñëîâèåì îñòàíîâêè t = h+ 1 èìååò ñâîéñòâà: 1) ëîêàëüíûé îïòè-

ìóì ïîñåùàåòñÿ ê èòåðàöèè h(I) ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1/e; 2) ëîêàëüíûé

îïòèìóì äîñòèãàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì çà eh(I) èòåðàöèé â ñðåäíåì.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà 2) ïîëó÷åíû ïîëèíîìèàëüíûå âåðõíèå

îöåíêè íà ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà â ñåìåéñòâå çàäà÷ ñ öåëå-

âîé ôóíêöèåé èç êëàññà ONEMAX∗∗, ââåäåííîãî Ñ. Äðîñòå, Ò. Éàíñåíîì è
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È. Âåãåíåðîì [169], è ñåìåéñòâå çàäà÷ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ãðàôà G(k),

ïðåäëîæåííîãî Ë.À. Çàîçåðñêîé [91]. Êðîìå òîãî, èç ñâîéñòâà 2) âûòåêàåò

Òåîðåìà 2.1. Åñëè çàäà÷à Π = (Inst, Sol, fI) ∈ NPO ïîëèíîìèàëüíî îãðà-

íè÷åíà, ôóíêöèÿ 1/L(I) ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíà, à ïîïóëÿöèÿ X0 ñî-

äåðæèò äîïóñòèìîå ðåøåíèå, òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðàõ GA

ëîêàëüíûé îïòèìóì âïåðâûå äîñòèãàåòñÿ â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíî

îãðàíè÷åííîå âðåìÿ.

Çàäà÷à Π èç êëàññà NPO ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ ñ ãàðàíòèðîâàí-

íûìè ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè (GLO) [116], åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ïî êðàéíåé ìåðå îäíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî

çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ äëÿ ëþáîãî âõîäà I ∈ Inst;

2) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî âñå ëîêàëüíûå îïòèìó-

ìû çàäà÷è Π îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé k-îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû îêðåñòíî-

ñòåé èìåþò êîíñòàíòíóþ îöåíêó òî÷íîñòè.

Ïðèìåðàìè çàäà÷ èç êëàññà GLO ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à ìàêñèìàëüíîé âû-

ïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû, çàäà÷è î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíî-

æåñòâå, î íàèìåíüøåì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå âåðøèí è î íàèìåíüøåì

âåðøèííîì ïîêðûòèè â ãðàôàõ ñî ñòåïåíüþ âåðøèí, îãðàíè÷åííîé êîí-

ñòàíòîé, à òàêæå çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ðàçðåçå ãðàôà [116].

Òåîðåìà 2.1 ïðèìåíèìà äëÿ îöåíêè âîçìîæíîñòåé ÃÀ îòûñêèâàòü ïðè-

áëèæåííûå ðåøåíèÿ ñ àïðèîðíîé îöåíêîé òî÷íîñòè íà êëàññå GLO.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü Π ∈ GLO, n > k è ïîïóëÿöèÿ X0 ñîäåðæèò äî-

ïóñòèìîå ðåøåíèå. Òîãäà ïðè îïåðàòîðå ìóòàöèè Mut∗ è ñîîòâåòñòâó-

þùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ GA ðåøåíèå ñ êîíñòàíòíîé îöåíêîé òî÷íîñòè

âïåðâûå äîñòèãàåòñÿ â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ.

Â ðàçäåëå 2.2 èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè îñîáåé âûñîêîé ïðè-

ñïîñîáëåííîñòè â ïîïóëÿöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ òóðíèðíîé ñåëåê-
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öèåé ïðè îòñóòñòâèè îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà. Äëÿ àíàëèçà ÃÀ ïðåäëàãà-

åòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà, âîçíèêàþùåãî ïðè

åãî ðàáîòå. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ìîäåëè ïîëó÷åíû îöåíêè ÷èñëà ïðè-

áëèæåííûõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî âûñîêîãî êà÷åñòâà íà çàäàííîé èòåðàöèè

ÃÀ è èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ÷èñëà òàêèõ ðåøåíèé îò ðàçìåðà òóðíèðà.

Òðóäíîñòè ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ ìîäåëåé ÃÀ (ñì., íàïðèìåð, [251,

276,289]) ê àíàëèçó çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ñâÿçàíû ñ áîëüøîé

ðàçìåðíîñòüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà öåïè Ìàðêîâà. Ïðåäëîæåííàÿ â äàííîì

ðàçäåëå ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìåíüøåå ÷èñëî ñîñòîÿíèé è ïîçâîëÿåò íàé-

òè íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà îñîáåé ñ ïðèñïîñîáëåííîñòüþ íå íèæå

çàäàííîãî óðîâíÿ.

Ïóñòü Φ0 = minξ∈B Φ(ξ) è çàäàíû ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ïðèñïî-

ñîáëåííîñòè Φ1, . . . ,Φd, òàêèå ÷òî Φ0 < Φ1 < Φ2 . . . < Φd. Áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî ÷èñëî ëèíèé óðîâíÿ, à òàêæå èõ çíà÷åíèÿ ìîãóò çàâèñåòü îò

èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I. Ñ âûáðàííûìè ëèíèÿìè óðîâíÿ ñîïîñòàâëÿþòñÿ

ïîäìíîæåñòâà Hi = {ξ : Φ(ξ) ≥ Φi}, i = 0, . . . , d. Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì

Hd+1 = ∅.

Ïóñòü äëÿ âñåõ i = 0, ..., d è j = 1, ..., d àïðèîðè èçâåñòíû íèæíèå αij

è âåðõíèå βij îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç Hi\Hi+1 â Hj ïðè äåéñòâèè

îïåðàòîðà ìóòàöèè, à èìåííî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Hi\Hi+1

αij ≤ P{Mut(ξ) ∈ Hj} ≤ βij.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè αij, ãäå i = 0, ..., d è j = 1, ..., d

÷åðåç A; àíàëîãè÷íóþ ìàòðèöó âåðõíèõ îöåíîê îáîçíà÷èì ÷åðåç B. Ïðåä-

ñòàâèì ïîïóëÿöèþ íà øàãå t ïðè ïîìîùè âåêòîðà ïîïóëÿöèè

z(t) = (z
(t)
1 , z

(t)
2 , . . . , z

(t)
d ),

ãäå z(t)i ∈ R � äîëÿ ãåíîòèïîâ èç Hi â ïîïóëÿöèè X t.

Áóäåì íàçûâàòü (d× d)-ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè γij ìîíîòîííîé, åñëè

γi−1,j ≤ γi,j äëÿ âñåõ i, j îò 1 äî d. Ïóñòü E � ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
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äàíèÿ; W � (d× d)-ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè wij = αij −αi−1,j; I � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà; a = (α01, ..., α0d). Åñëè ìàòðèöà A ìîíîòîííà è ||W|| < 1 â íåêî-

òîðîé ìàòðè÷íîé íîðìå, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî t èìååò ìåñòî íèæíÿÿ

îöåíêà ÷èñëà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî âûñîêîãî êà÷åñòâà

E[z(t)] ≥ E[z(0)]Wt + a(I−W)−1(I−Wt).

Ïðè óñëîâèè ìîíîòîííîñòè ìàòðèöû B èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåðõó

E[z(t+1)
j ] ≤ βdj −

d∑
i=1

(βij − βi−1,j)(1− E[z(t)i ])s, j = 1, . . . , d.

Èòåðàòèâíûì ïðèìåíåíèåì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà êàæäàÿ êîìïîíåíòà

âåêòîðà E[z(t)] ìîæåò áûòü îöåíåíà ñâåðõó ïðè ëþáîì t.

Åñëè ïðè âñåõ i = 0, ..., d, j = 1, ..., d, âåðîÿòíîñòü P{Mut(ξ) ∈ Hj}

íå çàâèñèò îò âûáîðà ξ ∈ Hi\Hi+1, òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû îöåíîê A è

B, A = B. Â òàêîì ñëó÷àå îïåðàòîð ìóòàöèè áóäåì íàçûâàòü ñòóïåí÷à-

òûì îòíîñèòåëüíî íàáîðà ëèíèé óðîâíÿ Φ1, ...,Φd è îáîçíà÷àòü ìàòðèöó A

÷åðåç M.

Ñòóïåí÷àòûé îïåðàòîð ìóòàöèè áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííûì, åñëè

ìàòðèöà M ìîíîòîííà. Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ ìóòàöèè ïðîâåäåíî èññëåäî-

âàíèå ñâîéñòâ âåêòîðà ïîïóëÿöèè, ñâÿçàííûõ ñ èçìåíåíèåì ðàçìåðà òóðíè-

ðà ïðè N → ∞. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ

äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü z(t) è ẑ(t) � âåêòîðû ïîïóëÿöèè ÃÀ ñ òóðíèðàìè

âåëè÷èíû s è ŝ ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì s ≤ ŝ. Òîãäà, åñëè ÃÀ èìååò

ìîíîòîííûé îïåðàòîð ìóòàöèè è îñîáè íà÷àëüíûõ ïîïóëÿöèé îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû, òî äëÿ ëþáûõ t = 0, 1, . . . è i = 1, ..., d ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøîì ðàçìåðå ïîïóëÿöèè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî E[z(t)i ] ≤ E[ẑi(t)].

Âûäåëåííûé çäåñü ñëó÷àé ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà ìóòàöèè õàðàêòå-

ðèçóåò ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ïðèN = 1 ñòàíîâÿòñÿ òî÷íûìè íèæíèå îöåíêè,
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à ïðè N → ∞ � àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûìè âåðõíèå îöåíêè íà ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå âåêòîðà ïîïóëÿöèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà ìóòà-

öèè êëàññè÷åñêîãî ÃÀ óñëîâèå ìîíîòîííîñòè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýêâèâà-

ëåíòíî óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè Φ ê êëàññó ñòðîãî ìîíîòîííûõ

ïñåâäîáóëåâûõ ôóíêöèé [113].

Â ðàçäåëå 2.3 èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýâîëþöèîííàÿ ñòðà-

òåãèÿ (1+1)-ES (ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà) îêàçû-

âàåòñÿ ¾íàèëó÷øèì¿ ìåòîäîì â êëàññå ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïî ðàñ-

ïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ïðèñïîñîáëåííîñòè ëó÷øåãî ïîëó÷åííîãî ãåíî-

òèïà.

Áóäåì íàçûâàòü ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìîì ñ íåîãðàíè÷åííîé ïà-

ìÿòüþ ñëåäóþùèé ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì: íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿ-

öèÿ X0 ∈ BN ñòðîèòñÿ íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì èëè äåòåðìèíèðîâàííûì

ñïîñîáîì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíîòèïîâ, ïîñòðîåííûõ â ÝÀ ñ íåîãðàíè-

÷åííîé ïàìÿòüþ ê íà÷àëó èòåðàöèè t, îáîçíà÷èì ÷åðåç σt−1, à ìíîæå-

ñòâî âñåõ âõîäÿùèõ â σt−1 ýëåìåíòîâ � ÷åðåç A(t−1). Íà êàæäîé èòåðà-

öèè t, t = 1, 2, . . . , âû÷èñëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ïîïóëÿöèÿ X t èç N ′′ ãå-

íîòèïîâ ïîòîìêîâ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà âîñïðîèçâåäåíèÿ Rep(η1, . . . , ηN
′
),

ãäå η1, . . . , ηN
′
� íåêîòîðûå èç ðàíåå ïîñòðîåííûõ îñîáåé. Ðîäèòåëüñêèå îñî-

áè η1, . . . , ηN
′
íà èòåðàöèè t âûáèðàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàíäîìèçèðîâàííîãî

îïåðàòîðà ñåëåêöèè ñ íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ Sel∞ : BN+N ′′(t−1) → BN ′
,

òàê ÷òî Sel∞(σt−1) ⊆ A(t−1). Ðàáîòà ÝÀ ñ íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàöèè ñëåäóþùåé êîìïîçèöèè ñëó÷àéíûõ îòîáðàæåíèé:

X t = Rep(Sel∞(X0, . . . , X t−1)), t = 1, 2, . . . .

Àëãîðèòì, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó îïðåäåëåíèþ, îáîçíà÷èì ÷åðåç EA.

Ýâîëþöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ (1+1)-ES ÿâëÿåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííûì àë-

ãîðèòìîì ëîêàëüíîãî ïîèñêà è íà÷èíàåò ðàáîòó ñ íà÷àëüíîãî ãåíîòèïà, ïî-

ñòðîåííîãî ñëó÷àéíî èëè äåòåðìèíèðîâàííî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïðîöå-

äóðû èíèöèàëèçàöèè. Íà êàæäîé èòåðàöèè t, t = 0, 1, . . ., ïî òåêóùåìó ãå-
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íîòèïó ζ(t) ñòðîèòñÿ íîâûé ãåíîòèï ζ ′ ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà ìóòàöèèMut.

Â ñëó÷àå, åñëè íîâûé ãåíîòèï ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè íå óñòóïàåò ζ(t), ïîëà-

ãàåì ζ(t+1) := ζ ′. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ζ(t+1) := ζ(t).

Îáîçíà÷èì ìàêñèìóì ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè íà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ãåíîòèïîâ σ = (ξ1, . . . , ξk) ÷åðåç Φ̌(σ), ò. å. Φ̌(σ) = maxi=1,...,k Φ(ξi).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð âîñïðîèçâåäåíèÿ Rep äîìèíèðóåòñÿ îïåðà-

òîðîì ìóòàöèè Mut, åñëè äëÿ ëþáîé N ′-ýëåìåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ãåíîòèïîâ X ′ è ëþáîãî η ∈ B, òàêèõ ÷òî Φ(η) ≥ Φ̌(X ′), ïðè âñåõ ϕ > Φ(η):

P {Φ(Mut(η)) ≥ ϕ} ≥ P
{
Φ̌(Rep(X ′)) ≥ ϕ

}
.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-

ìà î ñðàâíåíèè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèåé

(1+1)-ES.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ëþáîãî ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà EA ñ íåîãðàíè÷åííîé

ïàìÿòüþ ïðè Φ(ζ(0)) ≥ Φ̌(X0) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

P{Φ(ζ(t)) ≥ ϕ} ≥ P{Φ̌(σt) ≥ ϕ}, t ∈ Z+, ϕ ∈ R,

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð Mut äîìèíèðóåò îïåðà-

òîð Rep.

Ïîêàçàíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè äàííîé òåîðåìû (1+1)-ES

íå óñòóïàåò íèêàêîìó äðóãîìó ÝÀ â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

ïðèñïîñîáëåííîñòè ëó÷øåãî ïîëó÷åííîãî ãåíîòèïà íà ëþáîé çàäàííîé èòå-

ðàöèè, à òàêæå ïî ñðåäíåìó âðåìåíè ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ãåíîòèïà.

Â ðàçäåëå 2.4 ïðåäëàãàþòñÿ è îáîñíîâûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû

ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ν

íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ìíîãîêðàòíîãî âûïîëíåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Ïî-

ñòðîåíû íèæíèå ãðàíèöû äëÿ ν, îáåñïå÷èâàþùèå çàäàííóþ äîâåðèòåëüíóþ

âåðîÿòíîñòü. Êðîìå òîãî, â ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîâåðîÿòíîãî ïîïàäàíèÿ ëî-

êàëüíîãî ïîèñêà âî âñå ëîêàëüíûå îïòèìóìû ïîñòðîåíû äâóñòîðîííèå äî-

âåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ν. Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ
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èññëåäîâàíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, â êîòî-

ðûõ áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íå ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü

ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ åãî ýëåìåíòîâ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Îöåíêè ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ìíîæå-

ñòâà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ çàäà÷è ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ àêòóàëüíûìè ïðè

èññëåäîâàíèè ÝÀ. Âî ìíîãèõ ÝÀ ïåðåä äîáàâëåíèåì â ïîïóëÿöèþ êàæ-

äûé íîâûé ãåíîòèï ïðîõîäèò ïðîöåäóðó ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ïðèìå-

ðû òàêèõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìîâ ìîãóò áûòü íàéäåíû â [161,163] è äðóãèõ

ðàáîòàõ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà âîçíèêàåò âîïðîñ î ìîùíî-

ñòè ìíîæåñòâà âñåõ ãåíîòèïîâ, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå ëîêàëüíîé îïòè-

ìèçàöèè. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ ëîêàëüíûé ïîèñê

èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîêðàòíî ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè òî÷êàìè (ñì., íà-

ïðèìåð, [74, 274, 295]). Äëÿ óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ âàæíîå

çíà÷åíèå èìååò âûáîð ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé. Ñëîæíîñòü èíäèâèäóàëüíîé

çàäà÷è ñ çàäàííîé ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé õàðàêòåðèçóåòñÿ öåëûì ðÿäîì

ïàðàìåòðîâ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ.

Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [16, 39, 135, 137, 174, 181,

182,272].

Â ãëàâå 3 èññëåäóþòñÿ ñëîæíîñòü è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è îï-

òèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè, ñîñòîÿùåé â îòûñêàíèè íàèëó÷øåãî âîçìîæíî-

ãî ðåçóëüòàòà êðîññèíãîâåðà ïðè çàäàííûõ äâóõ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïàõ,

ïðåäñòàâëÿþùèõ äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-

öèè. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ÇÎÐ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè äâîè÷íî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé, ñîâïàäàþùåãî ñ êîäèðîâêîé ðåøåíèé çàäà÷è

êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Â ýòîé ãëàâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íå

ïóñòî.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Çàäà÷åé îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷è êîì-

áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè Π = (Inst, Sol, f) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êîì-

áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè Π = (Inst,Sol, f), òàêàÿ ÷òî âñÿêàÿ èíäè-

âèäóàëüíàÿ çàäà÷à I ∈ Inst èìååò âèä I = (I,p1,p2), ãäå I ∈ Inst,

p1 = (p11, . . . , p
1
n(I)) ∈ Sol(I), p2 = (p21, . . . , p

2
n(I)) ∈ Sol(I), è

Sol(I) = {x ∈ Sol(I)| xj = p1j èëè xj = p2j , j = 1, . . . , n(I)}. (3.1)

Êðèòåðèé îïòèìèçàöèè â I òîò æå, ÷òî è â I, ò. å. f I ≡ fI .

Äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ p1,p2 çàäà÷è I íàçûâàþòñÿ ðîäèòåëüñêèìè

ðåøåíèÿìè äëÿ çàäà÷è I = (I,p1,p2). Äàëåå îáîçíà÷àåì D(p1,p2) =

{j : p1j ̸= p2j}.

Îïðåäåëåíèå 3.1 ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ¾ôèêñàöèÿ¿ â ÇÎÐ

òåõ çíà÷åíèé ãåíîâ, â êîòîðûõ îáà ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïà ñîâïàäàþò. Â

ëèòåðàòóðå, îäíàêî, èçâåñòíû è äðóãèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ðåêîìáèíàöèè.

Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [15, 34, 134, 147, 237] õîðîøèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðå-

çóëüòàòû ïîêàçàëè ÃÀ, â êîòîðûõ ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðåêîìáèíàöèè ñ ¾ôèê-

ñàöèåé¿ òîëüêî òåõ çíà÷åíèé ãåíîâ, â êîòîðûõ îáà ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïà

èìåþò çíà÷åíèå, ðàâíîå 0. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äàëåå áóäåò íàçûâàòüñÿ

îñëàáëåííîé çàäà÷åé îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè, è äëÿ åå ôîðìóëèðîâêè

äîñòàòî÷íî çàìåíèòü óñëîâèå (3.1) â îïðåäåëåíèè 3.1 íà

Sol(I) = {x ∈ Sol(I)| xj ≤ p1j èëè xj ≤ p2j , j = 1, . . . , n(I)}. (3.2)

Â ãëàâå 3 ðÿä çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê çà-

äà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

max f(x) =
n∑

j=1

cjxj, (3.3)

n∑
j=1

qijxj ≤ bi, i = 1, . . . ,m, (3.4)

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n. (3.5)
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Çäåñü x ∈ {0, 1}n � âåêòîð áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, à èñõîäíûå äàí-

íûå cj, bi, qij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Â ðàçäåëå 3.2 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìèàëüíûõ ñâîäèìîñòåé ìåæäó

çàäà÷àìè îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÇÎÐ ïîëèíîìè-

àëüíî ðàçðåøèìà äëÿ çàäà÷ óïàêîâêè ìíîæåñòâà íàèáîëüøåãî âåñà, ðàçáè-

åíèÿ ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíîãî âåñà è îäíîãî âàðèàíòà ïðîñòåéøåé çàäà÷è

ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé â ïîñòàíîâêå áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ. Äëÿ çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (3.3)-(3.5) ââåäåì

îáîçíà÷åíèå Ui = {j | qij ̸= 0, j = 1, . . . , n}, i = 1, . . . ,m.

Òåîðåìà 3.2. ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ (3.3)-(3.5) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â

2-ðàñêðàøèâàåìîì ãèïåðãðàôå, ãäå 2-ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âõîä-

íûõ äàííûõ. Êàæäîå ðåáðî â ïîëó÷àåìîì ãèïåðãðàôå ñîäåðæèò íå áîëåå

÷åì Umax âåðøèí, ãäå Umax = maxi=1,...,m |Ui|, è òðóäîåìêîñòü äàííîé ñâî-

äèìîñòè åñòü O(m(2Umax + n)).

Èç òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìîãî

îïåðàòîðà îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷ áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, êîãäà â êàæäîå îãðàíè÷åíèå âõîäÿò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåí-

íûõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà [122] îá ýôôåêòèâíîé

ðàçðåøèìîñòè ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è î êëèêå íàèáîëüøåãî âåñà.

Â ðàçäåëå 3.3 ïîêàçàíà ñëîæíîñòü ðÿäà çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîì-

áèíàöèè. Äîêàçàíà NP-òðóäíîñòü îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷

áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè â êàæäîì

îãðàíè÷åíèè. Äàëåå ðàññìîòðåíà ÇÎÐ äëÿ çàäà÷ îá îäíîìåðíîì áóëåâîì

ðþêçàêå è îäíîìåðíîé óïàêîâêå â êîíòåéíåðû â ïîñòàíîâêå áóëåâîãî ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà÷à îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå èìååò

ôîðìóëèðîâêó

max

{
n∑

j=1

cjxj |
n∑

j=1

ajxj ≤ A, xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n

}
,
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ãäå aj ≥ 0, cj ≥ 0, j = 1, . . . , n, è A ≥ 0 öåëî÷èñëåíû.

Â çàäà÷å îá îäíîìåðíîé óïàêîâêå â êîíòåéíåðû óêàçàí ðàçìåð êîí-

òåéíåðà A è öåëûå ÷èñëà a1, . . . , ak, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðàçìåðû ïðåä-

ìåòîâ. Òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü ïðåäìåòû â ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êîíòåéíåðîâ

òàê, ÷òîáû ñóììà ðàçìåðîâ ïðåäìåòîâ â êàæäîì êîíòåéíåðå íå ïðåâûøà-

ëà A.

Ïóñòü áóëåâà ïåðåìåííàÿ yj ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì èñïîëüçîâàíèÿ

êîíòåéíåðà ñ íîìåðîì j, j = 1, . . . , k, à áóëåâà ïåðåìåííàÿ xij � èíäè-

êàòîðîì óïàêîâêè ïðåäìåòà i â êîíòåéíåð j ïðè i, j = 1, . . . , k. Òðåáóåòñÿ

íàéòè

min
k∑

j=1

yj,

k∑
j=1

xij = 1, i = 1, . . . , k,

k∑
i=1

aixij ≤ A, j = 1, 2, . . . , k,

yj ≥ xij, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , k,

xij, yj ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , k, j = 1, 2, . . . , k.

Ïóñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îäíîìåðíîé óïàêîâêå â êîíòåéíåðû êîäèðó-

þòñÿ ïîñðåäñòâîì (k × k)-ìàòðèöû çíà÷åíèé xij (ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð

(y1, . . . , yk) âû÷èñëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî). Òîãäà ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.3. ÇÎÐ è îñëàáëåííàÿ ÇÎÐ äëÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ î áóëåâîì

ðþêçàêå è îá óïàêîâêå â êîíòåéíåðû ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà (ÇÊ): äàí îðèåíòèðîâàííûé

ãðàô G áåç ïåòåëü è êðàòíûõ äóã ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì
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äóã A, ãäå äëèíà äóãè (i, j) ∈ A ðàâíà cij ≥ 0. Íàéòè ãàìèëüòîíîâ êîíòóð

ìèíèìàëüíîé äëèíû.

Åñëè äëÿ ëþáîé äóãè (i, j) ∈ A ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ, è cij = cji, òî ÇÊ

íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è ãðàôG ìîæíî ñ÷èòàòü íåîðèåíòèðîâàííûì.

Åñëè æå òàêîå ñâîéñòâî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, òî èìååò ìåñòî îáùèé ñëó÷àé

ÇÊ.

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà â ÝÀ ìîæåò êîäèðîâàòüñÿ

êàê ñòðîêà, â êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèñàíû âñå êîìïîíåíòû ìàòðè-

öû ïåðåñòàíîâêè, îòâå÷àþùåé ìàðøðóòó êîììèâîÿæåðà. Â òàêîì ñëó÷àå

ÇÎÐ ñîñòîèò â ïîèñêå êðàò÷àéøåãî ìàðøðóòà êîììèâîÿæåðà, ñîâïàäàþ-

ùåãî ñ äâóìÿ ðîäèòåëüñêèìè äîïóñòèìûìè ðåøåíèÿìè ïî òåì äóãàì (èëè

ðåáðàì), ïî êîòîðûì ïðîõîäÿò îáà ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèÿ, è íå ïðîõîäÿ-

ùåãî ïî äóãàì (èëè ðåáðàì), îòñóòñòâóþùèì â îáîèõ èç íèõ. NP-òðóäíîñòü

ÇÎÐ â ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå ÇÊ äîêàçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòà-

òîâ À. Èòàè, Õ. Ïàïàäèìèòðèó è Äæ. Øâàðöôèòåðà [217] îá NP-ïîëíîòå

çàäà÷è ïðîâåðêè ñâîéñòâà ãàìèëüòîíîâîñòè ðåøåòî÷íûõ ãðàôîâ.

Òåîðåìà 3.4. ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà â ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå

NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 3.5 îá NP-òðóäíîñòè ÇÎÐ äëÿ çà-

äà÷è îòûñêàíèÿ êðàò÷àéøåé ãàìèëüòîíîâîé öåïè â ãðàôå.

Â îáùåì ñëó÷àå ÇÊ çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè íå ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåíèåì ðàññìîòðåííîé â òåîðåìå 3.4. Äàæå ïðè ñèììåòðè÷åñêîé ìàò-

ðèöå ðàññòîÿíèé (cij) ïàðà ðîäèòåëüñêèõ ¾ìàðøðóòîâ¿, ïîíèìàåìûõ êàê

êîíòóðû, îáóñëîâëèâàåò èíîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÇÎÐ, ÷åì òà

æå ïàðà ¾ìàðøðóòîâ¿, ïîíèìàåìûõ êàê öèêëû. Òàêèì îáðàçîì, îáùèé ñëó-

÷àé òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî àíàëèçà ñëîæíîñòè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíîé

ñâîäèìîñòè çàäà÷è âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ê ÇÊ äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.6. ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà â îáùåì ñëó÷àå NP-òðóäíà

â ñèëüíîì ñìûñëå.
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Ðàññìîòðåííûå âûøå çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ñâîäÿòñÿ ê

ÇÊ ñ ïðåäïèñàííûìè ðåáðàìè íà ãðàôàõ, ãäå ñòåïåíü âåðøèí ðàâíà íå áî-

ëåå 4 â ñèììåòðè÷åñêîì è íå áîëåå 3 � â îáùåì ñëó÷àå. Ðåøåíèå òàêèõ

çàäà÷ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àëãîðèòìàìè, ïðåäëîæåííûìè Ä. Ýïïøòåé-

íîì [171]. Â ÷àñòíîñòè, òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ ÇÎÐ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ÇÊ

ñîñòàâëÿåò O(|V | · 1.42|V |).

Â ðàáîòå [42] ðàññìîòðåí äðóãîé ïîäõîä ê êîäèðîâêå ðåøåíèé äëÿ çà-

äà÷ íà ïåðåñòàíîâêàõ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ÇÎÐ. Êàê ïîêàçàíî â [43], â

ñëó÷àå çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ãàìèëüòîíîâîì ïóòè ýòîò ñïîñîá ïðåäñòàâëå-

íèÿ ðåøåíèé òàêæå ïðèâîäèò ê NP-òðóäíîé ÇÎÐ, îäíàêî äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿

ïàð ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé ÇÎÐ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [29,38,175,176].

Â ãëàâå 4 ïðåäëîæåíû ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû ñ âîçìîæíîñòÿìè

ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ).

Â ðàçäåëå 4.1 ôîðìóëèðóåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùàÿ ñõåìà äèíàìè÷åñêî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñ öåëüþ åäèíîîáðàçíîãî îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ ÄÏ

çäåñü ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðåøàåìàÿ çàäà-

÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè Π ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà âî âñïîìîãà-

òåëüíóþ çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà Π′,

ñîãëàñîâàííóþ ñ îáùåé ñõåìîé ÄÏ.

Ïóñòü èìååòñÿ d′ êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè. Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I ′

èç ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è Π′ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòâåðêîé (d′, g,S,D).

Çäåñü S � ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà, g:S →(R ∪ {∞})d′ � âåêòîðíî-çíà÷íàÿ

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, è D ⊆ S � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ââå-

äåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≽ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ ïî Ïàðåòî:

(y′1, . . . , y
′
d′) ≽ (y1, . . . , yd′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y′j ≤ yj äëÿ âñåõ j,

òàêèõ ÷òî gj � êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè, è y′j ≥ yj äëÿ âñåõ j, òàêèõ ÷òî gj �

êðèòåðèé ìàêñèìèçàöèè (y′ ≻ y, åñëè y′ ≽ y è y ̸≽ y′). Ðåøåíèå çàäà÷è I ′

ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïîëíîãî ìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ (ÏÌÀ).
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Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÏÌÀ äëÿ çàäà÷è I ′ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé

ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû (íàïðèìåð, ìåòîäà îáðàòíîãî õîäà) ïðåîáðàçóåòñÿ

â îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗ ∈ Sol(I) èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I èç Π.

Àëãîðèòì ÄÏ äëÿ çàäà÷è Π′ âûïîëíÿåòñÿ çà n̄ èòåðàöèé, íàçûâàå-

ìûõ ñòàäèÿìè. Íà êàæäîé ñòàäèè i âû÷èñëÿåòñÿ è çàïèñûâàåòñÿ â ïàìÿòü

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Si ⊆ S. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì ðå-

øàåò èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó I ′, åñëè ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, âû÷èñëåííûõ

íà ïîñëåäíåé ñòàäèè ÄÏ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÏÌÀ äëÿ I ′.

Ïóñòü èìåþòñÿ n̄ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé Fi, i = 1, . . . , n̄,

ñîñòîÿùèõ èç ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé âèäà F :S → S ′. Çäåñü S ′ ÿâëÿåòñÿ ðàñ-

øèðåíèåì ïðîñòðàíñòâà S èëè ñîâïàäàåò ñ íèì. Ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ ýëå-

ìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ S ′\S, íà êàæäîé ñòàäèè i èñïîëüçóåòñÿ ñåìåéñòâî

ôóíêöèîíàëîâ HF , HF :S ′ → R, òàêèõ ÷òî ïðè ëþáîì F ∈ Fi âûïîëíåíî

F (S) ∈ S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà HF (S) ≤ 0.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðîùåííûé àëãîðèòì ÄÏ, â êîòîðîì íà

ýòàïå èíèöèàëèçàöèè ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî S0, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì

ïîäìíîæåñòâîì S. Íà i-òîé ñòàäèè âû÷èñëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Si:

Si = {F (S) | S ∈ Si−1, F ∈ Fi, HF (S) ≤ 0}.

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû óïðîùåííîãî àëãîðèòìà ÄÏ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî

âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâî S ′
n̄ ⊆ Sn̄, òàêîå ÷òî g(S ′

n̄) = g(Sn̄).

Äëÿ ñíèæåíèÿ òðóäîåìêîñòè â ïðèëîæåíèÿõ ÄÏ, êàê ïðàâèëî, èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè Ð. Áåëëìàíà [130] èëè åãî îáîáùåíèÿ,

÷òî ïîçâîëÿåò óäàëèòü èç ðàññìîòðåíèÿ íåïåðñïåêòèâíûå ñîñòîÿíèÿ, íå íà-

ðóøàÿ îïòèìàëüíîñòè ðåçóëüòàòà. Âî ìíîãîêðèòåðèàëüíîì ñëó÷àå êëàññè-

÷åñêèé ïðèíöèï Ð. Áåëëìàíà, êàê ïðàâèëî, íåïðèìåíèì, îäíàêî íåïåðñïåê-

òèâíûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü óäàëåíû ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî îòíî-

øåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ÄÏ [79,228,293].

Ðàññìîòðèì ïðåäïîðÿäîê ≼dom íà S ′, òàêîé ÷òî S ≼dom S ′ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà g(S) ≼ g(S ′) èëè S ̸∈ S, S ′ ∈ S. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äâà
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ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò êîððåêòíî èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèå ≼dom

äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåïåðñïåêòèâíûõ ñîñòîÿíèé â ÄÏ.

C.1. Ïðè ëþáûõ S, S ′ ∈ S, i = 1, . . . , n̄, åñëè S ≼dom S ′, òî

F (S) ≼dom F (S ′) äëÿ âñåõ F ∈ Fi òàêèõ, ÷òî F (S ′) ∈ S.

C.2. Äëÿ ëþáûõ S, S ′ ∈ S, i = 1, . . . , n̄ è F ∈ Fi, åñëè S ≼dom S ′, òî

HF (S
′) ≤ HF (S).

Ïðè âûïîëíåííûõ óñëîâèÿõ C.1 è C.2 â ÄÏ äîñòàòî÷íî õðàíèòü íå

âñå ìíîæåñòâî Si, à ëèøü ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ åãî ïîäìíîæåñòâî,

äîìèíèðóþùåå Si, è îáùàÿ ñõåìà ÄÏ ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå.

Àëãîðèòì 4.1. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå äëÿ çàäà÷è Π′

1. T0 := S0.

2. Äëÿ âñåõ i = 1 . . . n̄ :

3. Ti := ∅.

4. Äëÿ âñåõ S ∈ Ti−1 & F ∈ Fi :

5. Åñëè HF (S) ≤ 0 & @S ′ ∈ Ti:F (S) ≼dom S ′, òî

6. Ti := (Ti \ {S ′ ∈ Ti | S ′ ≺dom F (S)}) ∪ {F (S)}.

7. Êîíåö öèêëà.

8. Êîíåö öèêëà.

9. Ðåçóëüòàò: Tn̄.

Åñëè óïðîùåííûé àëãîðèòì ÄÏ âû÷èñëÿåò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé S ′
n̄,

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ÏÌÀ äëÿ I ′, è óñëîâèÿ C.1 è C.2 âûïîëíåíû, òî

àëãîðèòì 4.1 òàêæå íàõîäèò ÏÌÀ äëÿ I ′.

Â ðàçäåëå 4.2 ïðè óñëîâèè ïðèìåíèìîñòè ê çàäà÷å Π′ àëãîðèòìà ÄÏ

ïðåäëàãàåòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ÝÀ ñ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ

âûÿâëåíèÿ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñïåöèôèêîé ÝÀ, íåîáõîäèìî ââåñòè äî-

ïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà òðóäîåìêîñòü êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ ìíî-

ãîêðèòåðèàëüíîãî ÝÀ. Òàêîé ïîäõîä ê ñðàâíåíèþ ÝÀ è ÄÏ ðåàëèçîâàí

â ñëåäóþùåé òåîðåìå 4.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç TDP òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà

ÄÏ, à ÷åðåç Wmax � íàèáîëüøóþ èç ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé, âû-
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÷èñëåííûõ çà âñå âðåìÿ ðàáîòû ÄÏ. Ïîä îáðàáîòêîé ñîñòîÿíèÿ â ÄÏ áóäåì

ïîíèìàòü èòåðàöèþ âíóòðåííåãî öèêëà, ò. å. ñòðîêè 5 è 6 àëãîðèòìà 4.1.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü çàäà÷à Π′ ðàçðåøèìà àëãîðèòìîì ÄÏ, óñëîâèÿ C.1,

C.2 âûïîëíåíû, à îáðàáîòêà ñîñòîÿíèÿ â ÄÏ èìååò òðóäîåìêîñòü Θ(1).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ÝÀ, ãäå òðóäîåìêîñòü êàæäîãî

îïåðàòîðà åñòü O(1), è ÏÌÀ çàäà÷è Π′ âû÷èñëÿåòñÿ â ñðåäíåì çà âðåìÿ

O(TDPn̄ logWmax).

Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âðå-

ìÿ îáðàáîòêè ñîñòîÿíèÿ ÄÏ è òðóäîåìêîñòè îïåðàòîðîâ ÝÀ ïîëèíîìèàëüíî

îãðàíè÷åíû. Â ýòîì ñëó÷àå âåðõíÿÿ îöåíêà ñðåäíåé òðóäîåìêîñòè ìíîãî-

êðèòåðèàëüíîãî ÝÀ îòëè÷àåòñÿ îò òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ìíîæèòåëü, îãðàíè÷åííûé ïîëèíîìîì îò äëèíû

âõîäíûõ äàííûõ è ÷èñëà ñîñòîÿíèé ÄÏ.

Â ðàçäåëå 4.3 óñòàíîâëåíî (òåîðåìà 4.2), ÷òî äëÿ êëàññà çàäà÷, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñè-

ìàöèîííîé ñõåìû (FPTAS) Ã. Âîåãèíãåðà, íà îñíîâå ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî

ÝÀ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, ÿâëÿþùååñÿ âïîëíå ïî-

ëèíîìèàëüíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé (FPRAS).

Ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [35�37,155,156].

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè â ÃÀ.

Â ðàçäåëå 5.1 ðàçðàáîòàíû è èññëåäîâàíû ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì è

òî÷íûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàèìåíüøåãî ïîêðûòèÿ

ìíîæåñòâà (ÇÍÏ). Ýòà çàäà÷à èìååò ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó. Ïóñòü äà-

íû ìíîæåñòâî M = {1, ...,m} è íàáîð åãî ïîäìíîæåñòâ Mj ⊆ M , ãäå

j ∈ U = {1, ..., n}. Ïîäìíîæåñòâî J ⊆ U íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì M , åñëè∪
j∈J Mj = M . Êàæäîìó Mj ïðèïèñàí âåñ cj > 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîêðû-

òèå ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà. ÇÍÏ NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå è

äëÿ íåå íå ñóùåñòâîâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî ðå-

øåíèå, íå áîëåå ÷åì â êîíñòàíòó ðàç ïðåâûøàþùåå îïòèìóì, åñëè P̸=NP.
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Äëÿ ÇÍÏ ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé âàðèàíò ÃÀ (GANP) ñ íåäâîè÷íûì

ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèé è îïåðàòîðîì ËÏ-êðîññèíãîâåðà, ïðè äåéñòâèè

êîòîðîãî îñëàáëåííàÿ ÇÎÐ ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êðîìå òîãî, â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ãèáðèäíûé

àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ÇÍÏ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ìå-

òîäà ïåðåáîðà L-êëàññîâ ñ GANP è ýâðèñòèêîé ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè.

ÃÀ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ, à ñ ïîìîùüþ ìå-

òîäà ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè ñòðîÿòñÿ íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè öåëåâîé

ôóíêöèè íà íà÷àëüíîì ýòàïå è íà ïîäçàäà÷àõ, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå

ïåðåáîðà L-êëàññîâ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áèáëèîòåêè OR-Library ïðåäëîæåííûé ÃÀ ïîêà-

çàë ðåçóëüòàòû, íå óñòóïàþùèå ðåçóëüòàòàì ÃÀ ñ äâîè÷íûì ïðåäñòàâëå-

íèåì Äæ. Áèñëè è Ï. ×ó [127]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ 50 òåñòîâûõ çàäà÷

ñî ñëó÷àéíûìè äàííûìè ïðè ðàçìåðíîñòè äî 5000 ïåðåìåííûõ äàííûì ÃÀ

íàéäåíû îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ äâóõ èíäèâèäóàëüíûõ çà-

äà÷, ñâÿçàííûõ ñ âîïðîñîì Ï. Ýðäåøà î ðàñêðàñêå ãèïåðãðàôà, ïîëó÷åíû

ðåøåíèÿ, óëó÷øàþùèå èçâåñòíûå èç ëèòåðàòóðû îöåíêè îïòèìóìà.

Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïðèìåíåíèå ËÏ-êðîññèíãîâåðà â GANP öå-

ëåñîîáðàçíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ãäå ðàçðûâ äâîéñòâåííîñòè íå âåëèê. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð. Ãèáðèä-

íûé àëãîðèòì òåñòèðîâàëñÿ íà çàäà÷àõ ñî ñëó÷àéíûìè äàííûìè è ïîêàçàë

ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðåáîðîì L-êëàññîâ [51].

Â ðàçäåëå 5.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðî-

äóêöèè, ñîñòîÿùàÿ â ìèíèìèçàöèè ñòîèìîñòè äîñòàâêè ïðîäóêöèè îò ìíî-

æåñòâà ïîñòàâùèêîâ äî ìíîæåñòâà ïîòðåáèòåëåé. Äîïóñòèìûé ðàçìåð êàæ-

äîé îòêðûòîé ïîñòàâêè îãðàíè÷åí ñíèçó è ñâåðõó, ðàçìåð ïîòðåáëåíèÿ äëÿ

êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ îãðàíè÷åí ñíèçó, à ôóíêöèè ñòîèìîñòè ïîñòàâêè ëè-
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íåéíû ïðè íåíóëåâûõ îáúåìàõ ïîñòàâêè. Çàäà÷à èìååò ïîñòàíîâêó:

min
m∑
i=1

n∑
j=1

zijaij + cijxij,

m∑
i=1

xij ≥ Aj, j = 1, ..., n,

n∑
j=1

xij ≤Mi, i = 1, ...,m,

zij ∈ {0, 1}, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n,

mijzij ≤ xij ≤Mizij, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n,

ãäå m � ÷èñëî ïîñòàâùèêîâ; n � ÷èñëî ïîòðåáèòåëåé; ïåðåìåííûå zij ÿâëÿ-

þòñÿ èíäèêàòîðàìè íàëè÷èÿ ïîñòàâêè îò ïîñòàâùèêà i ïîòðåáèòåëþ j, à

ïåðåìåííûå xij îáîçíà÷àþò ðàçìåð ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñòàâêè. Aj � ìèíè-

ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, òðåáóåìîå ïîòðåáèòåëþ j; mij � ìèíèìàëü-

íîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, êîòîðîå ïîñòàâùèê i ãîòîâ äîñòàâèòü ïîòðåáèòå-

ëþ j;Mi � ìàêñèìàëüíîå îáùåå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, êîòîðîå ïîñòàâùèê i

ìîæåò äîñòàâèòü. Â öåëåâóþ ôóíêöèþ âõîäÿò ôèêñèðîâàííûå äîïëàòû aij,

ñâÿçàííûå ñ îòêðûòèåì ïîñòàâêè (i, j) è ñòîèìîñòè òðàíñïîðòèðîâêè åäè-

íèöû ïðîäóêöèè cij. Ïàðàìåòðû aij, cij,mij,Mi, Aj öåëî÷èñëåííû è íåîòðè-

öàòåëüíû ïðè âñåõ i, j.

Òåîðåìà 5.1. Íàõîæäåíèå p(m,n)-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâ-

ëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè ïðè ëþáîì ïîëèíîìå p(m,n) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé NP-òðóäíóþ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷ó.

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëîæåí æàäíûé àëãîðèòì òðó-

äîåìêîñòè O(m2) è äîêàçàíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ 2-ïðèáëèæåííûì àëãîðèò-

ìîì, åñëè ñòîèìîñòü ïîñòàâêè îò êàæäîãî ïîñòàâùèêà i ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé

íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [0,Mi] (òåîðåìà 5.2). Â [41] íàìè ïðåä-

ëîæåíà FPTAS äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, ãäå ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî îáúåì ïîñòàâêè îò êàæäîãî ïîñòàâùèêà ïðèíàäëåæèò îáúåäè-

íåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ, ôóíêöèè ñòîèìîñòè ïîñòàâîê ÿâëÿþòñÿ
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âîãíóòûìè è íåóáûâàþùèìè â ïðåäåëàõ êàæäîãî èíòåðâàëà. Â [144, 250]

ïîñòðîåíà FPTAS äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà öåëåâûõ ôóíêöèé.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðåäëàãàþòñÿ äâà ãèáðèäíûõ ãåíåòè-

÷åñêèõ àëãîðèòìà è ïðîâîäèòñÿ èõ èññëåäîâàíèå è ñðàâíåíèå. Ïåðâûé èç

ïðåäëîæåííûõ ÃÀ, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç GAgrd, îñíîâûâàåòñÿ íà äåêîäèðî-

âàíèè ãåíîòèïîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì æàäíîãî 2-ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà.

Âî âòîðîì ïðåäëîæåííîì ÃÀ, îáîçíà÷àåìîì ÷åðåç GAmipr, ãåíîòèï

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (m× n)-ìàòðèöó Z = (zij). Åñëè ïðè çàäàííîé Z äîïó-

ñòèìîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî îáúåìû ïîñòàâîê xij âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåä-

ñòâîì ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ íèæíèìè è âåðõíèìè îãðàíè÷åíèÿ-

ìè íà îáúåì êàæäîé ïåðåâîçêè. Åñëè æå òàêîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, òî

äëÿ îöåíêè ïðèñïîñîáëåííîñòè èñïîëüçóåòñÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ.

Â GAmipr ðàçðàáîòàí íîâûé îïåðàòîð ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà, â êîòîðîì

ïåðåä ðåøåíèåì ÇÎÐ â ðîäèòåëüñêèå ãåíîòèïû âíîñÿòñÿ ñëó÷àéíûå èçìå-

íåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî ðåøàåòñÿ (îñëàáëåííàÿ) ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè â ïðèâåäåííîé âûøå ïîñòàíîâêå ÷àñòè÷íî öåëî÷èñ-

ëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (×ÖËÏ). Èç òåîðåìû 3.3 âûòåêàåò,

÷òî ÇÎÐ è îñëàáëåííàÿ ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðîäóê-

öèè ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè äàæå â ñëó÷àå îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ. Îïåðàòîð

ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà CPLEX.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî GAmipr èìååò ïðåèìóùå-

ñòâî ïî êà÷åñòâó ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé â ñðàâíåíèè ñ GAgrd è CPLEX.

Â ðàçäåëå 5.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ NP-òðóäíàÿ çàäà÷à áàëàíñèðîâêè àâòî-

ìàòèçèðîâàííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè è ïðåäëàãàåòñÿ ÃÀ ñ îïåðàòîðîì

ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà äëÿ åå ðåøåíèÿ. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò ðÿä îòëè÷èé îò

çàäà÷è áàëàíñèðîâêè àâòîìàòè÷åñêîé ñáîðî÷íîé ëèíèè [124,129,192], òàêèõ

êàê ïàðàìåòðèçîâàííîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè, íåñòðîãèå îòíîøåíèÿ

ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå îïåðàöèé.

Â ïðåäëàãàåìîì ÃÀ ïðèìåíÿåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëå-
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íèÿ ïîïóëÿöèåé è òóðíèðíàÿ ñåëåêöèÿ. Â êà÷åñòâå ãåíîòèïà èñïîëüçóåòñÿ

ñîâîêóïíîñòü áóëåâûõ ïåðåìåííûõ â òåðìèíàõ ìîäåëè [165], êîäèðóþùàÿ

íàçíà÷åíèå îïåðàöèé íà áëîêè è ñòàíöèè. Ãåíîòèïû íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè

ôîðìèðóþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîñðåäñòâîìN -êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ýâ-

ðèñòèêè GRASP, òàêæå ðåàëèçîâàííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè ×ÖËÏ.

Äåéñòâèå ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà ñîñòîèò â ðåøåíèè ÇÎÐ, ïîëó÷àåìîé

ôèêñàöèåé çíà÷åíèé ÷àñòè áóëåâûõ ïåðåìåííûõ â èñõîäíîé çàäà÷å. Êàê

ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.3, äàííàÿ ÇÎÐ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé.

Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå ñ ïðåäëîæåííûì ÃÀ ñðàâíèâàëèñü

ýâðèñòè÷åñêèå è òî÷íûå àëãîðèòìû èç [167, 207, 207], à òàêæå ýâðèñòèêà

GRASP è ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ñ îòñå÷åíèÿìè èç ïàêåòà CPLEX.

Ýêñïåðèìåíòû [160, 209] ïîêàçàëè ïåðñïåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

ÇÎÐ â ÃÀ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è ïîçâîëèëè âûÿâèòü êëàññû çàäà÷,

íà êîòîðûõ ÃÀ ñ ÖËÏ-êðîññèíãîâåðîì èìååò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äðóãè-

ìè èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè. Âàæíîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ äàí-

íîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ ê øèðîêîìó êëàññó

çàäà÷ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ãèáêèõ ñðåäñòâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ×ÖËÏ è

óíèâåðñàëüíûõ ïàêåòîâ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷.

Ðåçóëüòàòû ïÿòîé ãëàâû äàþò ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå öå-

ëåñîîáðàçíîñòè ðåøåíèÿ (òî÷íîãî èëè ïðèáëèæåííîãî) ÇÎÐ â îïåðàòîðàõ

êðîññèíãîâåðà ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÇÎÐ

ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé. Ðåçóëüòàòû ïÿòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â

ðàáîòàõ [34,40,44,133,134,160,173].

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Àâòîð áëàãîäàðèò ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Àëåêñàíäðà Àëåêñàíäðîâè÷à

Êîëîêîëîâà çà ïîëåçíûå ñîâåòû ïðè âûïîëíåíèè äàííîé ðàáîòû.
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1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ñõåìû ýâîëþöèîííûõ

àëãîðèòìîâ

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïîñòàíîâêè çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìè-

çàöèè è îáùèå ñõåìû ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Ïðèâåäåííûå çäåñü îïðå-

äåëåíèÿ è ñõåìû àëãîðèòìîâ ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóþòñÿ äàëåå â ðàçëè÷íûõ

ðàçäåëàõ äèññåðòàöèè.

1.1. Çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè

1.1.1. Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü {0, 1}∗ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñòðîê èç íóëåé è

åäèíèö ïðîèçâîëüíîé äëèíû, à R, Q è N � ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ, ðàöè-

îíàëüíûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ S ∈ {0, 1}∗ ñèìâîëîì |S| îáîçíà÷àåòñÿ

äëèíà ñòðîêè S.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè � ýòî òðîéêà

Π = (Inst, Sol, fI), ãäå

1) Inst ⊆ {0, 1}∗ � ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ èç Π;

2) Sol(I) ⊆ {0, 1}n(I) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èíäèâèäóàëü-

íîé çàäà÷è I ∈ Inst, n(I) � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé;

3) äëÿ êàæäîé I ∈ Inst îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ fI : Sol(I) → R, êîòîðóþ

òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü (åñëè Π � çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè) èëè

ìèíèìèçèðîâàòü (åñëè Π � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè).

Â ëèòåðàòóðå çàäà÷è äàííîãî êëàññà èìåíóþòñÿ òàêæå êîìáèíàòîð-

íûìè çàäà÷àìè îïòèìèçàöèè [86].
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Äàëåå ÷åðåç f ∗I îáîçíà÷àåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èíäèâèäóàëüíîé

çàäà÷è I, ò. å. f ∗I = max{fI(x) : x ∈ Sol(I)}, åñëè Π � çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè,

ëèáî f ∗I = min{fI(x) : x ∈ Sol(I)}, åñëè Π � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè.

Âåëè÷èíà a > 0 íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé îòíîñè-

òåëüíî âåëè÷èíû b > 0, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì ñ ïîëîæèòåëüíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî b, îãðàíè÷èâàþùèé ñâåðõó çíà÷åíèÿ a. Â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà ÿñíî, î êàêîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I èäåò ðå÷ü, ïî óìîë-

÷àíèþ ïîä ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé áóäåì ïîäðàçóìåâàòü

âåëè÷èíó, ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííóþ îòíîñèòåëüíî |I|. Ôóíêöèè è àë-

ãîðèòìû áóäåì íàçûâàòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûìè, åñëè âðåìÿ èõ âû÷èñ-

ëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíî.

Íàèáîëüøèé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è êîìáèíà-

òîðíîé îïòèìèçàöèè èç êëàññà NPO [140], òàêæå èçâåñòíûå êàê çàäà÷è

NP îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ¾òåõíè÷åñêèå¿ ïðåäïî-

ëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ïðèíàäëåæèò

êëàññó NPO, åñëè îòíîøåíèÿ I ∈ Inst è x ∈ Sol(I) ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû

çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ, ðàçìåðíîñòü n(I) ïîëèíîìèàëüíî

îãðàíè÷åíà, à ôóíêöèÿ fI : Sol(I) → N ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìà äëÿ

ëþáîé I ∈ Inst.

Êëàññ NPO ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññà NP äëÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé

îïòèìèçàöèè (ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, [140]).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íàçûâàåòñÿ ïî-

ëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì îò |I|, îãðàíè÷è-

âàþùèé çíà÷åíèÿ fI(x), x ∈ Sol(I).

Èç êîíòåêñòà, êàê ïðàâèëî, ÿñíî, î êàêîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I

èäåò ðå÷ü, ïîýòîìó äëÿ êðàòêîñòè ñèìâîë I â òàêèõ ñëó÷àÿõ îïóñêàåòñÿ.
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Â îöåíêàõ òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ ïîäðàçóìåâàåòñÿ âû÷èñëèòåëü-

íàÿ ñëîæíîñòü ìàøèíû RAM ñ ïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì ê ïàìÿòè [6], ãäå

ñòàíäàðòíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè èìåþò êîíñòàíòíóþ äëèòåëüíîñòü.

Ñèìâîëû O(·),Ω(·) è Θ(·) äàëåå èñïîëüçóþòñÿ â îáùåïðèíÿòîì ñìûñ-

ëå (ñì., íàïðèìåð, [70]). E � ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Ãðàô (îðèåíòèðîâàííûé ãðàô) áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ïàðó (·, ·), ãäå

íà ïåðâîì ìåñòå ìíîæåñòâî âåðøèí, à íà âòîðîì � ìíîæåñòâî ðåáåð (äóã).

1.1.2. Íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìè-

çàöèè

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-

öèè â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ. Ñïîñîáû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ ïðè ýòîì íå

áóäóò óòî÷íÿòüñÿ, îäíàêî âñþäó áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ èñïîëüçîâàíèå ¾ðà-

çóìíûõ ñõåì êîäèðîâàíèÿ¿ (ñì., íàïðèìåð, [27]).

Çàäà÷à îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå. Âõîä çàäà÷è ñîñòàâëÿþò

ïàðàìåòðû n ïðåäìåòîâ: äëÿ êàæîãî ïðåäìåòà i, i = 1, . . . , n, óêàçàí åãî öå-

ëî÷èñëåííûé âåñ ai ≥ 0 è ïîëåçíîñòü ci ≥ 0, i = 1, . . . , n. Êðîìå òîãî, çàäàí

ìàêñèìàëüíûé ïðåäåëüíî äîïóñòèìûé öåëî÷èñëåííûé âåñ A ≥ 0. Çàäà÷à

ñîñòîèò â îòûñêàíèè íàáîðà ïðåäìåòîâK ⊆ {1, . . . , n}, ìàêñèìèçèðóþùåãî

ñóììàðíóþ ïîëåçíîñòü
∑

i∈K ci, ïðè óñëîâèè
∑

i∈K ai ≤ A.

Äëÿ êîäèðîâêè ðåøåíèé äàííîé çàäà÷è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íàèáî-

ëåå åñòåñòâåííûé ñïîñîá, ïðè êîòîðîì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé

ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïðåäìåòîâ è êàæäîìó ïðåäìåòó i, i = 1, . . . , n, ñîïî-

ñòàâëåíà êîìïîíåíòà xi áóëåâà âåêòîðà x. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî xi = 1, åñëè

ïðåäìåò i âûáðàí, èíà÷å xi = 0.

Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (ÇÊ). Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïåòåëü è

êðàòíûõ äóã ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, . . . , v|V |} è ìíîæåñòâîì äóã A.
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Óêàçàíû íåîòðèöàòåëüíûå äëèíû (âåñà) âñåõ äóã (vi, vj) ∈ A, îáîçíà÷àåìûå

÷åðåç cij ≥ 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè ãàìèëüòîíîâ êîíòóð ìèíèìàëüíîé äëèíû. Â

ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà (cij) ñèììåòðè÷åñêàÿ, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà íàçû-

âàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé. Åñëè æå òàêîå ñâîéñòâî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî îáùèé ñëó÷àé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà.

Â îáùåì ñëó÷àå ìàðøðóòîì êîììèâîÿæåðà áóäåì íàçûâàòü ãàìèëü-

òîíîâ êîíòóð. Â ñèììåòðè÷åñêîì æå ñëó÷àå íàïðàâëåíèå îáõîäà íå èìååò

çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó ìàðøðóòîì êîììèâîÿæåðà áóäåì íàçûâàòü ãàìèëüòîíîâ

öèêë â ïîëíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñ òåì æå ìíîæåñòâîì âåðøèí V

è ìíîæåñòâîì ðåáåð E, ãäå äëèíà ðåáðà (i, j) åñòü cij = cji.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Sol(I) â îáùåì ñëó÷àå ÇÊ ìîãóò ñîñòîÿòü, íà-

ïðèìåð, èç ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèñàííûõ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ íî-

ìåðîâ âåðøèí ìàðøðóòà êîììèâîÿæåðà èëè ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïîñëåäî-

âàòåëüíî çàïèñàííûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè, îòâå÷àþùåé òà-

êîìó ìàðøðóòó. Âòîðîé èç âàðèàíòîâ ïðåäïî÷òèòåëüíåå òåì, ÷òî ìàòðèöåé

ïåðåñòàíîâêè ëþáîé ãàìèëüòîíîâ êîíòóð â ïîëíîì ãðàôå ïðåäñòàâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïî óìîë÷àíèþ äàëåå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ èñïîëü-

çîâàíèå âòîðîãî ñïîñîáà êîäèðîâêè ðåøåíèé.

Â ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà åäèíñòâåííûì îá-

ðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâêè. Òàêîé ñïî-

ñîá êîäèðîâêè ðåøåíèé áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ äàëåå ïî óìîë÷àíèþ.

Çàäà÷à î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè (ÇÍÏ). Ïóñòü äàíû áàçîâîå ìíî-

æåñòâî M = {1, ...,m} è íàáîð åãî ïîäìíîæåñòâ Mj ⊆ M, j ∈ U , ãäå ìíî-

æåñòâî èíäåêñîâ U = {1, ..., n}. Ïîäìíîæåñòâî J ⊆ U íàçûâàåòñÿ ïîêðûòè-

åì M , åñëè
∪
j∈J

Mj =M . Êàæäîìó Mj, j ∈ U ïðèïèñàíà ñòîèìîñòü cj > 0.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîé ñóììàðíîé ñòîèìîñòè. ÇÍÏ íà-

çûâàåòñÿ íåâçâåøåííîé, åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ñòîèìîñòè cj ðàâíû

åäèíèöå.
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ÇÍÏ îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó NP -òðóäíûõ çàäà÷. Îäèí èç ïåðâûõ ðåçóëü-

òàòîâ îòíîñèòåëüíî ñëîæíîñòè ÇÍÏ áûë ïîëó÷åí Þ.È. Æóðàâëåâûì [47],

êîòîðûé óñòàíîâèë, ÷òî â êëàññå ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ êîíå÷íîãî èíäåêñà

çàäà÷à î âõîæäåíèè ïîäìíîæåñòâàMj â êàêîå-ëèáî îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå

íå ðàçðåøèìà. Ê ÇÍÏ ñâîäÿòñÿ ìíîãèå äðóãèå èçâåñòíûå çàäà÷è äèñêðåò-

íîé îïòèìèçàöèè: çàäà÷è ñòàíäàðòèçàöèè, óïàêîâêè è ðàçáèåíèÿ ìíîæå-

ñòâà [232], çàäà÷à î íàèáîëüøåé êëèêå [27] è äð. Èçâåñòíà òàêæå è îáðàòíàÿ

ñâîäèìîñòü ÇÍÏ ê ýòèì çàäà÷àì [12, 27, 232]. Èç ñëîæíîñòè ÇÍÏ ñëåäóåò

òðóäíîðåøàåìîñòü öåëîãî ðÿäà çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [12,27,86,226]).

Íà ïðàêòèêå ÇÍÏ âîçíèêàåò ïðè ðàçìåùåíèè ïóíêòîâ îáñëóæèâà-

íèÿ [82, 85], â ñèñòåìàõ èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðà-

çîâ [30], ïðè íàçíà÷åíèè ýêèïàæåé íà òðàíñïîðòå [141], â ïðîåêòèðîâàíèè

èíòåãðàëüíûõ ñõåì [50] è ò.ä.

Çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè. Çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè

(ÇÂÏ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé NP-òðóäíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ÇÍÏ (ñì., íàïðè-

ìåð, [27]). Äàííàÿ çàäà÷à èìååò ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó.

Ïóñòü äàí ãðàô G = (V,E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì

ðåáåð E è óêàçàíû ïîëîæèòåëüíûå âåñà âåðøèí cv, v ∈ V . Ïîäìíîæå-

ñòâî C ⊆ V íàçûâàåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì â G, åñëè êàæäîå ðåáðî

èíöèäåíòíî õîòÿ áû îäíîé âåðøèíå èç C. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðøèííîå ïî-

êðûòèå C∗ ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà.

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ. Ïóñòü èìååòñÿ âîçìîæíîñòü îò-

êðûòü n ïðåäïðèÿòèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò îáñëóæèâàòü ëþáîãî èçm

êëèåíòîâ. Îòêðûòèå i-ãî ïðåäïðèÿòèÿ, i = 1, ..., n, îáõîäèòñÿ â Ci ≥ 0

åäèíèö ñòîèìîñòè, à ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû, ñâÿçàííûå ñ

îáñëóæèâàíèåì j-ãî êëèåíòà, j = 1, ...,m, ïðåäïðèÿòèåì i, i = 1, ..., n, ñî-
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ñòàâëÿþò cij ≥ 0 åäèíèö ñòîèìîñòè. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü

fsplp(x) =
n∑

i=1

Cixi +
m∑
j=1

min
i:xi=1

cij, (1.1)

ïðè óñëîâèè, ÷òî
n∑

i=1

xi ≥ 1, (1.2)

ãäå x = (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n � âåêòîð ïåðåìåííûõ. Îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå x∗ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð � èíäèêàòîð ïîäìíîæåñòâà îòêðûòûõ

ïðåäïðèÿòèé. Ïî âåêòîðó x∗ ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ïðèêðåïëåíèÿ êëèåíòîâ

ê îòêðûòûì ïðåäïðèÿòèÿì, îáåñïå÷èâàþùèå ìèíèìàëüíûå òðàíñïîðòíûå

ðàñõîäû.

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, äàæå åñëè

ìàòðèöà (cij) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà [230]. Âçàèìîñâÿçü

ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà ñ äðóãèìè çàäà÷àìè, à òàêæå

íåêîòîðûå åå ïðèëîæåíèÿ îïèñàíû â [11,12,232].

1.1.3. Ïîèñê ïðèáëèæåííûõ è ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé

Ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ NP-òðóäíûõ çàäà÷

êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, åñëè ñïðàâåä-

ëèâà ãèïîòåçà î íåðàâåíñòâå êëàññîâ P è NP (ñì., íàïðèìåð, [27]). Â ñâÿçè

ñ ýòèì ñ öåëüþ ýôôåêòèâíîãî îòûñêàíèÿ íåêîòîðîãî ¾ïðèåìëåìîãî¿ ðåøå-

íèÿ îò èñõîäíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè çà÷àñòóþ

ïåðåõîäÿò ê ñâÿçàííûì ñ íåé çàäà÷àì ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èëè

ëîêàëüíî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ââåäåì ñòàíäàðòíûå îïðå-

äåëåíèÿ, ôîðìàëèçóþùèå ïîíÿòèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü Π � çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè,

I ∈ Inst � åå èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à. Îöåíêîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ
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x ∈ Sol(I), fI(x) > 0, íàçîâåì âåëè÷èíó R(I,x) = f ∗I /fI(x), åñëè Π � çà-

äà÷à ìàêñèìèçàöèè, èëè âåëè÷èíó R(I,x) = fI(x)/f
∗
I , åñëè Π � çàäà÷à

ìèíèìèçàöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü äëÿ Π çàäàíà ôóíêöèÿ ρ : Inst → [1,∞).

Òîãäà àëãîðèòì, êîòîðûé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ëþáîé èíäè-

âèäóàëüíîé çàäà÷è I ∈ Inst ïðè Sol(I) ̸= ∅ íàõîäèò äîïóñòèìîå ðåøå-

íèå y(I), R(I,y(I)) ≤ ρ(I), íàçûâàåòñÿ ρ-ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì.

Ðåøåíèå y(I) â òàêîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ρ-ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì.

Ïîëó÷åíèå ρ-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîé I ∈ Inst (ïðè óñëî-

âèè, ÷òî Sol(I) ̸= ∅) íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé Π ñ îöåíêîé ρ.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñåìåéñòâî (1 + ε)-ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ âðå-

ìåííîé ñëîæíîñòüþ, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåé îò äëèíû âõîäà çàäà÷è

è îò 1/ε ïðè ëþáîì 0 < ε < 1, íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àï-

ïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé (FPTAS).

Çàäà÷à ïîèñêà ëîêàëüíîãî îïòèìóìà. Ïóñòü äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà

y ∈ Sol(I) îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ åãî îêðåñòíîñòü NI(y) ⊆ Sol(I). Ñîâîêóï-

íîñòü {NI(y) : y ∈ Sol(I)} íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Åñëè äëÿ x ∈ Sol(I) ïðè âñÿêîì y ∈ NI(x) âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî fI(y) ≤ fI(x) â ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè èëè

fI(y) ≥ fI(x) â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè, òî ðåøåíèå x íàçûâàåòñÿ

ëîêàëüíûì îïòèìóìîì â ñèñòåìå îêðåñòíîñòåé NI .

Åñëè D(·, ·) � ìåòðèêà, çàäàííàÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x,y ∈ Sol(I), òî

NI(x) = {y : D(x,y) ≤ k}, x ∈ Sol(I) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îêðåñòíî-

ñòåé ðàäèóñà k, ïîðîæäåííîé ìåòðèêîé D(·, ·).

Àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà íà÷èíàåò ñâîþ ðàáîòó ñ íåêîòîðîãî äî-

ïóñòèìîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò ïå-

ðåõîä îò òåêóùåãî ðåøåíèÿ ê íîâîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ â åãî îêðåñòíî-
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ñòè, èìåþùåìó ëó÷øåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ÷åì òåêóùåå ðåøåíèå.

Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóò ëîêàëüíûé îïòèìóì. Ñïî-

ñîá âûáîðà íîâîãî ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òåêóùåãî ðåøåíèÿ çàâèñèò îò

ñïåöèôèêè êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

1.2. Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû

Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû (ÝÀ), ê ÷èñëó êîòîpûõ îòíîñÿòñÿ ãåíåòè÷å-

ñêèå àëãîpèòìû, ýâîëþöèîííûå ñòðàòåãèè [266], àëãîðèòìû ãåíåòè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ [231] è äð., áåpóò íà÷àëî â pàáîòàõ ïî ýâîëþöèîííîìó

ìîäåëèðîâàíèþ Ë. Ôîãåëÿ ñ ñîàâò. [101] è Äæ. Õîëëàíäà [213], ãäå áûëî

ïðåäëîæåíî ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññ áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè ñ öåëüþ ñèí-

òåçà ýôôåêòèâíûõ â íåêîòîðîì ñìûñëå ñòðóêòóð è ñîçäàíèÿ ñèñòåì èñêóñ-

ñòâåííîãî èíòåëëåêòà. Â íàøåé ñòðàíå À.Ã. Èâàõíåíêî è Ë.À. Ðàñòðèãèíûì

íåçàâèñèìî áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ãðóïïîâîãî ó÷åòà àðãóìåíòîâ [55] è

ñëó÷àéíîãî ïîèñêà [87], ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëèñü èäåè ýâîëþöèè. Â íàñòî-

ÿùåå âðåìÿ ÝÀ èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â óïðàâëåíèè, ïëàíè-

ðîâàíèè, ïðîåêòèðîâàíèè, ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ è äðóãèõ îáëàñòÿõ (ñì.,

íàïðèìåð, [84,95,231,240,266,269]).

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÝÀ ÿâëÿåòñÿ èìèòàöèÿ ïðîöåññà ýâîëþ-

öèè áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè, ãäå îñîáè ñîîòâåòñòâóþò ïðîáíûì òî÷êàì

â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, à ïðèñïîñîáëåííîñòü îñîáåé

ê óñëîâèÿì îêðóæàþùåé ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíê-

öèè è øòðàôàìè çà íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, åñëè òàêèå èìåþòñÿ.

Êàê ïðàâèëî, ïðîöåññ ïîèñêà íàïðàâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïîëó÷åííûìè

çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè â ïðåäûäóùèõ ïðîáíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà

ðåøåíèé. Íîâûå ðåøåíèÿ-ïîòîìêè âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì âåðîÿòíîñò-

íûõ îïåðàòîðîâ, ìîäèôèöèðóþùèõ ïîëó÷åííûå ðàíåå ïðîáíûå òî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñîçäàíèè ÝÀ íàõîäèò ïpèìåíåíèå áèîíè÷åñêèé

ïîäõîä, ñîñòîÿùèé â çàèìñòâîâàíèè ïpèíöèïîâ îðãàíèçàöèè ñèñòåì èç æè-
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âîé ïpèpîäû. Â äàííîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà ïî-

ñòåïåííûõ àäàïòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðåäåëàõ ïîïóëÿöèè èëè âèäà

â õîäå, òàê íàçûâàåìîé, ìèêpîýâîëþöèè. Êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ

àêàä. Þ.Ï. Àëòóõîâà è äðóãèõ àâòîðîâ (ñì., [4], � 6.4), áîëåå ¾ìàñøòàáíàÿ¿

ìåæâèäîâàÿ èçìåí÷èâîñòü (ìàêðîýâîëþöèÿ) òðåáóåò ñêà÷êîîáðàçíûõ ïåðå-

ñòðîåê ãåíîòèïà è íå ìîæåò áûòü âûâåäåíà íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòåïåííîé

âíóòðèâèäîâîé èçìåí÷èâîñòè. Â ñâÿçè ñ íåäîñòàòî÷íîé èçó÷åííîñòüþ òàêèõ

ñêà÷êîîáðàçíûõ ïåðåñòðîåê, ïðèâëå÷åíèå èçâåñòíîé òåîðèè ïðîèñõîæäåíèÿ

âèäîâ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ÝÀ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîáëåìà-

òè÷íûì è òðåáóþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ ÝÀ (ñì. [273], � 1.3).

1.2.1. Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû

Êëàññè÷åñêèé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (ÊÃÀ) ïðåäëîæåí Äæ. Õîëëàí-

äîì â [213] êàê àëãîðèòì, èìèòèðóþùèé àäàïòàöèþ ïîïóëÿöèè ê îêðóæà-

þùåé ñðåäå, êîòîðàÿ çàäàíà ôóíêöèåé ïðèñïîñîáëåííîñòè îñîáåé. Íà êàæ-

äîé èòåðàöèè ÊÃÀ ñ ïîìîùüþ ðàíäîìèçèðîâàííûõ îïåðàòîðîâ ìóòàöèè è

êðîññèíãîâåðà ñòðîèòñÿ íîâàÿ ïîïóëÿöèÿ (ïîêîëåíèå). ×èñëåííîñòü ïîïó-

ëÿöèè N ôèêñèðîâàíà îò íà÷àëà ðàáîòû àëãîðèòìà äî êîíöà. Îïåðàòîðû

ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà ñ íåêîòîðûì óïðîùåíèåì ìîäåëèðóþò ïðîöåñ-

ñû ìóòàöèè è ñêðåùèâàíèÿ â æèâîé ïðèðîäå, ñîñòîÿùèå â âîçíèêíîâåíèè

ñëó÷àéíûõ èçìåíåíèé â ìîëåêóëàõ ÄÍÊ [4].

Â ÊÃÀ [213] êàæäàÿ îñîáü òåêóùåé ïîïóëÿöèè âûáèðàåòñÿ â êà÷å-

ñòâå ðîäèòåëüñêîé ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé åå ïðèñïîñîáëåííî-

ñòè. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè àíàëîãè÷íà ïðèíÿòîé â ïî-

ïóëÿöèîííîé ãåíåòèêå [4], ãäå ïîä ïðèñïîñîáëåííîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ñðåäíåå

÷èñëî ïîòîìêîâ, ïîðîæäàåìûõ îñîáüþ.

Ñ 80-õ ãîäîâ XX âåêà ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ñòàëè àêòèâíî èñïîëü-

çîâàòüñÿ êàê ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, ïðè ýòîì îñîáè ïðåäñòàâ-

ëÿþò ïðîáíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è, à ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè â íåêîòîðîì
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ñìûñëå õàðàêòåðèçóåò èõ ¾êà÷åñòâî¿. ×åì âûøå ïðèñïîñîáëåííîñòü îñîáè,

òåì áîëüøå øàíñîâ òîãî, ÷òî îíà áóäåò âûáðàíà â êà÷åñòâå ðîäèòåëüñêîé

ïðè ïîñòðîåíèè î÷åðåäíîãî ïîòîìêà.

Ïðè ðàçðàáîòêå è àíàëèçå ÃÀ âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñïîñîá ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ïðîáíûõ ðåøåíèé â àëãîðèòìå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ â ÃÀ èñ-

ïîëüçóåòñÿ òîò æå ñïîñîá êîäèðîâêè ðåøåíèé, ÷òî è äëÿ ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà Sol ðåøàåìîé çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Â òàêîì ñëó÷àå

ïîíÿòèÿ ¾îñîáü¿ è ¾ïðîáíîå ðåøåíèå¿ ñîâïàäàþò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òåð-

ìèí ¾îñîáü¿ îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèé â ÃÀ. Ñèíîíèìîì

òåðìèíà ¾îñîáü¿ ÿâëÿåòñÿ ¾ãåíîòèï¿. Òåðìèí ¾îñîáü¿ èñïîëüçóåòñÿ, êàê

ïðàâèëî, êîãäà ðå÷ü èäåò î ãåíîòèïå â ñîñòàâå ïîïóëÿöèè.

Ôîðìàëüíî ãåíîòèï ξ ÿâëÿåòñÿ ñòðîêîé (ξ1, ξ2, . . . , ξl) ôèêñèðîâàííîé

äëèíû l. Ýëåìåíòû ýòîé ñòðîêè � ñèìâîëû íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî àëôàâè-

òà, èõ ïðèíÿòî íàçûâàòü ãåíàìè ïî àíàëîãèè ñ ãåíàìè æèâûõ îðãàíèçìîâ,

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ó÷àñòêè ìîëåêóëû ÄÍÊ. Âî ìíîãèõ ïðèëîæå-

íèÿõ ÃÀ èñïîëüçóåòñÿ àëôàâèò {0, 1}, õîòÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñïåøíî

èñïîëüçóþòñÿ è íåäâîè÷íûå ñïîñîáû êîäèðîâêè. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãåíîòè-

ïîâ äàëåå, êàê ïðàâèëî, áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëû ξ, η è ζ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî ãåíîòèïîâ äëèíû l ñ ñèìâîëàìè èç

çàäàííîãî íàáîðà àëôàâèòîâ A1, . . . , Al, ò. å. B = A1 × . . . × Al. Äëÿ ïðè-

ìåíåíèÿ ÃÀ ê çàäà÷å êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü

ôóíêöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé Ψ : B → {0, 1}n, çàäàþùóþ ñïîñîá ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ãåíîòèïîâ. Äàëåå

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìà.

Îáðàç x = Ψ(ξ) ïðèíÿòî íàçûâàòü ôåíîòèïîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ãå-

íîòèïó ξ. Åñëè êîäèðîâêà ðåøåíèé â çàäà÷å êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè

ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèé â ÃÀ, òî òåðìèíû ¾ãåíîòèï¿, ¾ôå-

íîòèï¿ è ¾ïðîáíîå ðåøåíèå¿ ýêâèâàëåíòíû, îòîáðàæåíèå Ψ(·) ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâåííûì, à âìåñòî ñèìâîëîâ ξ, η åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü x,y.
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Ïîïóëÿöèÿ ÃÀ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð X = (ξ1, ξ2, . . . , ξN) ∈ BN ,

ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãåíîòèïû. Ñïîñîá íóìåðàöèè îñîáåé â ïîïó-

ëÿöèè íå èìååò çíà÷åíèÿ. Ïîïóëÿöèÿ ïîêîëåíèÿ t, t = 0, 1, . . ., îáîçíà÷àåò-

ñÿ ÷åðåçX t = (ξ1t, ξ2t, . . . , ξNt). Èòåðàöèåé ÃÀ ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò òåêóùåé

ïîïóëÿöèè X t ê ñëåäóþùåé ïîïóëÿöèè X t+1. ×èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè N â

ÊÃÀ ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷åòíîé äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ àëãîðèòìà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåïðèíÿòûì ïîäõîäîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ïðè Ψ(ξ) ∈ Sol ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè èìååò âèä Φ(ξ) = ϕfit(f(Ψ(ξ))),

ãäå ϕfit : R → R � íåêîòîðàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, åñëè ðåøàåòñÿ

çàäà÷à íà ìàêñèìóì, èëè ñòðîãî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ â ñëó÷àå çàäà÷è ìè-

íèìèçàöèè. Åñëè æå Ψ(ξ) ̸∈ Sol, òî ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè ïðèíèìàåò

ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì íà ëþáîì ãåíîòèïå ξ′, Ψ(ξ′) ∈ Sol, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

øòðàôó çà íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî â ÃÀ Φ(ξ) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ B. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðèìå-

íåíèÿ ÃÀ ê çàäà÷å èç êëàññà NPO ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè óêàçàííîãî

âèäà âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ÃÀ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Îñîáè êàæäîãî íîâîãî ïîêîëåíèÿ ÃÀ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå

îñîáåé òåêóùåé ïîïóëÿöèè íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîä äåéñòâè-

åì ðàíäîìèçèðîâàííûõ îïåðàòîðîâ ñåëåêöèè Sel : BN → {1, . . . , N}, ìóòà-

öèè Mut : B → B è êðîññèíãîâåðà Cross : B × B → B × B (â íåêîòîðûõ ãå-

íåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ Cross : B × B → B). Çäåñü è äàëåå ïîä ðàíäîìè-

çèðîâàííûì îïåðàòîðîì ïîíèìàåì ðàíäîìèçèðîâàííóþ ïðîöåäóðó, òàêóþ

÷òî ïðè çàäàííîì âõîäíîì àðãóìåíòå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà åå

âûõîäå íå çàâèñèò îò ïðåäøåñòâóþùåé ðàáîòû àëãîðèòìà. Áóäåì ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðîöåäóðû ìîäåëèðóþòñÿ

âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíîé Òüþðèíãà [59]. Ïðèâåäåì ñõåìó ãåíåòè÷åñêîãî àë-

ãîðèòìà ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè. Ýòîé ñõåìå ñîîòâåòñòâóåò, â ÷àñò-
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íîñòè, ÊÃÀ [197,213].

Àëãîðèòì 1.1. ÃÀ ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè

1. Ïîëîæèòü t := 0.

2. Äëÿ k îò 1 äî N âûïîëíÿòü:

2.1. Ïîñòðîèòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì îñîáü ξk,0.

Èòåðàöèÿ t.

3. Äëÿ k îò 1 äî N/2 âûïîëíÿòü øàãè 3.1�3.3:

3.1. Ñåëåêöèÿ: âûáðàòü îñîáè ξ := ξSel(X
t),t, η := ξSel(X

t),t.

3.2. Êðîññèíãîâåð: ïîñòðîèòü (ξ′, η′) := Cross(ξ, η).

3.3. Ìóòàöèÿ: ïîëîæèòü ξ2k−1,t+1 := Mut(ξ′), ξ2k,t+1 := Mut(η′).

4. Ïîëîæèòü t := t+ 1.

5. Åñëè óñëîâèå îñòàíîâêè íå âûïîëíåíî, òî èäòè íà øàã 3.

6. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îñîáü ñ íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ

ñðåäè íàéäåííûõ çà âñå èòåðàöèè.

Ïîÿñíèì ïðèâåäåííóþ ñõåìó. Íà øàãå 2 ôîðìèðóåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïîïó-

ëÿöèÿ X0, ýëåìåíòû êîòîðîé ãåíåðèðóþòñÿ íåêîòîðîé äåòåðìèíèðîâàííîé

èëè ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðîöåäóðîé, íàïðèìåð, ðàâíîâåðîÿòíî íà ìíîæå-

ñòâå B.

Îïåðàòîð ñåëåêöèè èìååò òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è åñòåñòâåííûé îòáîð

â ïðèðîäå. Äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò â âûáîðå íîìåðà ðîäèòåëü-

ñêîé îñîáè äëÿ ïîñòðîåíèÿ î÷åðåäíîãî ïîòîìêà. Îïåðàòîð ïðîïîðöèîíàëü-

íîé ñåëåêöèè, ïðåäëîæåííûé â ÊÃÀ [213], îñíîâàí íà âûáîðå ðîäèòåëüñêèõ

ðåøåíèé ñ âåðîÿòíîñòÿìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ïðèñïîñîáëåííîñòè îñîáåé

â òåêóùåé ïîïóëÿöèè. Ãåíîòèï ξi,t ñ íîìåðîì i, i = 1, . . . , N, èç ïîïóëÿ-

öèè X t îêàçûâàåòñÿ ðîäèòåëüñêîé îñîáüþ ïðè ôîðìèðîâàíèè î÷åðåäíîãî

ãåíîòèïà ξk,t+1 ïîïóëÿöèè X t+1 ñ âåðîÿòíîñòüþ Φ(ξi,t)/
∑N

j=1Φ(ξ
j,t).

Íàðÿäó ñ ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèåé áóäåì ðàññìàòðèâàòü äðóãîé

øèðîêî èçâåñòíûé îïåðàòîð òóðíèðíîé ñåëåêöèè [199]. Ïðè äåéñòâèè äàí-
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íîãî îïåðàòîðà èç ïîïóëÿöèè ðàâíîâåðîÿòíî (ñ âîçâðàùåíèåì) âûáèðàþò-

ñÿ s îñîáåé è â êà÷åñòâå ðîäèòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ëó÷øàÿ ïî ïðèñïîñîáëåí-

íîñòè ñðåäè âûáðàííûõ. Ïàðàìåòð s íàçûâàåòñÿ ðàçìåðîì òóðíèðà.

Ðàçìåð ïîïóëÿöèè N è ðàçìåð òóðíèðà s, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò

îò èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I, è èõ âûáîð ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîïóëÿöèè ê ðåøåíèÿì ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà.

Óñëîâèå îñòàíîâêè (øàã 5) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ïî-ðàçíîìó.

Íàïðèìåð, ïî äîñòèæåíèè çàäàííîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, ïî äî-

ñòèæåíèè çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé èëè ïî ïðîøåñòâèè çàäàííîãî ÷èñëà

èòåðàöèé áåç óëó÷øåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ðåêîðäíîãî ðåøåíèÿ.

Ïîä ðåêîðäíûì ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ ëó÷øåå íàéäåííîå ðåøåíèå (ïî öå-

ëåâîé ôóíêöèè) ñ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà äî òåêóùåãî ìîìåíòà.

Êðîìå îïècàííîé âûøå ñõåìû ÃÀ èçâåñòíû è äðóãèå âàðèàíòû ýòîãî

àëãîðèòìà (ñì., íàïðèìåð, [84,240,269,273,277]). Âî ìíîãèõ ÃÀ èñïîëüçóåòñÿ

ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé [269]:

Àëãîðèòì 1.2. ÃÀ ñî ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ

ïîïóëÿöèåé

1. Ïîëîæèòü t := 0.

2. Äëÿ k îò 1 äî N âûïîëíÿòü:

2.1. Ïîñòðîèòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì îñîáü ξk,0.

Èòåðàöèÿ t.

3. Ñåëåêöèÿ: âûáðàòü îñîáè ξ := ξSel(X
t),t, η := ξSel(X

t),t.

4. Êðîññèíãîâåð: ïîñòðîèòü (ξ′, η′) := Cross(ξ, η).

5. Ìóòàöèÿ: ïîñòðîèòü ξ′′ := Mut(ξ′), η′′ := Mut(η′).

6. Óäàëèòü èç ïîïóëÿöèè X t äâå îñîáè ñ íàèìåíüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ

è ïîìåñòèòü íà èõ ìåñòî ãåíîòèïû ξ′′ è η′′.

7. Ïîëîæèòü X t+1 := X t, t := t+ 1.

8. Åñëè óñëîâèå îñòàíîâêè íå âûïîëíåíî, òî èäòè íà øàã 3.

9. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îñîáü ñ íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ
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ñðåäè íàéäåííûõ çà âñå èòåðàöèè.

Íà êàæäîé èòåðàöèè ÃÀ ñ òàêîé ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé

èçìåíÿþòñÿ âñåãî äâå îñîáè. Åñëè æå èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà

Cross : B × B → B, âû÷èñëÿþùèé òîëüêî îäèí ãåíîòèï, òî η′ è η′′ íà øàãàõ

4,5 è 6 íå îáðàáàòûâàþòñÿ è â ïîïóëÿöèè îáíîâëÿåòñÿ òîëüêî îäíà îñîáü. Â

íåêîòîðûõ äðóãèõ âàðèàíòàõ ÃÀ ñî ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ

ïîïóëÿöèåé âûáîð îñîáåé íà øàãå 6 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì,

ïðè÷åì îñîáè ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì ïðèñïîñîáëåííîñòè èìåþò áîëüøóþ

âåðîÿòíîñòü óäàëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [269] è ï. 5.2.3 äàííîé ðàáîòû).

Îïåðàòîðû ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà êëàññè÷åñêîãî ãåíåòè÷åñêî-

ãî àëãîðèòìà. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ

ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà, øèðîêî èñïîëüçóåìûõ â ÃÀ è ìîäåëèðóþùèõ

ïðîöåññû ðåêîìáèíàöèè è ìóòàöèè â æèâîé ïðèðîäå. Ðàññìîòðèì îïåðà-

òîðû ìóòàöèè Mut∗ è êðîññèíãîâåðà Cross∗, ïðåäëîæåííûå äëÿ êëàññè-

÷åñêîãî ÃÀ ñ áèíàðíûì ïðîñòðàíñòâîì ãåíîòèïîâ B = {0, 1}l. Ïðèâåäåì

îïèñàíèå ýòèõ îïåðàòîðîâ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ àëôàâèòîâ A1, . . . , Al

â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ýòè îïåðàòîðû èñïîëüçóþòñÿ íå òîëüêî â ÊÃÀ, íî è â

äðóãèõ ÃÀ, è, â ÷àñòíîñòè, ïðè B ̸= {0, 1}l. Ðåçóëüòàò êðîññèíãîâåðà [197]

(ξ′, η′) = Cross∗(ξ, η) ñ âåðîÿòíîñòüþ Pc èìååò âèä

ξ′ = (ξ1, ξ2, ..., ξχ, ηχ+1, ..., ηl),

η′ = (η1, η2, ..., ηχ, ξχ+1, ..., ξl),

ãäå êîîðäèíàòà χ âûáðàíà ðàâíîâåðîÿòíî îò 1 äî l − 1. Ñ âåðîÿòíîñòüþ

1− Pc ðîäèòåëüñêèå îñîáè êîïèðóþòñÿ áåç èçìåíåíèé, ò. å. ξ′ = ξ, η′ = η.

Äàííûé îïåðàòîð Cross∗ ïðèíÿòî íàçûâàòü îäíîòî÷å÷íûì êðîññèíãîâåðîì.

Ïðè äåéñòâèè Mut∗ âû÷èñëÿåòñÿ îñîáü ξ′ = Mut∗(ξ), ãäå êàæäîìó ãå-

íó ξ′i, i = 1, . . . , l, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ Pm ïðè-

ñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò ξi, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− Pm ñîõðàíÿåòñÿ
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çíà÷åíèå ξi. Â ñëó÷àå |Ai| > 2 âûáîð íîâîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ξi îñóùåñòâëÿåòñÿ

íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Ñòåïåíü âîçäåéñòâèÿ êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè â ÊÃÀ ðåãóëèðóåòñÿ

ïàðàìåòðàìè Pc è Pm, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò çàâèñåòü îò I. Óâå-

ëè÷åíèå âåðîÿòíîñòè ìóòàöèè äî 0.5 ïðåâðàùàåò ÃÀ â ïðîñòîé ñëó÷àéíûé

ïåðåáîð. Óìåíüøåíèå Pm äî íóëÿ ïðèâîäèò ê ìàëîìó ðàçíîîáðàçèþ â ïî-

ïóëÿöèè è ìîæåò âûçâàòü ¾çàöèêëèâàíèå¿ ÃÀ, êîãäà íà êàæäîé èòåðàöèè

ãåíåðèðóþòñÿ ëèøü ðàíåå âñòðå÷àâøèåñÿ îñîáè.

Äðóãèå îïåðàòîðû ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà. Èçâåñòíî ìíîæåñòâî

âàðèàíòîâ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà, èìåþùèõ ðàçíûå îïåðàòîðû ñåëåêöèè,

ìóòàöèè, êðîññèíãîâåðà è íåñêîëüêî ðàçëè÷àþùèõñÿ â ñâîèõ ñõåìàõ [269].

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà.

Êàê â ïðèðîäå, òàê è âî ìíîãèõ èçâåñòíûõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ

êàæäûé èç ãåíîâ ïîäâåðãàåòñÿ ìóòàöèè íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, îäíàêî âå-

ðîÿòíîñòü ìóòàöèè â ðàçíûõ ãåíàõ ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé.

Ïðè ìàëîé âåðîÿòíîñòè ìóòàöèè â ÊÃÀ âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííî-

ãî èçìåíåíèÿ áîëåå îäíîãî ãåíà îñîáåííî ìàëà. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò îïåðàòîð òî÷å÷íîé ìóòàöèè [277], ãäå ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ P ′ ïðîèñõîäèò ðàâíîâåðîÿòíûé âûáîð íîìåðà ìóòèðóåìîãî ãå-

íà i ∈ {1, . . . , l}, è òîëüêî â ýòîì ãåíå ãåíîòèï ïîòîìêà ïðèîáðåòàåò îòëè÷èå

îò ðîäèòåëüñêîãî. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− P ′ ãåíîòèï îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ êðîññèíãîâåðà ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ îäèí ãå-

íîòèï, îäíàêî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû îïåðàòîðû ñ äâóìÿ âûõîäíûìè

ãåíîòèïàìè. Èõ îáùåé ÷åðòîé ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ñâîéñòâî ïåðåäà÷è

ãåíîâ: çíà÷åíèå äëÿ êàæäîãî ãåíà ïîòîìêà âûáèðàåòñÿ èç çíà÷åíèé ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ãåíîâ îäíîãî èëè äðóãîãî ðîäèòåëåé [?].

Äëÿ îïèñàíèÿ îïåðàòîðîâ ñî ñâîéñòâîì ïåðåäà÷è ãåíîâ óìåñòíî èñ-

ïîëüçîâàòü ìàñêó êðîññèíãîâåðà. Ïîä ýòèì òåðìèíîì ïîíèìàþò âñïîìî-
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ãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m = (m1, . . . ,ml) ∈ {0, 1}l, ïî êîòîðîé ñ

âåðîÿòíîñòüþ Pc ñòðîÿòñÿ ãåíîòèïû ïîòîìêîâ:

ξ′i :=

 ξi, åñëè mi = 1

ηi, èíà÷å,
; η′i :=

 ηi, åñëè mi = 1

ξi, èíà÷å,

äëÿ i = 1, . . . , l; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−Pc) ξ′ := ξ, η′ := η.

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ìàñêè êðîññèíãîâåðà.

Ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåðîÿòíîìó âûáîðó

ìàñêè êðîññèíãîâåðà èç ìíîæåñòâà {0, 1}l. Â òàêîì ñëó÷àå êàæäûé ãåí êî-

ïèðóåòñÿ â ãåíîòèï ïîòîìêà èç ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè ãåíîòèïà îäíîãî

èëè äðóãîãî ðîäèòåëÿ ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

k-òî÷å÷íûé êðîññèíãîâåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå îäíîòî÷å÷-

íîãî. Âûáèðàåòñÿ k ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàò ñêðåùèâàíèÿ 0 < χ1 < χ2 <

. . . < χk < l ðàâíîâåðîÿòíî ñðåäè âñåâîçìîæíûõ òàêèõ íàáîðîâ. Ïóñòü

χ0 = 0, òîãäà ìàñêà êðîññèíãîâåðà èìååò âèä:

mi =

 1, åñëè max{j : χj < i} � ÷åòíîå ÷èñëî

0, èíà÷å
, i = 1, . . . , l.

Êàæäûé èç îïèñàííûõ îïåðàòîðîâ êðîññèíãîâåðà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí

â âàðèàíòå ñ îäíèì ãåíîòèïîì ïîòîìêà ïðè èñêëþ÷åíèè âòîðîãî ãåíîòèïà.

1.2.2. Îáùèå ñõåìû ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ

Ïðèâåäåì îïèñàíèå îáùåãî âèäà îïåðàòîðîâ ÝÀ è åãî îáùóþ ñõå-

ìó. Îïðåäåëåíèÿ ôåíîòèïà, ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé è ïîïóëÿöèè,

ââåäåííûå âûøå äëÿ ÃÀ, ñîõðàíÿþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Ôóíêöèÿ ïðèñïîñîá-

ëåííîñòè ãåíîòèïà Φ(ξ) â ñëó÷àå ÝÀ ìîæåò èìåòü áîëåå îáùèé âèä, ÷åì

â ñëó÷àå ÃÀ. Èçâåñòíû ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû êàê äëÿ çàäà÷ ñ îäíèì

êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè, òàê è äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷, ïîýòîìó

äîïóñêàåòñÿ è ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè.
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Îáîçíà÷èì äëÿ ëþáîé ïîïóëÿöèè X = (ξ1, . . . , ξN) ìíîæåñòâî ïðåä-

ñòàâëåííûõ â íåé ãåíîòèïîâ ÷åðåç X̂, ò. å. X̂ =
N∪
j=1

{ξj}. Êàæäàÿ íîâàÿ

ïîïóëÿöèÿ X t+1 ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè òåêóùåé ïîïóëÿöèè X t ñ ïîìîùüþ

ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [179,277]).

Îïåðàòîðîì îòáîðà Sel : BN → BN ′
èçâëåêàþòñÿ N ′ êîïèé ðîäèòåëü-

ñêèõ ãåíîòèïîâ èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè. Ïóñòü ïðîìåæóòî÷íàÿ ïîïóëÿöèÿ

X ′ = Sel(X t), òîãäà X̂ ′ ⊆ X̂ t.

Îïåðàòîð âîñïðîèçâåäåíèÿ Rep : BN ′ → BN ′′
âíîñèò íåêîòîðûå ñëó-

÷àéíûå èçìåíåíèÿ â ðîäèòåëüñêèå ãåíîòèïû, ñîçäàâàÿ ïðè ýòîì N ′′ ãåíî-

òèïîâ ïîòîìêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïðîìåæóòî÷íóþ ïîïóëÿöèþ X ′′.

Îïåðàòîðîì âûæèâàíèÿ Surv : BN × BN ′′ → BN îïðåäåëÿþòñÿ òå

ãåíîòèïû èç X t è X ′′, êîòîðûå ñîñòàâÿò X t+1, ò. å. ˆSurv(X t, X ′′) ⊆ X̂ t ∪ X̂ ′′.

Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íà âûõîäå îïåðàòîðîâ Sel, Rep

è Surv ìîæåò òàêæå çàâèñåòü îò íîìåðà èòåðàöèè, íî äëÿ êîìïàêòíîñòè

îáîçíà÷åíèé ñèìâîë t íå áóäåì óêàçûâàòü â ÷èñëå àðãóìåíòîâ. ×èñëåííîñòè

ïîïóëÿöèé N,N ′ è N ′′ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû ÝÀ.

Ïóñòü îïåðàòîð Init ïîëó÷àåò íà âõîä òîëüêî èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è

è âû÷èñëÿåò íà÷àëüíóþ ïîïóëÿöèþ X0 ∈ BN .

Ðàáîòà ÝÀ íà÷èíàåòñÿ ñ ïîïóëÿöèè X0 = Init è ïðîäîëæàåòñÿ èòåðà-

öèÿìè ñëåäóþùåé êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ:

X t+1 = Surv(Rep(Sel(X t)), X t), t ∈ Z+.

Çäåñü è äàëåå Z+ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

Âû÷èñëåíèÿ îêàí÷èâàþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî ïðàâèëà îñòàíîâ-

êè (íàïðèìåð, ïî ÷èñëó èòåðàöèé èëè ¾êà÷åñòâó¿ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé).

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÝÀ ÿâëÿåòñÿ îäíî èëè íåñêîëüêî ëó÷øèõ ïî ïðèñïî-

ñîáëåííîñòè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ çà âñå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

Çàìåòèì, ÷òî îáùèé âèä ðàíäîìèçèðîâàííûõ îïåðàòîðîâ äîïóñêàåò

íåêîòîðóþ çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà âûõîäå òàêèõ îïå-
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ðàòîðîâ îò íîìåðà èòåðàöèè ÝÀ � äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, â ñîñòàâ ãåíîòèïà

ââåñòè íàáîð ãåíîâ, ñîäåðæàùèõ íîìåð òåêóùåé èòåðàöèè. Âûáîð îïåðàòî-

ðîâ ÝÀ îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîíêðåòíîãî êëàññà çàäà÷ ñ

ó÷åòîì ñïåöèôèêè ýòèõ çàäà÷. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðàêòèêà, à òàêæå íåêî-

òîðûå òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû (ñì., íàïðèìåð, [158,159,245]) ïîêàçûâàþò, ÷òî

âûáîð àäåêâàòíûõ îïåðàòîðîâ îòáîðà, âîñïðîèçâåäåíèÿ è âûæèâàíèÿ èã-

ðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â îáåñïå÷åíèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ÝÀ.

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû âõîäÿò â êëàññ ÝÀ. Ñþäà æå îòíîñÿòñÿ ìíî-

ãèå àëãîðèòìû ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [231], ýâîëþöèîííûå ñòðà-

òåãèè [132, 266], àëãîðèòìû ïîèñêà ñ çàïðåòàìè [24, 194] è èìèòàöèè îòæè-

ãà [227], àëãîðèòì ¾èäè çà ïîáåäèòåëÿìè¿ [109], ÑÏÀ [76] è äð.

Î ïðèìåíèìîñòè ÝÀ ê èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å êîìáèíàòîðíîé îïòè-

ìèçàöèè åñòåñòâåííî ñóäèòü ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ âðåìåíè ïåðâî-

ãî äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ èëè äîñòàòî÷íî òî÷íîãî ïðèáëèæåí-

íîãî ðåøåíèÿ. Ýòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü îöåíåíû ñíèçó è ñâåðõó

ôóíêöèÿìè îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëÿåò äå-

ëàòü âûâîä îá ýôôåêòèâíîñòè ÝÀ íà çàäà÷å êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè â

öåëîì. Ñóùåñòâîâàíèå ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ñ ïîëèíîìèàëüíîé

ñðåäíåé òðóäîåìêîñòüþ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ êàêîé-ëèáî NP-òðóäíîé çà-

äà÷è ïðîòèâîðå÷èëî áû èçâåñòíîé ãèïîòåçå î íåðàâåíñòâå êëàññîâ NP ̸= RP

(÷òî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ëåììû 11 [135] ââèäó íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà). Â

ñâÿçè ñ ýòèì ñóùåñòâîâàíèå ÝÀ, îáíàðóæèâàþùåãî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

NP-òðóäíîé çàäà÷è â ñðåäíåì çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå ñâåð-

õó, òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì.

Òåîðåòè÷åñêè ÝÀ äî ñèõ ïîð èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî, íåñìîòðÿ íà àê-

òèâíûå èññëåäîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ëèáî äàþò îöåíêè áûñò-

ðîäåéñòâèÿ ÝÀ íà ñïåöèàëüíûõ êëàññàõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [89, 288]),

ëèáî èìåþò äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð, íî èõ ïðèìåíåíèå ê êîíêðåòíîé

çàäà÷å îïòèìèçàöèè ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíûõ îöåíîê áûñòðîäåé-
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ñòâèÿ àëãîðèòìà âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî [276,289,290]. Îáçîðû ëèòåðàòóðû

ïî òåîðèè ÝÀ ìîãóò áûòü íàéäåíû â [132, 273]. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñðàâíåíèå ÝÀ ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Â ïîñëåäíèå ãîäû íîâûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè àíàëèçå ÝÀ äëÿ òàêèõ

áàçîâûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, êàê çàäà÷à îá îñòîâíîì äåðå-

âå ìèíèìàëüíîãî âåñà [249], çàäà÷à î íàèáîëüøåì ïàðîñî÷åòàíèè [193] è

çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå â ãðàôå [247]. Èçâåñòíû ïîëèíîìèàëüíûå â

ñðåäíåì ÝÀ äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé NP-òðóäíûõ çàäà÷, íàïðè-

ìåð, äëÿ ÇÍÏ [186]. Â [267] ïðåäëîæåíà îáùàÿ ñõåìà ÝÀ ñ ïîëèíîìèàëüíûì

â ñðåäíåì âðåìåíåì ïîèñêà ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ìàòðîèäàõ.

Äëÿ ðÿäà çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè èçâåñòíû ÝÀ, èìåþùèå

ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà, áëèçêîå ê òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ). Â ÷àñòíîñòè, òàêèå àëãîðèòìû

ïðåäëîæåíû äëÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè â ãðàôå [279], çàäà÷è êîììè-

âîÿæåðà [286], çàäà÷è îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå [35] è öåëîãî êëàññà

çàäà÷ [155], âêëþ÷àþùåãî çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Ýâîëþöèîííûå ñòðàòåãèè (µ, λ)-ES, (µ+λ)-ES. Îäèí èç ïåðâûõ âà-

ðèàíòîâ ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèè (1+1)-ES áûë ïðåäëîæåí Ë.À. Ðàñòðè-

ãèíûì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàíäîìèçèðîâàííûé âàðèàíò ëîêàëüíîãî ïî-

èñêà (ñì. àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ ïåðåñ÷åòîì ïðè íåóäà÷íîì øàãå

â [87], ãë. 2). È. Ðå÷åíáåðã [266] ñôîðìóëèðîâàë áîëåå îáùèå âû÷èñëèòåëü-

íûå ñõåìû ýâîëþöèîííûõ ñòðàòåãèé, êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ íèæå.

Ïðåæäå ÷åì äàòü îïèñàíèå ýâîëþöèîííûõ ñòðàòåãèé, îïðåäåëèì âñïî-

ìîãàòåëüíûé îïåðàòîð sµ, êîòîðûé èç äàííîé íà âõîä ïîïóëÿöèè ãåíîòèïîâ

(÷èñëåííîñòüþ íå ìåíåå µ) âûáèðàåò µ îñîáåé ñ íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåí-

íîñòüþ è âîçâðàùàåò ïîïóëÿöèþ èç ýòèõ îñîáåé â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.

Àëãîðèòì 1.3. Îáùàÿ ñõåìà (µ, λ)-ES è (µ+ λ)-ES
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1. Ïîñòðîèòü ïîïóëÿöèþ X(0) = (ξ1,0, . . . , ξµ,0) ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

2. Äëÿ t îò 0 äî tmax − 1 âûïîëíÿòü:

2.1 Äëÿ i îò 1 äî λ âûïîëíÿòü 2.1.1, 2.1.2:

2.1.1 Âûáðàòü ui ñ ðàâíîâåðîÿòíî èç {1, 2, . . . , µ}.

2.1.2 Ïîëîæèòü ηi := Mut(ξui,t).

2.2 X t+1 :=

 sµ(η
1, . . . , ηλ) â àëãîðèòìå (µ, λ)-ES

sµ(ξ
1,t, . . . , ξµ,t, η1, . . . , ηλ) â àëãîðèòìå (µ+ λ)-ES.

2.3 t := t+ 1.

3. Ðåçóëüòàò � îñîáü ñ íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ çà âñå èòåðàöèè.

Ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ÝÀ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé

îïòèìèçàöèè. Ïóñòü íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå (ïðîñòðàíñòâå ïîèñêà) S çà-

äàíà âåêòîðíîçíà÷íàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ g:S →Rm, êàæäàÿ êîìïîíåíòà êî-

òîðîé ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè. Â òàêîì ñëó÷àå g(S) ⊆ Rm �

ïðîñòðàíñòâî êðèòåðèåâ. Ââåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≽, îáîçíà÷àþùèé

äîìèíèðîâàíèå ïî Ïàðåòî: (y′1, . . . , y
′
m) ≽ (y1, . . . , ym) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà y′j ≤ yj äëÿ âñåõ j = 1 . . . ,m (y′ ≻ y, åñëè y′ ≽ y è y ̸≽ y′). Ôðîíòîì

Ïàðåòî íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïî îòíîøåíèþ ≽

âî ìíîæåñòâå g(S). Ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïîëíîãî ìíîæå-

ñòâà àëüòåðíàòèâ (ÏÌÀ), ò. å. ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâà

â S, êîòîðîå îòîáðàæàåòñÿ âî ôðîíò Ïàðåòî ïîä äåéñòâèåì g.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïðåäëîæåíî

áîëüøîå ÷èñëî ÝÀ, îñíîâàííûõ íà âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåìàõ èçâåñòíûõ ýâî-

ëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, òàêèõ êàê ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ýâîëþöèîí-

íûå ñòðàòåãèè è àëãîðèòìû ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì., íàïðè-

ìåð, [36, 90, 248, 279]). Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûé ÝÀ ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìîé,

ñïåöèàëüíî ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îï-

òèìèçàöèè, ìîæåò áûòü íàéäåí â ðàáîòå [257] Ì. Ïåøåëÿ è Ê. Ðèäåëÿ. Ïðè-

âåäåì îáùóþ ñõåìó ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ÝÀ, îñíîâàííóþ íà àëãîðèòìå

èç [257]. Çäåñü ïîïóëÿöèÿ X íå ìîæåò ñîäåðæàòü îäèíàêîâå îñîáè, ïîýòîìó
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âìåñòî X â àëãîðèòìå áóäåò, êàê ïðàâèëî, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ìíîæå-

ñòâî ãåíîòèïîâ X̂. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïîëàãàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî

ãåíîòèïîâ ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîèñêà S.

Àëãîðèòì 1.4. Ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì

1. Y ′ := Init.

2. X̂ := ∅.

3. Äëÿ âñåõ ξ ∈ Ŷ ′ :

4. Åñëè @ξ′ ∈ X̂: g(ξ) ≼ g(ξ′), òî

5. X̂ := (X̂ \ {ξ′ ∈ X̂ | g(ξ′) ≺ g(ξ)}) ∪ {ξ}.

6. Êîíåö åñëè.

7. Êîíåö öèêëà.

8. Ïîêà íå âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâêè :

9. Y ′ := Rep(X).

10. Äëÿ âñåõ ξ ∈ Ŷ ′ :

11. Åñëè @ξ′ ∈ X̂: g(ξ) ≼ g(ξ′), òî

12. X̂ := (X̂ \ {ξ′ ∈ X̂ | g(ξ′) ≺ g(ξ)}) ∪ {ξ}.

13. Êîíåö åñëè.

14. Êîíåö öèêëà.

15. Êîíåö öèêëà.

16. Ðåçóëüòàò: X̂.

Çäåñü Init ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíåðèðóåò íà÷àëüíóþ ïîïóëÿöèþ.

Ðàíäîìèçèðîâàííûé îïåðàòîð âîñïðîèçâåäåíèÿ èìååò âèä Rep : S∗ → SN ′′
,

ãäå S∗ � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïîïóëÿöèé ñ îñîáÿìè èç S; N ′′ � ôèê-

ñèðîâàííàÿ ÷èñëåííîñòü ïðîìåæóòî÷íîé ïîïóëÿöèè. Àëãîðèòìû, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå äàííîé ñõåìå, áóäåì íàçûâàòü ìíîãîêðèòåðèàëüíûìè ÝÀ. Ïðè-

ìåðàìè òàêèõ àëãîðèòìîâ ïðèN ′′ = 1 ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû SEMO è FEMO

èç [234], GSEMO èç [248] è äð. Â [278] äëÿ àëãîðèòìîâ ïîäîáíîãî òèïà ïî-

ëó÷åíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè g(X̂) ê ôðîíòó Ïàðåòî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
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1.2.3. Ãèáðèäíûå ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû

Íà ïðàêòèêå ïðèâåäåííûå âûøå îáùèå ñõåìû ýâîëþöèîííûõ àëãîðèò-

ìîâ çà÷àñòóþ èñïîëüçóþòñÿ â êîìáèíàöèè ñ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè, ó÷è-

òûâàþùèìè ñïåöèôèêó ðåøàåìîé çàäà÷è. Ðàáîòó òàêèõ ãèáðèäíûõ àëãî-

ðèòìîâ ñëîæíåå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè áèîëîãè-

÷åñêîé ïîïóëÿöèè, ÷åì â ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ áàçîâîé

ñõåìû ÝÀ. Îäíàêî, êàê îòìå÷åíî Ë.À. Ðàñòðèãèíûì [265], ¾... ñòðåìëåíèå

ê ìîäåëÿì áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè è ãåíåòè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ íå äîëæ-

íî áûòü ÷ðåçìåðíûì, òàê êàê îíè ñîçäàíû ïðèðîäîé (è/èëè Òâîðöîì) äëÿ

ðàçâèòèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñóùåñòâ. Ïåðåíîñèòü èõ áåç ïîïðàâîê íà ðàçâèòèå

òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ áûëî áû ñåðüåçíîé ìåòîäîëîãè÷åñêîé îøèáêîé¿.

Íàèáîëåå ÷àñòî â îáùóþ ñõåìó ÝÀ âêëþ÷àþòñÿ ìåòîäû ëîêàëüíîé îï-

òèìèçàöèè, æàäíûå àëãîðèòìû êîððåêòèðîâêè ðåøåíèé è äåêîäèðóþùèå

ýâðèñòèêè [5, 84]. Òàêæå ñïåöèôèêà çàäà÷è â ÝÀ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-

íà ïðè ðåøåíèè âïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ â îïåðàòîðàõ êðîññèíãîâåðà è ïðè ïîñòðîåíèè íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè.

Áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò êîìáèíàöèè ÝÀ ñ òàêèìè òî÷íûìè

ìåòîäàìè, êàê ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ïåðåáîð L-êëàññîâ è äåêîìïîçèöèÿ

Áåíäåðñà (ñì., íàïðèìåð, [9, 98, 177]). Ïðè ýòîì ðàáîòà ÝÀ è òî÷íîãî àë-

ãîðèòìà ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïàðàëëåëüíî, ñ îáìåíîì íàèëó÷øèìè íàé-

äåííûìè ðåøåíèÿìè [177]. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ãèáðèäíûìè

àëãîðèòìàìè îïèñàííîãî òèïà ïîêàçàëè, ÷òî ïðèìåíåíèå ÝÀ â êîìáèíà-

öèè ñ òî÷íûìè ìåòîäàìè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ ïîèñêà

îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ è ïîëíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãëàâàõ 3 è 5. Íèæå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ïðèí-

öèïû ðàáîòû ýâðèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð â ñîñòàâå ÝÀ.
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Ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ. Ðàññìîòðèì ìåòîä, ñîñòîÿùèé â ïðèìåíåíèè

ïðîöåäóðû ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ê êàæäîìó íîâîìó ãåíîòèïó, ïîëó÷åí-

íîìó â ÝÀ. Ìîòèâàöèåé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà â ÝÀ ÿâëÿ-

åòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ñîäåðæèò, â ÷àñòíîñòè,

è ãëîáàëüíûé îïòèìóì. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îðãàíèçà-

öèÿ ïîèñêà íà ìíîæåñòâå ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ èëè â îêðåñòíîñòè ýòîãî

ìíîæåñòâà óâåëè÷èò øàíñû ïîëó÷èòü ãëîáàëüíûé îïòèìóì. Â íàèáîëüøåé

ñòåïåíè òàêîé ïîäõîä ïðèãîäåí äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà âû÷èñëåíèå çíà÷å-

íèÿ f(y), y ∈ NI(x) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè f(x).

Îäíàêî ýòîò ïîäõîä ïîêàçûâàåò õîðîøèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû è

â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [161,163]).

Óëó÷øåííîå ëîêàëüíûì ïîèñêîì ðåøåíèå êîäèðóåòñÿ êàê ãåíîòèï è

äîáàâëÿåòñÿ â ïîïóëÿöèþ ÝÀ, ëèáî â ïîïóëÿöèè ñîõðàíÿåòñÿ èñõîäíûé ãå-

íîòèï, à çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â ïîëó÷åííîì ëîêàëüíîì îïòèìóìå

ñëóæèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî ïðèñïîñîáëåííîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ëîêàëü-

íàÿ îïòèìèçàöèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîìïîíåíò îïåðàòîðà ìóòà-

öèè (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå òàêèå ÝÀ ïîëó÷èëè íàèìåíîâàíèåmemetic

algorithms [243]), à âî âòîðîì � êàê âû÷èñëåíèå îòîáðàæåíèÿ Ψ(ξ), äåêîäè-

ðóþùåãî ãåíîòèï.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîãî ïîäõîäà âîçíèêàåò âîïðîñ î ìîùíîñòè

ìíîæåñòâà âñåõ ãåíîòèïîâ, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå ëîêàëüíîé îïòèìèçà-

öèè, òàê êàê ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà õàðàêòåðèçóåò ñëîæíîñòü ðåøàå-

ìîé çàäà÷è äëÿ ÝÀ. Â [180, 181, 272] íàìè ïðåäëîæåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ìå-

òîäû îöåíèâàíèÿ ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îï-

òèìèçàöèè íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ìíîãîêðàòíîãî âûïîëíåíèÿ ëîêàëüíîãî

ïîèñêà. Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû îïðîáîâàíû íà ðÿäå çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé

îïòèìèçàöèè. Ñðåäè íèõ çàäà÷è ñ öåëåâûìè ôóíêöèÿìè, ïîñòðîåííûìè

ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïî ìîäåëè nk-ëàíäøàôòîâ Ñ. Êàóôôìàíà [225], çàäà-

÷è îòûñêàíèÿ äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ìèíèìàëüíîé àâòîêîððåëÿ-
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öèåé [198], çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè è äð.

Æàäíûå àëãîðèòìû êîððåêòèðîâêè ðåøåíèé. Äàííûé ìåòîä ïî-

äîáåí ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ðåøåíèé, íî îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ê ïîëó÷åí-

íîìó ïðîáíîìó ðåøåíèþ âìåñòî ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ïðèìåíÿþò íåêî-

òîðûé æàäíûé àëãîðèòì. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïðåäñòàâèòü

çàäà÷ó â âèäå çàäà÷è îòûñêàíèÿ íàáîðà èëè ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ J èç

íåêîòîðîãî çàäàííîãî ìíîæåñòâà U .

Äëÿ êîððåêòèðîâêè ãåíîòèïà ξ, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ

îïåðàòîðîâ ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà, ê íàáîðó ýëåìåíòîâ J(ξ), ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ξ, ïðèìåíÿåòñÿ æàäíûé àëãîðèòì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â æàä-

íîì àëãîðèòìå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ýëåìåíòû èç J(ξ) (ñì.,

íàïðèìåð, ÃÀ äëÿ çàäà÷è î ïîêðûòèè â ðàçäåëå 5.1). Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ â

ïðîöåññå ðàáîòû æàäíîãî àëãîðèòìà â ìíîæåñòâî J(ξ) äîáàâëÿþòñÿ ýëå-

ìåíòû èç U\J(ξ) (ñì., íàïðèìåð, [127]).

Äåêîäèðóþùèå ýâðèñòèêè. Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçà-

öèè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé çàäà÷è íà ðÿä áîëåå ïðî-

ñòûõ ïîäçàäà÷, ïðè÷åì ïîëó÷àþùèåñÿ ïîäçàäà÷è îêàçûâàþòñÿ îäíîòèïíû-

ìè è ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ðåøåíû òî÷íî èëè ïðèáëèæåííî. Ê ÷èñëó

çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà îòíîñÿòñÿ òàêèå, ãäå òðåáóåòñÿ íàéòè îïòè-

ìàëüíûé íàáîð èëè ðàçìåùåíèå ýëåìåíòîâ èç íåêîòîðîãî çàäàííîãî ìíîæå-

ñòâà, çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé, ìàðøðóòèçàöèè ïåðåâîçîê è äð. Êàê

ïðàâèëî, ðåøåíèå ïîäçàäà÷ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ îäíîãî

èëè íåñêîëüêèõ àëüòåðíàòèâíûõ æàäíûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ïðàâèë, â ðåçóëü-

òàòå ÷åãî ê èìåþùåìóñÿ (âîçìîæíî, íåäîïóñòèìîìó) ÷àñòè÷íîìó ðåøåíèþ

äîáàâëÿåòñÿ îäèí èëè áîëåå íîâûõ ýëåìåíòîâ.

Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ÝÀ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî çà ñ÷åò ïîäáîðà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ýâðèñòèê, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷, èëè çà
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ñ÷åò âûáîðà ïîðÿäêà îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ. Äëÿ ïîèñêà íàèáîëåå

ïîäõîäÿùåãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ãåíåòè÷åñêèé àëãî-

ðèòì, ãäå ãåíîòèï ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèìåíå-

íèÿ ýâðèñòèê èëè îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ. Äàííûé ïîäõîä óñïåø-

íî ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé, äâóìåðíîé óïàêîâêè,

ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé ïî ëîêàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè [84], ê çàäà÷àì

óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè (ñì. ï. 5.2.3) è äð.
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2. Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ ïîçèöèé

ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó.

Â ðàçäåëå 2.2 ïîëó÷åíû îöåíêè ÷èñëà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äîñòà-

òî÷íî âûñîêîãî êà÷åñòâà íà çàäàííîé èòåðàöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ

òóðíèðíîé ñåëåêöèåé è óñòàíîâëåí êëàññ îäíîýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé, íà

êîòîðîì ïîëó÷åííûå îöåíêè îêàçûâàþòñÿ äîñòèæèìû.

Â ðàçäåëàõ 2.1 è 2.3 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ïîèñ-

êà è ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Â ðàçäåëå 2.1 ïîêàçàíî, ÷òî íà êëàññå

çàäà÷ NP-îïòèìèçàöè ñ ãàðàíòèðîâàííûìè ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè ãåíå-

òè÷åñêèé àëãîðèòì ñ òóðíèðíîé ñåëåêöèåé äîñòèãàåò ëîêàëüíûé îïòèìóì â

ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ. Äàëåå, â ðàçäåëå 2.3, íàé-

äåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàíäîìèçèðîâàí-

íûé âàðèàíò ëîêàëüíîãî ïîèñêà, (1+1)-ES, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì

ñ òî÷êè çðåíèÿ âåðîÿòíîñòè îòûñêàíèÿ îïòèìóìà íà êàæäîé èòåðàöèè â

êëàññå ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ çàäàííûì îïåðàòîðîì ìóòàöèè.

2.1. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì êàê ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà

Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, ïðè êî-

òîðûõ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè è òóðíèðíîé

ñåëåêöèåé âïåðâûå ïîñåùàåò ëîêàëüíûé îïòèìóì â ñðåäíåì çà ïîëèíîìè-

àëüíîå îò äëèíû èñõîäíûõ äàííûõ âðåìÿ.

Ìîòèâàöèåé èññëåäîâàíèÿ ñëóæèò òîò ôàêò, ÷òî ÃÀ çà÷àñòóþ îòíîñÿò

ê êëàññó ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà (ñì., íàïðèìåð, [71, 107, 268]), ïîýòî-

ìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äåòàëüíîå èçó÷åíèå ñëó÷àåâ, êîãäà ðàáîòîñïîñîá-
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íîñòü ÃÀ îáúÿñíÿåòñÿ ñõîäñòâîì åãî ïîâåäåíèÿ ñ ëîêàëüíûì ïîèñêîì.

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ äâîè÷íîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ðåøåíèé, ñîâïàäàþùåå ñ êîäèðîâêîé ðåøåíèé çàäà÷è êîìáèíàòîð-

íîé îïòèìèçàöèè, à ¾ãåíîòèï¿ � òî æå, ÷òî ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà ðåøå-

íèé {0, 1}n(I). Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãåíîòèïîâ, êàê ïðàâèëî,

áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëû x èëè y. Èññëåäóåòñÿ ÃÀ ñ ïîëíîé çàìåíîé

ïîïóëÿöèè è òóðíèðíîé ñåëåêöèåé (ñì. àëãîðèòì 1.1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

âñÿêèé ðàç ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ îñòàíîâêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä íà

øàã 1 è âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå êðîññèíãîâåðà ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ íå ìåíåå íåêîòîðîé êîíñòàíòû ε, 0 < ε ≤ 1, îáðàçóþòñÿ îñîáè

(x′,y′) = Cross(x,y), õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ íå óñòóïàåò ïî ïðèñïîñîá-

ëåííîñòè ðîäèòåëüñêèì îñîáÿì x,y ∈ B, ò. å.

P{max{Φ(x′),Φ(y′)} ≥ max{Φ(x),Φ(y)}} ≥ ε (2.1)

ïðè ëþáûõ x,y ∈ B, ïðè÷åì êîíñòàíòà ε íå çàâèñèò îò I.

Äëÿ îäíîòî÷å÷íîãî êðîññèíãîâåðà óñëîâèå (2.1) âûïîëíÿåòñÿ c

ε = 1− Pc, åñëè Pc < 1 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò I. Óñëîâèå (2.1) âûïîë-

íÿåòñÿ c ε = 1, åñëè îäèí èç äâóõ ïîòîìêîâ � ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé

ðåêîìáèíàöèè ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé (ñì. ãëàâó 3).

Äàëåå ÃÀ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèâåäåííîìó îïèñàíèþ, áóäåò îáîçíà-

÷àòüñÿ ÷åðåç GA.

Ðàçäåë èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: â ï. 2.1.1 ïîëó÷åíà îöåíêà ñðåä-

íåãî âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà; â ï. 2.1.2 ñ èñïîëü-

çîâàíèåì íàéäåííîé îöåíêè èññëåäóåòñÿ ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìó-

ìà â äâóõ ñïåöèàëüíûõ ñåìåéñòâàõ çàäà÷; â ï. 2.1.3 îöåíêà èç ðàçäåëà 2.1.1

ïðèìåíÿåòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè ëîêàëüíûìè îïòèìóìà-

ìè; ï. 2.1.4 ñîäåðæèò çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.
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2.1.1. Ñðåäíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà

Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè Π = (Inst, Sol, fI) ∈ NPO è âû-

áðàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé {N (x) | x ∈ Sol(I)}. Îáîçíà÷èì

÷åðåç h ÷èñëî âñåõ íåîïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè f , ò. å.

h = |{f(x) : x ∈ Sol}| − 1. Òîãäà íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî ðåøåíèÿ ëîêàëüíûé

ïîèñê äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî îïòèìóìà íå áîëåå ÷åì çà h óëó÷øàþùèõ öå-

ëåâóþ ôóíêöèþ èòåðàöèé. Ïóñòü L îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíóþ âåðîÿòíîñòü

äîñòèæåíèÿ ðåøåíèÿ â ïðåäåëàõ îêðåñòíîñòè:

L = min
x∈Sol, x′∈N (x)

P{Mut(x) = x′}.

×åì âûøå âåëè÷èíà L, òåì áîëüøå ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàòîðà ìóòàöèè ñ

ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé. ×èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè N , ðàçìåð òóðíèðà s è âå-

ëè÷èíó L áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè îò èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è I.

Ïóñòü e � ÷èñëî Ýéëåðà. Äîêàæåì òåõíè÷åñêóþ ëåììó.

Ëåììà 2.1. Åñëè X0 ñîäåðæèò äîïóñòèìîå ðåøåíèå, s ≥ rN , r > 0,

h > 1, L > 0,

N ≥ 2(1 + lnh)

Lε(1− 1/e2r)
, (2.2)

è â GA îñòàíîâêà è íîâàÿ èíèöèàëèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè

t = h+ 1, òî

1) GA ïîñåùàåò ëîêàëüíûé îïòèìóì ê èòåðàöèè h ñ âåðîÿòíîñòüþ

íå ìåíåå 1/e è

2) ëîêàëüíûé îïòèìóì äîñòèãàåòñÿ íå ïîçäíåå, ÷åì çà eh èòåðàöèé

GA â ñðåäíåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè îñîáü ñ íàè-

áîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì, òàê êàê

ïðèñïîñîáëåííîñòü îñîáåé, îòâå÷àþùèõ íåäîïóñòèìûì ðåøåíèÿì, âñåãäà

ìåíüøå ïðèñïîñîáëåííîñòè ðåøåíèé èç äîïóñòèìîé îáëàñòè. Ïóñòü ñîáû-

òèå Et+1
k , k = 1, . . . , N/2, ñîñòîèò â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:
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1. èç ïîïóëÿöèè X t ïðè ïîñòðîåíèè k-òîé ïàðû ïîòîìêîâ ñëåäóþùåãî

ïîêîëåíèÿ âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå xt
∗ íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòè;

2. ïðè ïîñòðîåíèè k-òîé ïàðû ïîòîìêîâ ïîñðåäñòâîì êðîññèíãîâåðà

îäèí èç íèõ èìååò ïðèñïîñîáëåííîñòü íå ìåíåå Φ(xt
∗) (ïóñòü äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè ýòî x′);

3. îïåðàòîð ìóòàöèè, ïðèìåíåííûé ê x′, îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä â íàè-

ëó÷øåå ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè N (x′), ò. å.

Φ(Mut(x′)) = maxy∈N (x′)Φ(y).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ñî-

áûòèé Et+1
k , k = 1, . . . , N/2, ïðè èçâåñòíîé ïîïóëÿöèè X t. Íàéäåì îöåíêó

λ ≤ p, íå çàâèñÿùóþ îò âûáîðà X t. Ñîãëàñíî ñõåìå GA, P{Et+1
1 } = . . . =

P{Et+1
N/2}. Îáîçíà÷èì ýòó âåðîÿòíîñòü ÷åðåç q. Ââèäó íåçàâèñèìîñòè ñîáû-

òèé Et+1
k , k = 1, . . . , N/2, ïðè ôèêñèðîâàííîé X t èìååì p ≥ 1−(1−q)N/2 ≥

1− e−qN/2. Îöåíèì ñíèçó âåðîÿòíîñòü q:

q ≥ Lε

(
1−

(
1− 1

N

)2s
)
.

Îäíàêî (1− 1/N)2s ≤ (1− 1/N)2rN ≤ 1/e2r, ïîýòîìó

q ≥ Lε

(
1− 1

e2r

)
= Lc, (2.3)

ãäå c = ε
(
1− 1

e2r

)
. Â äàëüíåéøåì ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî èç (2.2) è (2.3)

âûòåêàåò

N ≥ 2

Lε (1− 1/e2r)
≥ 2/q. (2.4)

Äëÿ îöåíêè ñíèçó âåðîÿòíîñòè p ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì z ∈ [0, 1]

1− z

e
≥ e−z. (2.5)

Ïîëîæèì z = e−qN/2+1. Òîãäà ââèäó íåðàâåíñòâà (2.4) èìååì z ≤ 1 è,

ñëåäîâàòåëüíî,

p ≥ exp
{
−e1−qN/2

}
≥ exp

{
−e1−LcN/2

}
. (2.6)
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Îò àíàëèçà ïîòîìêîâ ôèêñèðîâàííîé ïîïóëÿöèè X t ïåðåéäåì ê ñëó-

÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïóëÿöèé X0, X1, . . .. Çàìåòèì, ÷òî λh ÿâëÿ-

åòñÿ îöåíêîé ñíèçó äëÿ âåðîÿòíîñòè äîñòè÷ü ëîêàëüíûé îïòèìóì çà ñåðèþ

èç íå áîëåå h èòåðàöèé, óëó÷øàþùèõ çíà÷åíèå ðåêîðäà öåëåâîé ôóíêöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü At = Et
1 + . . .+ Et

N/2, t = 1, 2, . . .. Òîãäà

P{A1& . . .&Ah} = P{A1}
h−1∏
t=1

P{At+1|A1& . . .&At} ≥ λh. (2.7)

Èòàê, ïîëîæèì λ = exp
{
−e1−LcN/2

}
. Ñíîâà âîñïîëüçîâàâøèñü óñëî-

âèåì (2.2), ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó äëÿ âåðîÿòíîñòè äîñòè÷ü ëîêàëüíûé

îïòèìóì çà ñåðèþ èç íå áîëåå h óëó÷øàþùèõ ðåêîðä èòåðàöèé:

λh = exp
{
−he1−LcN/2

}
≥ exp

{
−he− lnh

}
= 1/e.

Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîêàçàíà.

Äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà ðàñ-

ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé ïî h èòåðàöèé â êàæäîé. Ïóñòü ñîáûòè-

åì Di, i = 1, 2, . . . , ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ëîêàëüíîãî îïòèìóìà â ïîïóëÿöèè

GA â i-òîé ñåðèè. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû âåðîÿòíîñòü êàæäîãî

ñîáûòèÿ Di, i = 1, 2, . . . , íå ïðåâûøàåò µ = 1−1/e ïðè ëþáîé ïðåäûñòîðèè

ðàáîòû àëãîðèòìà. Ïî àíàëîãèè ñ (2.7) çàêëþ÷àåì: P{D1& . . .&Dk} ≤ µk.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷åðåç η îáîçíà÷èòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ íîìå-

ðó ïåðâîé ñåðèè, íà êîòîðîé ëîêàëüíûé îïòèìóì áóäåò ïîëó÷åí, òî, ïîëüçó-

ÿñü ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [25]), ïîëó÷àåì

E[η] =
∞∑
i=0

P{η > i} = 1 +
∞∑
i=1

P{D1& . . .&Di} ≤ 1 +
∞∑
i=1

µi = e.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíûé îïòèìóì äîñòèãàåòñÿ íå ïîçäíåå, ÷åì çà eh èòå-

ðàöèé GA â ñðåäíåì. �
Ïóñòü ⌈·⌉ îáîçíà÷àåò îêðóãëåíèå ââåðõ. Òîãäà â óñëîâèÿõ ëåììû, ïðè

N = 2

⌈
1 + lnh

Lε(1− 1/e2r)

⌉
, s = ⌈rN⌉, (2.8)
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îáåñïå÷åíî ïîëó÷åíèå ëîêàëüíîãî îïòèìóìà â GA çà O(h) èòåðàöèé â ñðåä-

íåì. Òðóäîåìêîñòè îïåðàòîðîâ Mut è Cross ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû,

ïðè Π ∈ NPO ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìà, à

ïðîöåäóðà òóðíèðíîé ñåëåêöèè òðåáóåò âðåìåíè O(s) = O(N). Ñëåäîâà-

òåëüíî, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2.1. Åñëè çàäà÷à Π = (Inst, Sol, fI) ∈ NPO ïîëèíîìèàëüíî îãðà-

íè÷åíà, ôóíêöèÿ 1/L(I) ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíà, à ïîïóëÿöèÿ X0 ñî-

äåðæèò äîïóñòèìîå ðåøåíèå, òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïàðà-

ìåòðîâ GA ëîêàëüíûé îïòèìóì âïåðâûå äîñòèãàåòñÿ â ñðåäíåì çà ïîëè-

íîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ.

Åñëè ìîùíîñòü |N (x)| ïðè ëþáîì x ∈ Sol îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì

îò |x|, òî îòîáðàæåíèå N íàçûâàþò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûì [275].

Äëÿ òàêîãî N ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ìóòàöèè Mut(x), âû÷èñëèìûé çà ïîëè-

íîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ è îñóùåñòâëÿþùèé ðàâíîâåðîÿòíûé âûáîð

îñîáåé-ïîòîìêîâ èç ìíîæåñòâà N (x) ïðè çàäàííîì x. Òîãäà 1/L òàêæå

îãðàíè÷åíà ñâåðõó íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò |I|. Òàêèì îáðàçîì, òåîðå-

ìà 2.1 ïðèìåíèìà êî ìíîãèì èçâåñòíûì ñèñòåìàì îêðåñòíîñòåé äëÿ çàäà÷

êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Ïóñòü δ(x,y) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó äâîè÷íûìè

ñòðîêàìè x è y.

Îïðåäåëåíèå 2.1. [116] Ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé {N (x) | x ∈ Sol(I)} íà-

çûâàåòñÿ k-îãðàíè÷åííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ Sol è y ∈ N (x) âûïîëíåíî

δ(x,y) ≤ k, ãäå k � êîíñòàíòà.

Îïåðàòîð ìóòàöèè Mut∗ êëàññè÷åñêîãî ÃÀ [213] ñ âåðîÿòíîñòüþ

P
δ(x,y)
m (1 − Pm)

n−δ(x,y) ñòðîèò ñòðîêó y ïðè ìóòàöèè x. Çàìåòèì, ÷òî âå-

ðîÿòíîñòü P k
m(1−Pm)

n−k, êàê ôóíêöèÿ îò Pm, Pm ∈ [0, 1], äîñòèãàåò ñâîåãî

ìàêñèìóìà ïðè Pm = k/n. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò îöåíêó ñíèçó
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âåðîÿòíîñòè P{Mut∗(x) = y} äëÿ ëþáîãî y ∈ N (x) ïðè îïòèìàëüíîì â

óêàçàííîì ñìûñëå âûáîðå Pm = k/n.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé N ÿâëÿåòñÿ k-îãðà-

íè÷åííîé è k ≤ n/2. Òîãäà ïðè Pm = k/n äëÿ ëþáîãî x ∈ Sol è ëþáîãî

y ∈ N (x) âûïîëíåíî

P{Mut∗(x) = y} ≥
(
k

en

)k

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè x ∈ Sol è y ∈ N (x) èìååì

P{Mut∗(x) = y} =

(
k

n

)δ(x,y)(
1− k

n

)n−δ(x,y)

≥
(
k

n

)k (
1− k

n

)n−k

,

òàê êàê Pm = k/n ≤ 1/2. Äàëåå, ∂(1 − k/n)n−k/∂n < 0 ïðè n > k, êðîìå

òîãî, (1−k/n)n−k → 1/ek ïðè n→ ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, (1−k/n)n−k ≥ 1/ek,

îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. �

2.1.2. Ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà â äâóõ ñïåöèàëüíûõ

ñåìåéñòâàõ çàäà÷

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ëåììû 2.1 è óòâåðæäåíèÿ 2.1 ðàñ-

ñìîòðèì äâà ñåìåéñòâà çàäà÷, ãäå âñå ëîêàëüíûå îïòèìóìû ÿâëÿþòñÿ ãëî-

áàëüíûìè.

Ñåìåéñòâî îäíîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ONEMAX∗∗. Ðàññìîòðèì

êëàññ öåëåâûõ ôóíêöèé ONEMAX∗∗, ââåäåííûé â [169]. Äëÿ ýòîãî îïðå-

äåëèì ñíà÷àëà áîëåå óçêèé êëàññ ONEMAX∗, â êîòîðûé âõîäÿò ôóíêöèè

φη : {0, 1}n → Z+ âèäà

φη(ξ) = n− δ(ξ, η),

ãäå η ∈ {0, 1}n. Òîãäà ONEMAX∗∗ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ ôóíêöèé ψ ◦ φ,

ãäå φ ∈ ONEMAX∗, à ψ : Z+ → R � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.
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Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó ONEMAX∗∗, åñëè

f(x) ∈ ONEMAX∗∗ è Sol = {0, 1}n. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåí-

íîñòè äëÿ òàêîé çàäà÷è åñòåñòâåííî âûáðàòü Φ(x) ≡ f(x).

Â ñèñòåìå îêðåñòíîñòåé, ïîðîæäåííîé ìåòðèêîé Õýììèíãà ðàäèóñà 1,

òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëîêàëüíûì îïòèìóìîì, à çíà÷èò, è ãëî-

áàëüíûì. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.1, ïðè Pm = 1/n, n > 1, äëÿ ëþáîãî

x ∈ Sol è ëþáîãî y ∈ N (x) âûïîëíåíî P{Mut∗(x) = y} ≥ 1/(en). Ïî

ëåììå 2.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè s = rN , r > 0, è

N =

⌈
2en(1 + lnn)

ε(1− 1/e2r)

⌉
,

GA âïåðâûå ïîñåùàåò îïòèìóì â ñðåäíåì íå ïîçäíåå, ÷åì çà en èòåðà-

öèé. Òðóäîåìêîñòü òóðíèðíîé ñåëåêöèè òàêîãî ÃÀ ñîñòàâëÿåò O(N). Åñëè

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êðîññèíãîâåð, ìóòàöèÿ è âû÷èñëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè

ìîãóò áûòü âûïîëíåíû çà íåêîòîðîå âðåìÿ T , òî GA âïåðâûå ïîñåùàåò

îïòèìóì çà âðåìÿ O(Tn3 ln2 n) â ñðåäíåì. Â êëàññè÷åñêîì ÃÀ [213], íà-

ïðèìåð, T = O(n), ò. å. îïòèìóì âïåðâûå äîñòèãàåòñÿ â ñðåäíåì çà âðå-

ìÿ O(n4 ln2 n).

Ñåìåéñòâî çàäà÷ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ãðàôà G(k). Ðàññìîòðèì

ñåìåéñòâî ÇÂÏ ñïåöèàëüíîãî âèäà, ãäå ãðàô G(k) ñîñòîèò èç k òðåõâåðøèí-

íûõ êëèê, íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé, k = 1, 2, . . .. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó

äàííîé çàäà÷è, êàê ïîêàçàíî â [91], íåêîòîðûå èçâåñòíûå àëãîðèòìû òè-

ïà âåòâåé è ãðàíèö èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàþùóþ òðóäîåìêîñòü ñ

óâåëè÷åíèåì ÷èñëà âåðøèí ãðàôà.

Ïóñòü âåðøèíû è ðåáðà ãðàôà ïðîíóìåðîâàíû, à êàæäîìó ðåá-

ðó ei ∈ E ïðè êîäèðîâêå ðåøåíèé èç ìíîæåñòâà Sol ñîïîñòàâëåí îäèí áèò xi,

i = 1, . . . , n, n = |E|. Ïðè òàêîì ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ëþáàÿ

ñòðîêà x ∈ B êîäèðóåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå, ò. å. C(x) ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì.

Ïóñòü Φ(x) = |V | − |C(x)|. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ G(k) çíà÷åíèå Φ(x)

ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì êëèê, îïòèìàëüíî ïîêðûòûõ âåðøèíàìè C(x).
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Â ñèñòåìå îêðåñòíîñòåé, ïîðîæäåííîé ìåòðèêîé Õýììèíãà ðàäèóñà 1,

ëþáîé ëîêàëüíûé îïòèìóì ÿâëÿåòñÿ è ãëîáàëüíûì. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-

ùåìó ïðèìåðó ïîëó÷àåì P{Mut∗(x) = y} ≥ 1
en , ãäå n = 3k. Ïî ëåììå 2.1,

ïðè s = rN , ãäå r > 0, è

N =

⌈
6ek(1 + ln k)

ε(1− 1/e2r)

⌉
,

GA âïåðâûå ïîñåùàåò îïòèìóì â ñðåäíåì íå ïîçäíåå, ÷åì çà ek èòåðà-

öèé, ò. å. ñðåäíåå âðåìÿ åãî ðàáîòû äî ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà ïîëèíîìèàëüíî

îãðàíè÷åíî.

2.1.3. Çàäà÷è ñ ãàðàíòèðîâàííûìè ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè

Ïðèìåíèì òåîðåìó 2.1 äëÿ îöåíêè âîçìîæíîñòåé ãåíåòè÷åñêîãî àëãî-

ðèòìà îòûñêèâàòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñ àïðèîðíîé îöåíêîé òî÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. [116] Ïóñòü Π ∈ NPO � ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííàÿ

çàäà÷à. Π ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè ëîêàëüíûìè

îïòèìóìàìè (GLO), åñëè ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ:

1) ïî êðàéíåé ìåðå îäíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå yI ∈ Sol ìîæåò áûòü

âû÷èñëåíî çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ äëÿ ëþáîé I ∈ Inst;

2) ñóùåñòâóåò k ∈ N òàêîå, ÷òî âñå ëîêàëüíûå îïòèìóìû çàäà÷è Π

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé k-îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé èìåþò

êîíñòàíòíóþ îöåíêó òî÷íîñòè.

Ïðèìåðàìè çàäà÷ èç êëàññà GLO ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîé

âûïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû, çàäà÷è î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì

ìíîæåñòâå, î íàèìåíüøåì äîìèíèðóþùåì ìíîæåñòâå âåðøèí è î íàèìåíü-

øåì âåðøèííîì ïîêðûòèè â ãðàôàõ ñî ñòåïåíüþ âåðøèí, îãðàíè÷åííîé

êîíñòàíòîé, à òàêæå çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ðàçðåçå ãðàôà [116].

Åñëè çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè Π ëåæèò â êëàññå GLO,

òî ââèäó óòâåðæäåíèÿ 2.1, ïðè k ≤ n/2, äëÿ ëþáîãî x ∈ Sol è ëþáîãî
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y ∈ N (x), îïåðàòîð ìóòàöèè Mut∗ ïðè Pm = k/n óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ P{Mut∗(x) = y} ≥ 1/poly(|x|), ãäå poly � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Ïðè

n/2 < k < n âåðîÿòíîñòü P{Mut∗(x) = y} îãðàíè÷åíà ñíèçó ïîëîæèòåëü-

íîé êîíñòàíòîé. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü Π ∈ GLO, n > k è ïîïóëÿöèÿ X0 ñîäåðæèò äî-

ïóñòèìîå ðåøåíèå. Òîãäà ïðè îïåðàòîðå ìóòàöèè Mut∗ è ñîîòâåòñòâó-

þùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ GA ðåøåíèå ñ êîíñòàíòíîé îöåíêîé òî÷íîñòè

âïåðâûå äîñòèãàåòñÿ â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ.

2.1.4. Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå îöåíêè òðóäîåìêîñòè è ïðåäëîæåííûå çíà÷åíèÿ íàñòðà-

èâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿþò ñóäèòü î òåíäåíöèÿõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãî-

ðèòìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðîñòîì ðàçìåðà òóðíèðà è ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè.

Íà öåëåñîîáðàçíîñòü óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðà òóðíèðà äëÿ ñêîðåéøåãî äîñòè-

æåíèÿ ëîêàëüíîãî îïòèìóìà óêàçûâàþò è ðåçóëüòàòû ñëåäóþùåãî ðàçäåëà.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå íå ó÷èòûâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ðåçóëüòàòå äåé-

ñòâèÿ êðîññèíãîâåðà ïðèñïîñîáëåííîñòü ïîòîìêîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ âûøå

ïðèñïîñîáëåííîñòè ðîäèòåëåé. Óëó÷øåíèå èçâåñòíûõ òåîðåòè÷åñêèõ îöå-

íîê äëÿ ÃÀ çà ñ÷åò ó÷åòà òàêîé âîçìîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé.

Îáíàäåæèâàþùèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû â [157,220].

2.2. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè îñîáåé ñ âûñîêîé ïðèñïîñîáëåííî-

ñòüþ â ïîïóëÿöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà

Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí îöåíêàì ÷èñëåííîñòè îñîáåé äîñòàòî÷íî

âûñîêîãî êà÷åñòâà íà çàäàííîé èòåðàöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ òóð-

íèðíîé ñåëåêöèåé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÃÀ ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè è òóð-

íèðíîé ñåëåêöèåé áåç îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà. Äëÿ àíàëèçà ÃÀ ïðåäëàãà-

åòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà, âîçíèêàþùåãî ïðè
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åãî ðàáîòå. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ìîäåëè ñòðîÿòñÿ íèæíèå è âåðõíèå

îöåíêè ñðåäíåãî ÷èñëà îñîáåé ñ ïðèñïîñîáëåííîñòüþ íå íèæå çàäàííîãî

ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. Óñòàíîâëåí êëàññ îäíîýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé, íà

êîòîðîì ïîëó÷åííûå îöåíêè îêàçûâàþòñÿ äîñòèæèìû.

Â ëèòåðàòóðå ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê àíàëèçó ÃÀ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì öåïåé Ìàðêîâà. Íàïðèìåð, ïðè îòîæäåñòâëåíèè ñîñòîÿíèé öåïè

ñî âñåâîçìîæíûìè âåêòîðàìè ãåíîòèïîâ ïîïóëÿöèèX âîçíèêàåò öåïü Ìàð-

êîâà ñ 2lN ñîñòîÿíèÿìè, åñëè B = {0, 1}l. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ìîäåëè

äëÿ ÊÃÀ ïîêàçàíî Ã. Ðóäîëüôîì [276], ÷òî ïðè áåñêîíå÷íîì âðåìåíè ðàáî-

òû àëãîðèòìà ãåíîòèïû, ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ, áóäóò

ïîÿâëÿòüñÿ è èñ÷åçàòü â ïîïóëÿöèè áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Àíàëîãè÷íûé

ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí äëÿ ÃÀ ñ òóðíèðíîé ñåëåêöèåé.

Â äðóãîé ìîäåëè [251], ïðåäñòàâëÿþùåé ðàáîòó ÃÀ ñ ïîìîùüþ öåïè

Ìàðêîâà, âñå ïîïóëÿöèè, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ñïîñîáîì óïîðÿäî÷åíèÿ îñî-

áåé, ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Êàæäîå ñîñòîÿíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå âåêòîðà, èìåþùåãî 2l êîìïîíåíò, ãäå êàæäàÿ êîîðäèíàòà îòâå÷àåò îä-

íîìó èç âîçìîæíûõ ãåíîòèïîâ. Çíà÷åíèå êîìïîíåíòû ðàâíî äîëå, êîòîðóþ

ñîñòàâëÿþò â ïîïóëÿöèè îñîáè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîé êîìïîíåíòå ãåíîòè-

ïîì. Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè íàéäåíà ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà öåïè Ìàðêîâà,

îòâå÷àþùåé ÃÀ ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè è ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåê-

öèåé äëÿ íåêîòîðûõ âàðèàíòîâ êðîññèíãîâåðà [290], è ïîëó÷åí ðÿä âàæíûõ

ðåçóëüòàòîâ, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå ÃÀ [251,289].

Îñíîâíûå òðóäíîñòè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ ìîäåëåé

äëÿ àíàëèçà çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè âûçâàíû íåîáõîäèìîñòüþ

èñïîëüçîâàíèÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ïðèñïîñîáëåííîñòè êàæäîãî ãå-

íîòèïà èç B è áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà öåïè Ìàðêîâà. Â

ï. 2.2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïîñîá ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé ïîñðåäñòâîì

ãðóïïèðîâêè ñîñòîÿíèé. Ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü íå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà,

îäíàêî ïîçâîëÿåò íàéòè íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà îñîáåé ñ ïðèñïî-
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ñîáëåííîñòüþ íå íèæå çàäàííîãî óðîâíÿ íà èòåðàöèè t.

2.2.1. Îöåíêè äîëè îñîáåé ñ çàäàííîé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ

Ìîäåëü ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà,

âîçíèêàþùåãî ïðè ðàáîòå ÃÀ ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè ïðè òóðíèðíîé

ñåëåêöèè è îòñóòñòâèè êðîññèíãîâåðà, ò. å. êîãäà îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ äàííîé

ìîäåëè íå òðåáóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ èíôîðìàöèè î ïðè-

ñïîñîáëåííîñòè êàæäîãî ãåíîòèïà, êàê â [251,276], îäíàêî ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî èçâåñòíû íåêîòîðûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ îïåðàòîðà ìóòàöèè.

Ïðè îòñóòñòâèè êðîññèíãîâåðà â îáùåé ñõåìå ÃÀ ñ ïîëíîé çàìåíîé

ïîïóëÿöèè íåò íåîáõîäèìîñòè ãåíåðèðîâàòü îñîáè êàæäîé íîâîé ïîïóëÿöèè

îáÿçàòåëüíî ïàðàìè, êàê â àëãîðèòìå 1.1. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ áîëüøåé

îáùíîñòè çäåñü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå î ÷åòíîñòè N îòñóòñòâóåò

è ÃÀ èìååò ñëåäóþùóþ ñõåìó.

Àëãîðèòì 2.1. ÃÀ áåç êðîññèíãîâåðà ñ ïîëíîé çàìåíîé ïîïóëÿöèè

1. Ïîëîæèòü t := 0.

2. Äëÿ k îò 1 äî N âûïîëíÿòü:

2.1. Ïîñòðîèòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì îñîáü ξk,0.

Èòåðàöèÿ t.

3. Äëÿ k îò 1 äî N âûïîëíÿòü øàãè 3.1�3.2:

3.1. Ñåëåêöèÿ: âûáðàòü îñîáü ξ := ξSel(X
t),t.

3.2. Ìóòàöèÿ: ïîëîæèòü ξk,t+1 := Mut(ξ).

4. Ïîëîæèòü t := t+ 1.

5. Åñëè óñëîâèå îñòàíîâêè âûïîëíåíî, òî èäòè íà øàã 6, èíà÷å � íà øàã 3.

6. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îñîáü ñ íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ

ñðåäè íàéäåííûõ çà âñå èòåðàöèè.
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Ïóñòü Φ0 = minξ∈B Φ(ξ) è çàäàíû ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîá-

ëåííîñòè Φ1, . . . ,Φd, òàêèå ÷òî

Φ0 < Φ1 < Φ2 . . . < Φd.

×èñëî ëèíèé óðîâíÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîá-

ëåííîñòè (êðîìå Φ0) ìîãóò áûòü âûáðàíû äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî ñ ó÷åòîì

ñâîéñòâ ðåøàåìîé çàäà÷è è îïåðàòîðà ìóòàöèè. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ÷èñëî ëèíèé óðîâíÿ, à òàêæå èõ çíà÷åíèÿ íåêîòîðûì îáðàçîì çàâè-

ñÿò îò èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ëèíèé óðîâíÿ

ñèìâîë I, êàê ïðàâèëî, íå áóäåò óêàçûâàòüñÿ ïðè èõ çàïèñè.

Ñîïîñòàâèì âûáðàííûì ëèíèÿì óðîâíÿ ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà:

Hi = {ξ : Φ(ξ) ≥ Φi}, i = 0, . . . , d.

Çàìåòèì, ÷òî H0 = B. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì Hd+1 = ∅.

Ïóñòü äëÿ âñåõ i = 0, ..., d è j = 1, ..., d àïðèîðè èçâåñòíû íèæíèå αij

è âåðõíèå βij îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç Hi\Hi+1 â Hj ïðè äåéñòâèè

îïåðàòîðà ìóòàöèè, à èìåííî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Hi\Hi+1

αij ≤ P{Mut(ξ) ∈ Hj} ≤ βij,

ãäå

P{Mut(ξ) ∈ Hj} =
∑
ξ′∈Hj

P{Mut(ξ) = ξ′}.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè αij, ãäå i = 0, ..., d, j = 1, ..., d ÷åðåç A;

àíàëîãè÷íóþ ìàòðèöó âåðõíèõ îöåíîê îáîçíà÷èì ÷åðåç B.

Ïðåäñòàâèì ïîïóëÿöèþ íà øàãå t ïðè ïîìîùè âåêòîðà ïîïóëÿöèè

z(t) = (z
(t)
1 , z

(t)
2 , . . . , z

(t)
d ),

ãäå z(t)i ∈ R - äîëÿ ãåíîòèïîâ èç Hi â ïîïóëÿöèè X t. Òàêèì îáðàçîì, z(t) �

ñëó÷àéíûé âåêòîð, ïðè÷åì z(t)i ≥ z
(t)
i+1 äëÿ i = 1, ..., d−1, òàê êàê Hi+1 ⊆ Hi.

Äàëåå äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëàãàòü zd+1 = z
(t)
d+1 = 0 ïðè ëþáîì t.
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Ïóñòü P{ξ(t) ∈ Hj} � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãåíîòèï, ïîëó÷åííûé â

ðåçóëüòàòå ñåëåêöèè èç ïîïóëÿöèè ñ íîìåðîì t − 1, ïîñëå ìóòàöèè áóäåò

ïðèíàäëåæàòü Hj. Çàìåòèì, ÷òî âñå îñîáè ïîêîëåíèÿ t â ðàññìàòðèâàåìîì

àëãîðèòìå ãåíåðèðóþòñÿ ñ îäíèì è òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé,

ñëåäîâàòåëüíî, P{ξ(t) ∈ Hj} = P{ξ(t)1 ∈ Hj} = ... = P{ξ(t)N ∈ Hj} ïðè

ëþáîì t > 0 è j = 1, ..., d. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïðè ëþáîì t > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E[z(t)i ] = P{ξ(t) ∈ Hi}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí I i
1, I i

2, ..., I i
N , ãäå I i

k = 1, åñëè k-ÿ îñîáü

ïîïóëÿöèè X t ëåæèò â Hi, è I i
k = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïî îïðåäåëåíèþ

âåêòîðà ïîïóëÿöèè èìååì z
(t)
i =

∑N
k=1 I i

k/N , ñëåäîâàòåëüíî,

E[z(t)j ] =
N∑
k=1

E[I i
k]

N
=

N∑
k=1

P{ξ(t) ∈ Hi}
N

= P{ξ(t) ∈ Hi}.

Ïîëó÷èì íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè äîëè îñîáåé ñ ãåíîòèïàìè èç ïîä-

ìíîæåñòâ Hi äëÿ i = 1, . . . , d íà çàäàííîé èòåðàöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pch(S, z) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãåíîòèï, âûáðàííûé

ïðè ïîìîùè òóðíèðíîé ñåëåêöèè èç ïîïóëÿöèè ñ âåêòîðîì z, ïðèíàäëåæèò

ïîäìíîæåñòâó S ⊆ B. Çàìåòèì, ÷òî åñëè òåêóùàÿ ïîïóëÿöèÿ ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ âåêòîðîì z(t) = z, òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî î÷åðåäíîé ãåíîòèï,

ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñåëåêöèè è ìóòàöèè, ïðèíàäëåæèò Hj, èìååò âèä:

P{ξ(t+1) ∈ Hj|z(t) = z} =
d∑

i=0

∑
ξ∈Hi\Hi+1

P{Mut(ξ) ∈ Hj}Pch({ξ}, z). (2.9)

Íèæíèå îöåíêè

Èç ôîðìóëû (2.9) è îïðåäåëåíèÿ îöåíîê αij ñëåäóåò, ÷òî

P{ξ(t+1) ∈ Hj|z(t) = z} ≥
d∑

i=0

αij

∑
ξ∈Hi\Hi+1

Pch({ξ}, z) =
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=
d∑

i=0

αijPch(Hi\Hi+1, z).

Ïðè ðàçìåðå òóðíèðà s èìååì Pch(Hi, z
(t)) = 1−(1−z(t)i )s, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, Pch(Hi\Hi+1, z) = Pch(Hi, z)−Pch(Hi+1, z) = (1− zi+1)
s− (1− zi)

s.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó:

P{ξ(t+1) ∈ Hj|z(t) = z} ≥
d∑

i=0

αij((1− zi+1)
s − (1− zi)

s).

Ïóñòü ZN = {z ∈ Rd : zi ∈ {0, 1
N ,

2
N , . . . , 1}, zi ≥ zi+1} � ìíîæåñòâî âåê-

òîðîâ ïîïóëÿöèè èç N îñîáåé. Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì

áåçóñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ïîðîæäåíèÿ î÷åðåäíîé îñîáè èç Hj íà øàãå t+1:

P{ξ(t+1) ∈ Hj} =
∑
z∈ZN

P{ξ(t+1) ∈ Hj|z(t) = z}P{z(t) = z} ≥ (2.10)

≥
∑
z∈ZN

d∑
i=0

αij((1− zi+1)
s − (1− zi)

s)P{z(t) = z} =

=
d∑

i=0

αijE[(1− z
(t)
i+1)

s − (1− z
(t)
i )s].

Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 2.2 E[z(t+1)
j ] = P{ξ(t+1) ∈ Hj}. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ

ó÷åòîì òîãî, ÷òî (1− z
(t)
d+1)

s = 1 è (1− z
(t)
0 )s = 0, èç (2.10) ïîëó÷àåì:

E[z(t+1)
j ] ≥ αdj −

d∑
i=1

(αi,j − αi−1,j)E[(1− z
(t)
i )s]. (2.11)

Ïóñòü I+j (A) = {i : 1 ≤ i ≤ d, αi,j − αi−1,j ≥ 0}, I−j (A) =

{i : 1 ≤ i ≤ d, αi,j − αi−1,j < 0}. Ïðèìåíèì ê òåì ñëàãàåìûì ïîñëåäíåé

ñóììû, ãäå i ∈ I−j (A), íåðàâåíñòâî Èåíñåíà (ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ ñòîèò âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ îò z(t)i ). Äëÿ ñëàãàåìûõ, ãäå i ∈ I+j (A),

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé (1− z
(t)
i )s ≤ 1− z

(t)
i . Â ðåçóëüòàòå èìååì

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîìïîíåíòà j âåêòîðà
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ïîïóëÿöèè z(t+1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

E[z(t+1)
j ] ≥ αdj−

∑
I+j (A)

(αij−αi−1,j)(1−E[z(t)i ])−
∑

I−j (A)

(αij−αi−1,j)(1−E[z(t)i ])s

(2.12)

äëÿ âñåõ j = 1, . . . , d.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè âñåõ i = 0, ..., d, j = 1, ..., d, âåðîÿò-

íîñòü P{Mut(ξ) ∈ Hj} íå çàâèñèò îò âûáîðà ξ ∈ Hi\Hi+1, òî âñå-

ãäà ìîæíî óêàçàòü òàêèå ìàòðèöû îöåíîê A è B, ÷òî αij = βij =

P{Mut(ξ) ∈ Hj|ξ ∈ Hi\Hi+1} äëÿ âñåõ i è j. Óñëîâèìñÿ â òàêîì ñëó-

÷àå íàçûâàòü îïåðàòîð ìóòàöèè ñòóïåí÷àòûì îòíîñèòåëüíî íàáîðà ëè-

íèé óðîâíÿ Φ1, ...,Φd (èëè ïðîñòî ñòóïåí÷àòûì, åñëè ÿñíî, î êàêîì íà-

áîðå ïîäìíîæåñòâ èäåò ðå÷ü). Ìàòðèöó M = A = B ñ ýëåìåíòàìè µij,

i = 0, . . . , d, j = 1, . . . , d, äàþùóþ îäíîâðåìåííî âåðõíþþ è íèæíþþ îöåí-

êè äëÿ ñòóïåí÷àòîãî îïåðàòîðà, áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé êóìóëÿòèâíûõ

ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (ïî àíàëîãèè ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-

ñòåé öåïè Ìàðêîâà).

Ïðè ñòóïåí÷àòîì îïåðàòîðå ìóòàöèè ýâîëþöèîííûé ïðîöåññ â ÃÀ ìî-

äåëèðóåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà {z(t) : t = 0, 1, . . .}, ñîñòîÿíèÿìè êîòîðîé ÿâ-

ëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå âåêòîðû ïîïóëÿöèè z(t) ∈ ZN . Äëÿ òîãî ÷òîáû â

ýòîì óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðèì öåïü Ìàðêîâà {X t : t = 0, 1, . . .}, ãäå ñîñòî-

ÿíèÿìè ìîãóò áûòü âñåâîçìîæíûå âåêòîðû ãåíîòèïîâ ïîïóëÿöèè X t ∈ B.

Ïóñòü X(1) è X(2) - äâå ïîïóëÿöèè, èìåþùèå îäèíàêîâîå ïðåäñòàâëåíèå

âåêòîðîì z(t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pch(S,X(k)) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãåíî-

òèï, âûáðàííûé ïðè ñåëåêöèè èç ïîïóëÿöèè X(k), ïðèíàäëåæèò ïîäìíî-

æåñòâó S ⊆ B. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì ôîðìóëû (2.9), èñïîëüçóÿ ñòó-

ïåí÷àòîñòü ìóòàöèè, äëÿ ëþáûõ i è j îò 0 äî d ïîëó÷àåì:

P{ξ(t+1) ∈ Hj|X t = X(k)} =
d∑

i=0

µij
∑

ξ∈Hi\Hi+1

Pch({ξ}, X(k)) =
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=
d∑

i=0

µijPch(Hi\Hi+1, X(k)), k = 1, 2.

Ñîãëàñíî ñõåìå ÃÀ ñ òóðíèðíîé ñåëåêöèåé âåðîÿòíîñòè

Pch(Hi\Hi+1, X(k)) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì z(t) è íå çàâèñÿò

îò k. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñòóïåí÷àòîì îïåðàòîðå ìóòàöèè ðàñïðåäåëåíèå

âåêòîðà z(t+1) òàêæå íå èìååò çàâèñèìîñòè îò k. Îòñþäà, ïîëüçóÿñü

óêðóïíåíèåì ñîñòîÿíèé â öåïè Ìàðêîâà (ñì., íàïðèìåð, [58]), ïðèõîäèì

ê âûâîäó î òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ÃÀ êîððåêòíî ìîäåëèðóåòñÿ öåïüþ

Ìàðêîâà {z(t) : t = 0, 1, . . .}.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè âåëè÷èíû E[z(t)] ïðè èçâåñòíîì âåêòîðå ñðåä-

íèõ íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè E[z(0)] ïîòðåáóåòñÿ t-êðàòíîå ïðèìåíåíèå íåðà-

âåíñòâà (2.12). Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè d × d ñ ýëåìåíòàìè µij áóäåì íàçûâàòü ìî-

íîòîííîé, åñëè µi−1,j ≤ µi,j äëÿ âñåõ i, j îò 1 äî d. Ñòóïåí÷àòûé îïåðà-

òîð ìóòàöèè îòíîñèòåëüíî íàáîðà ëèíèé óðîâíÿ Φ1, ...,Φd áóäåì íàçûâàòü

ìîíîòîííûì îòíîñèòåëüíî ýòîãî íàáîðà ëèíèé óðîâíÿ, åñëè åãî ìàòðè-

öà êóìóëÿòèâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ìîíîòîííà. Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ

ìîíîòîííûì, åñëè äàííîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî õîòÿ áû ïðè îäíîì íàáî-

ðå ëèíèé óðîâíÿ. (Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé Ä. Äýëåé [152] òàêîé

îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè ìîíîòîííûì.)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ìóòàöèè ñóùåñòâóþò ìîíîòîí-

íûå îöåíêè (íàïðèìåð, íóëåâàÿ ìàòðèöà A è ìàòðèöà B ñî âñåìè ýëåìåí-

òàìè, ðàâíûìè 1). Îäíàêî òðóäíîñòè ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî èç-çà îòñóò-

ñòâèÿ îöåíîê, äîñòàòî÷íî òî÷íî ïåðåäàþùèõ ñâîéñòâà ýòîãî îïåðàòîðà.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìóëû (2.12) ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïðè óñëîâèè ìîíîòîííîñòè ìàòðèöû A äëÿ âñåõ j =

1, . . . , d èìååò ìåñòî îöåíêà

E[z(t+1)
j ] ≥ α0j +

d∑
i=1

(αij − αi−1,j)E[z
(t)
i ]. (2.13)
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Ââèäó òîãî, ÷òî îöåíêà (2.13) íå çàâèñèò îò N è s, âåëè÷èíà E[z
(t)
k ],

k = 1, . . . , d, t = 0, 1... ïðè ïðîèçâîëüíûõ N è s îöåíèâàåòñÿ ñíèçó çíà÷å-

íèåì âåðîÿòíîñòè P{ξ(t) ∈ Hk}, íàéäåííûì äëÿ ÃÀ ïðè N = 1, s = 1, ãäå

îïåðàòîð ìóòàöèè èìååò êóìóëÿòèâíûå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè, ñîâïàäà-

þùèå ñ ìîíîòîííûìè îöåíêàìè αij, i = 0, . . . , d, j = 1, . . . , d. Çíà÷åíèÿ

òàêèõ âåðîÿòíîñòåé P{ξ(t) ∈ Hk} ìîãóò áûòü íàéäåíû ìåòîäàìè àíàëè-

çà îáîáùåííûõ îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (ñì., íàïðèìåð, [100],

ãë. 4, � 8), ïðèìåíèìûìè ê öåïè Ìàðêîâà {z(t) : t = 0, 1, . . .}, òàê êàê

âåêòîð ïîïóëöèè ïðè N = 1 èìååò âèä (1, . . . , 1, 0, . . . , 0).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñíèçó â äîñòàòî÷íî îáùåé ñèòóàöèè ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü W � (d × d)-ìàòðèöà

ñ ýëåìåíòàìè wij = αij − αi−1,j, i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , d; I � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà; âåêòîð a = (α01, ..., α0d); || · || � ïðîèçâîëüíàÿ

ìàòðè÷íàÿ íîðìà.

Óòâåðæäåíèå 2.5. Åñëè ìàòðèöà A ìîíîòîííà è ||Wt|| t→∞−→ 0, òî äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî t èìååò ìåñòî îöåíêà

E[z(t)] ≥ E[z(0)]Wt + a(I−W)−1(I−Wt). (2.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â Rd ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòî-

ðîâ u(0),u(1), ...,u(t), ..., ãäå u(0) = E[z(0)], u(t+1) = u(t)W+a. Ïðàâàÿ ÷àñòü

íåðàâåíñòâà (2.13) ìîæåò òîëüêî óìåíüøàòüñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå òóäà íèæ-

íèõ îöåíîê êîìïîíåíòîâ âåêòîðà E[z(t)], ïîýòîìó ïî èíäóêöèè äëÿ ëþáîãî

t ïîëó÷àåì: E[z(t)] ≥ u(t).

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ââèäó óñëî-

âèÿ ||Wt|| t→∞−→ 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà (I−W)−1 ñóùåñòâóåò.

Äàëåå ïî èíäóêöèè ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè ëåãêî ïî-

êàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ≥ 1 èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

u(t) = u(0)Wt + a(I−W)−1(I−Wt).

�
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Ïðàâàÿ ÷àñòü â (2.14) ñ ðîñòîì t ïðèáëèæàåòñÿ ê a(I−W)−1, ïîýòîìó

ïðåäåë îöåíêè (2.14) íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèè X0. Ïðè ñòó-

ïåí÷àòîì îïåðàòîðå ìóòàöèè è s = 1 îöåíêà (2.14) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

Ïóñòü αdj − α0j < 1, j = 1, . . . , d. Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íóþ íîðìó

||W|| = maxj
∑d

i=1 |wij|. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû wij = αij − αi−1,j ≥ 0, ïî-

ýòîìó ||W|| = maxj
∑d

i=1wij = maxj(αdj − α0j) < 1, è óñëîâèå ||Wt|| t→∞−→ 0

âûïîëíåíî. Çàìåòèì, ÷òî αdj − α0j < 1 äëÿ âñåõ j, åñëè ïðè ìóòàöèè èç

ëþáîãî ãåíîòèïà ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ëþáîé íà-

ïåðåä çàäàííûé ãåíîòèï.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òîãî æå ïîäõîäà, ÷òî è â óòâåðæäåíèè 2.5, â [135,

136] íàìè ïîëó÷åíû íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ãåíî-

òèïà èç ìíîæåñòâà Hj, j = 1, . . . , d, íà çàäàííîé èòåðàöèè ýâîëþöèîííûõ

ñòðàòåãèé (1+1)-ES è (1,λ)-ES. Òàêæå â ýòèõ ðàáîòàõ èññëåäóåòñÿ, íàñêîëü-

êî âåëèêè ìîãóò áûòü íèæíèå îöåíêè αij äëÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìîãî

îïåðàòîðà ìóòàöèè ïðè ðåøåíèè ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé NP-òðóäíîé

çàäà÷è, åñëè âåðíà èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà NP ̸⊆ BPP (ñì., íàïðèìåð, [59]).

Îöåíêè ñâåðõó

Ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì ôîðìóëû (2.10) ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó:

E[z(t+1)
j ] ≤ βdj −

d∑
i=1

(βij − βi−1,j)E[(1− z
(t)
i )s]. (2.15)

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.6. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåêòîðà ïîïóëÿöèè óäî-

âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

E[z(t+1)
j ] ≤ βdj−

∑
I−j (B)

(βij−βi−1,j)(1−E[z(t)i ])−
∑

I+j (B)

(βij−βi−1,j)(1−E[z(t)i ])s

(2.16)
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äëÿ j = 1, . . . , d, è åñëè ìàòðèöà B ìîíîòîííà, òî

E[z(t+1)
j ] ≤ βdj −

d∑
i=1

(βij − βi−1,j)(1− E[z(t)i ])s, j = 1, . . . , d. (2.17)

Ïîñðåäñòâîì èòåðàòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà (2.17) ìîæíî ïî-

êîìïîíåíòíî îöåíèòü ñâåðõó âåêòîð E[z(t)] äëÿ ëþáîãî t, íà÷àâ ñ âåêòîðà

ñðåäíèõ èñõîäíîé ïîïóëÿöèè E[z(0)]. Òåì íå ìåíåå, íåëèíåéíîñòü ïðàâîé

÷àñòè (2.17) çàòðóäíÿåò ïîëó÷åíèå êîìïàêòíîé îöåíêè ñâåðõó äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî t ≥ 0, àíàëîãè÷íîé íåðàâåíñòâó (2.14) èç óòâåðæäåíèÿ 2.5.

Ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè íå ó÷èòûâàþò ðàçìåð ïîïóëÿöèè è ñïðà-

âåäëèâû ïðè ëþáîì N . Êàê áóäåò ïîêàçàíî â óòâåðæäåíèè 2.7, ïðàâàÿ

÷àñòü ôîðìóëû (2.17) îïèñûâàåò àñèìïòîòèêó ïîâåäåíèÿ ïîïóëÿöèè ïðè

ìîíîòîííîì îïåðàòîðå ìóòàöèè è N → ∞.

Ñëó÷àé ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà ìóòàöèè

Ïðè ìîíîòîííîì îïåðàòîðå ìóòàöèè îöåíêè (2.11) è (2.15) ðàâíû è

E[z(t+1)
j ] = µdj −

d∑
i=1

(µij − µi−1,j)E[(1− z
(t)
i )s], j = 1, . . . , d, t = 0, 1, . . . .

(2.18)

Äàííîå ðàâåíñòâî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå íåîäíîêðàòíî.

Âîîáùå ãîâîðÿ, âåêòîðû ïîïóëÿöèé ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ çàâèñèò îò N . Äëÿ òîãî ÷òîáû îòðàçèòü

ðàçìåð ïîïóëÿöèè â îáîçíà÷åíèÿõ, óñëîâèìñÿ çàïèñûâàòü äîëþ ãåíîòèïîâ

èç Hi â ïîïóëÿöèè X t ÷åðåç z(t)i (N).

Ëåììà 2.2. Ïóñòü ÃÀ èìååò ìîíîòîííûé îïåðàòîð ìóòàöèè, à îñîáè

íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Òîãäà

(i) äëÿ ëþáûõ t = 0, 1, ... è i = 1, . . . , d èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
N→∞

(
E
[(

1− z
(t)
i (N)

)s]
−
(
1− E[z(t)i (N)]

)s)
= 0, (2.19)
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(ii) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d-ìåðíûõ âåêòîðîâ u(0),u(1), ...,u(t), ...

îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè

u(0) = E[z(0)(N)], (2.20)

u
(t+1)
j = µdj −

d∑
i=1

(µij − µi−1,j)(1− u
(t)
i )s (2.21)

äëÿ âñåõ j = 1, ..., d, òî äëÿ ëþáîãî t èìååì: E[z(t)(N)] −→
N→∞

u(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó (2.18) çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè áóäåò äîêàçàí

ïóíêò (i) íàñòîÿùåé ëåììû, òî ïðè N → ∞ èç ñõîäèìîñòè E[z(t)(N)] ê u(t)

áóäåò ñëåäîâàòü ñõîäèìîñòü E[z(t+1)(N)] ê u(t+1). Â òàêîì ñëó÷àå ïóíêò (ii)

äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî t äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî t.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì t äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (2.19) âåðíåìñÿ

ê ðàññìàòðèâàâøåéñÿ ðàíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí I i
1, I i

2, ..., I i
N , ãäå I i

k ðàâíà åäèíèöå, åñëè k-ÿ îñîáü

ïîïóëÿöèè X t ëåæèò â Hi, è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðèìåíÿÿ çàêîí

áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ëþáûõ i = 1, ..., d è ε > 0, èìååì

P

{∣∣∣∣∣
∑N

k=1 I i
k

N
− E[I i

1]

∣∣∣∣∣ < ε

}
−→
N→∞

1.

Çàìåòèì, ÷òî
∑N

k=1 I i
k/N = z

(t)
i (N). Êðîìå òîãî, ââèäó óòâåðæäåíèÿ 2.2

E[I i
1] = P{I i

1 = 1} = E[z(t)i (N)] (â ñëó÷àå t = 0, ýòî ðàâåíñòâî òàêæå

ñïðàâåäëèâî ââèäó òîãî, ÷òî âñå îñîáè íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè ðàñïðåäåëå-

íû îäèíàêîâî). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

P
{∣∣∣z(t)i (N)− E[z(t)i (N)]

∣∣∣ < ε
}

−→
N→∞

1. Îòñþäà, ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíê-

öèè (1− x)s, çàêëþ÷àåì, ÷òî

P
{∣∣∣(1− z

(t)
i (N))s − (1− E[z(t)i (N)])s

∣∣∣ ≥ ε
}

−→
N→∞

0.

Îáîçíà÷èì FN(x) = P
{
(1− z

(t)
i (N))s − (1− E[z(t)i (N)])s < x

}
. Òîãäà

lim
N→∞

(
E
[
(1− z

(t)
i (N))s

]
− (1− E[z(t)i (N)])s

)
= lim

N→∞

∞∫
−∞

x dFN(x) ≤
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≤ lim
N→∞

P
{∣∣∣(1− z

(t)
i (N))s − (1− E[z(t)i (N)])s

∣∣∣ ≥ ε
}
+ lim

N→∞

∫
|x|<ε

ε dFN(x) = ε.

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (2.19) âåðíà. �
Ââèäó ðàâåíñòâ (2.18) è (2.19) èç ëåììû 2.2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.7. Ïóñòü ÃÀ èìååò ìîíîòîííûé îïåðàòîð ìóòàöèè, à

îñîáè íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Òîãäà

E[z(t+1)
j (N)] −→

N→∞
µdj −

d∑
i=1

(µij − µi−1,j)(1− E[z(t)i (N)])s (2.22)

äëÿ âñåõ j = 1, . . . , d, t ≥ 0.

Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà âåêòîðà ïîïóëÿöèè, ñâÿçàííûå

ñ èçìåíåíèåì ðàçìåðà òóðíèðà. Ñíà÷àëà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 2.3. Åñëè ÃÀ èìååò ìîíîòîííûé îïåðàòîð ìóòàöèè, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ {u(t)} îïðåäåëåíà ñîãëàñíî (2.20), (2.21) è

u
(t)
j ∈ {0, 1} ïðè íåêîòîðûõ j ∈ {1, . . . , d} è t ≥ 0, òîãäà E[z

(t)
j ] = u

(t)
j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó äëÿ ñëó÷àÿ u
(t)
j = 0, ïîëüçóÿñü

èíäóêöèåé ïî t. Ïðè t = 0 óòâåðæäåíèå âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ u(0). Ïóñòü

äëÿ t óòâåðæäåíèå âåðíî, äîêàæåì åãî äëÿ t+ 1.

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì u
(t)
d+1 = 0 äëÿ âñåõ t è îïðåäåëèì

íîìåð k ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k = max{i : 1 ≤ i ≤ d+ 1, u
(t)
i ̸= u

(t)
i−1}.

Òîãäà µk−1,j = 0, òàê êàê èç (2.21) èìååì

0 = u
(t+1)
j =

d+1∑
i=1

µi−1,j((1− u
(t)
i )s − (1− u

(t)
i−1)

s),

ãäå u(t)i ≤ u
(t)
i−1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè ââèäó

u
(t+1)
j − u

(t+1)
j−1 =

d+1∑
i=1

(µi−1,j − µi−1,j−1)((1− u
(t)
i )s − (1− u

(t)
i−1)

s).



87

Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîíîòîííîñòè ïîëó÷àåì

µ0j = . . . = µk−1,j = 0. (2.23)

Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû k ñëåäóåò, ÷òî u(t)k = . . . = u
(t)
d+1 = 0, à çíà÷èò,

ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì òàêæå E[z
(t)
k ] = . . . = E[z

(t)
d+1] = 0.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (2.18) è (2.23), ïîëó÷àåì

E[z(t+1)
j (N)] =

d+1∑
i=1

µi−1,j((1− E[z
(t)
i ])s − (1− E[z

(t)
i−1])

s) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ u(t)j = 1 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü z(t) è ẑ(t) � âåêòîðû ïîïóëÿöèè ÃÀ ñ òóðíèðàìè

âåëè÷èíû s è ŝ ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì s ≤ ŝ. Òîãäà åñëè ÃÀ èìååò

ìîíîòîííûé îïåðàòîð ìóòàöèè è îñîáè íà÷àëüíûõ ïîïóëÿöèé îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû, òî äëÿ ëþáûõ t = 0, 1, . . . è i = 1, ..., d ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøîì ðàçìåðå ïîïóëÿöèè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî E[z(t)i ] ≤ E[ẑi(t)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ëþáûõ i, j è t > 0 ýëåìåíò u(t)j óêàçàííîé

â ëåììå 2.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {u(t)j } ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóáûâàþùóþ

ôóíêöèþ êàê îò u(t−1)
i , òàê è îò s. Áîëåå òîãî, âñå ýëåìåíòû 0 < u

(t)
i < 1

ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì s. Äëÿ âñåõ òàêèõ i è t ïðè äîñòà-

òî÷íî áîëüøîì ðàçìåðå ïîïóëÿöèè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E[ẑi(t)(N)] >

E[z(t)i (N)], êàê ñëåäóåò èç ïóíêòà (ii) ëåììû 2.2. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, ò. å.

êîãäà u(t)i ∈ {0, 1}, óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåììû 2.3. �

2.2.2. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî èëëþñòðàòèâíûõ ïðèìåðîâ ñèòóàöèé, êîãäà äî-

ñòàòî÷íî ïðîñòî ïîëó÷èòü êóìóëÿòèâíûå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà äëÿ îïåðà-

òîðà ìóòàöèè èëè âû÷èñëèòü îöåíêè ýòèõ âåðîÿòíîñòåé.

Ïðèìåð 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîäèðîâêà ðåøåíèé â ÃÀ òàêîâà, ÷òî

ñòðîêà ãåíîòèïà ðàçáèâàåòñÿ íà d íåïåðåñåêàþùèõñÿ áëîêîâ è çíà÷åíèå
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ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè Φ(ξ) ðàâíî ÷èñëó áëîêîâ, äëÿ êîòîðûõ âû-

ïîëíåíî íåêîòîðîå ñâîéñòâî K. Ïóñòü m � ÷èñëî áëîêîâ è K(ξ, ℓ) = 1, åñëè

ñâîéñòâî K èìååò ìåñòî äëÿ áëîêà ñ íîìåðîì ℓ ãåíîòèïà ξ; â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå K(ξ, ℓ) = 0. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ìóòàöèè Mutrr̃, òàêîé ÷òî ëþáîé

áëîê, äëÿ êîòîðîãî äàííîå ñâîéñòâî íå áûëî âûïîëíåíî, ñòàíîâèòñÿ áëîêîì

ñî ñâîéñòâîì K ïîñëå ìóòàöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé r̃, ò. å.

P{K(Mutrr̃(ξ), ℓ) = 1|K(ξ, ℓ) = 0} = r̃, ℓ = 1, ...,m,

ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé áëîê, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî K, ñîõðàíÿåò ýòî

ñâîéñòâî â ïðîöåññå ìóòàöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ r, ò. å.

P{K(Mutrr̃(ξ), ℓ) = 1|K(ξ, ℓ) = 1} = r, ℓ = 1, ...,m.

Óòâåðæäåíèå 2.8. Åñëè r ≥ r̃, òî îïåðàòîð ìóòàöèè Mutrr̃ ÿâëÿåòñÿ

ìîíîòîííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâà H0, ..., Hd ñîîòâåòñòâóþò ëè-

íèÿì óðîâíÿ Φ0 = 0,Φ1 = 1, ...,Φd = d. Â òàêîì ñëó÷àå µij åñòü âåðîÿòíîñòü

ïîëó÷èòü ãåíîòèï, èìåþùèé íå ìåíåå j áëîêîâ ñî ñâîéñòâîì K, åñëè äî ìó-

òàöèè ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàëî i áëîêîâ.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç d − i áëîêîâ, íå îáëàäàþùèõ K, â ðåçóëü-

òàòå ìóòàöèè áóäåò ïîëó÷åíî k = 0, ..., d − i áëîêîâ ñî ñâîéñòâîì K ðàâíà(
d−i
k

)
r̃k(1− r̃)d−i−k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç i áëîêîâ, îáëàäàþùèõ K, äàííîå

ñâîéñòâî ïðè ìóòàöèè ïîòåðÿþò íå áîëåå ÷åì i′ áëîêîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ

min{i,i′}∑
ν=0

(
i

ν

)
(1− r)νri−ν

äëÿ ëþáîãî i′ ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ñòóïåí÷àòûé îïåðàòîð èìååò

êóìóëÿòèâíûå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà

µij =
d−i∑
k=0

(
d− i

k

)
r̃k(1− r̃)d−i−k

min{i,i−j+k}∑
ν=0

(
i

ν

)
(1− r)νri−ν (2.24)
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ïðè i = 0, ..., d, j = 1, ..., d.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè r ≥ r̃, òî ìàòðèöà M ñ ýëåìåíòàìè µij, îïðåäåëÿå-

ìûìè ôîðìóëîé (2.24), ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì

äåéñòâèå äàííîãî îïåðàòîðà ìóòàöèè íà äâóõ ðàçíûõ ãåíîòèïàõ ξ ∈ Hi

è ξ′ ∈ Hi−1. Ïóñòü {Ik} è {I ′
k} � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 1 ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ r è ðàâíûõ 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïóñòü {Jk} è {J ′
k} òàêæå ÿâëÿþòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí,

ðàâíûõ åäèíèöå ñ âåðîÿòíîñòüþ r̃ è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà ïî

îïðåäåëåíèþ µij,

µij − µi−1,j =

P

{
i−1∑
k=1

Ik + Ii +
d−i∑
k=1

Jk ≥ j

}
−P

{
i−1∑
k=1

I ′
k +

d−i∑
k=1

J ′
k + J ′

d−i+1 ≥ j

}
.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ñ ó÷åòîì íåçàâèñèìîñòè

Ii îò I1, ..., Ii−1 è J1, ...,Jd−i, à òàêæå íåçàâèñèìîñòè J ′
d−i+1 îò I ′

1, ..., I ′
i−1

è J ′
1, ...,J ′

d−i, ðàçíîñòü µij − µi−1,j ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d−1∑
θ=0

[
P

{
i−1∑
k=1

Ik +
d−k∑
k=1

Jk = θ

}
(P{Ii ≥ j − θ} −P{J ′

d−i+1 ≥ j − θ})

]
,

÷òî íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, òàê êàê

P{Ii ≥ j − θ} −P{J ′
d−i+1 ≥ j − θ} ≥ 0

äëÿ ëþáûõ j è θ, åñëè r ≥ r̃. �
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.8 ðàññìîòðèì ñåìåé-

ñòâî çàäà÷ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ãðàôà ñïåöèàëüíîãî âèäà G(k) ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé è ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè, îïèñàí-

íûõ â ï. 2.1.2. Ïóñòü çäåñü òàê æå, êàê â ï. 2.1.2, èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð

ìóòàöèè èç ÊÃÀ ñ âåðîÿòíîñòüþ ìóòàöèè Pm.

Äîïóñòèì, ÷òî âñÿêèå òðè ãåíà, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé òðåõâåðøèí-

íîé êëèêå, ñîñòàâëÿþò îäèí áëîê, à ñâîéñòâî K îçíà÷àåò îïòèìàëüíîå ïî-
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êðûòèå áëîêà. Òîãäà, ðàññìîòðåâ âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû îáðàçîâàíèÿ èç-

áûòî÷íûõ ïîêðûòèé òðåõâåðøèííîé êëèêè, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

r̃ = 1 − P 3
m − (1 − Pm)

3, r = 1 − Pm(1 − Pm)
2 − P 2

m(1 − Pm). Çàìåòèì,

÷òî íåðàâåíñòâî r ≥ r̃ âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîé âåðîÿòíîñòè ìóòàöèè Pm,

ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð ìóòàöèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè Φ(ξ) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî

ìîíîòîííîé [113], ò. å.

Φ(ξ) > Φ(ξ′) äëÿ ëþáûõ ξ, ξ′ ∈ B, òàêèõ ÷òî δ(ξ∗, ξ) < δ(ξ∗, ξ′),

ãäå δ(·, ·) � ðàññòîÿíèå Õýììèíãà, ξ∗ � åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì ôóíêöèè Φ

íà B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(B) ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ïðèñïîñîáëåííîñòè,

ò. å. Φ(B) = {Φ(ξ) : ξ ∈ B}.

Óòâåðæäåíèå 2.9. Ïóñòü Mut∗ � îïåðàòîð ìóòàöèè ÊÃÀ, Pm < 1/2,

Φ(ξ) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà B â åäèíñòâåííîé òî÷êå ξ∗, è |Φ(B)| =

l + 1. Òîãäà äëÿ ìîíîòîííîñòè Mut∗ îòíîñèòåëüíî {Φj : j = 0, . . . , d} =

Φ(B) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Φ áûëà ñòðîãî ìîíîòîííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Φ ñòðîãî ìîíîòîííà, åå çíà÷åíèÿ ñòðîãî âîç-

ðàñòàþò ñ ðîñòîì ÷èñëà áèòîâ ãåíîòèïà, ñîâïàäàþùèõ ñ ξ∗. Áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü êàæäûé èç òàêèõ áèòîâ, êàê áëîê, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì K. Òîãäà

ïî óòâåðæäåíèþ 2.8, ïðè r̃ = (1− r) = Pm < 0.5, ðàññìàòðèâàåìûé îïåðà-

òîð ìóòàöèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåí-

íûé ãåíîòèï ξ∗, äëÿ êîòîðîãî Φ(ξ∗) = Φl, ïðè÷åì l = d. Èç ìî-

íîòîííîñòè Mut∗ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i, i = 0, ..., d, âåðîÿòíîñòè

P{Φ(Mut∗(ξ)) ≥ Φj}, j = 1, ..., d, íå çàâèñÿò îò âûáîðà âåêòîðà ξ ñ ïðèñïî-

ñîáëåííîñòüþ Φi. Îáîçíà÷èì ýòè âåðîÿòíîñòè, êàê è ðàíåå, ÷åðåç µij.

Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî i, 0 ≤ i < d, ÷òî µid = µi+1,d.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ d+1 ðàçëè÷íîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè

P{Mut∗(ξ) = ξ∗} = P δ(ξ,ξ∗)
m (1− Pm)

d−δ(ξ,ξ∗). (2.25)
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i, 0 ≤ i < d,

âûïîëíÿåòñÿ µid = µi+1,d, òî íå âñå èç d + 1 âîçìîæíûõ çíà÷åíèé

P{Mut∗(ξ) = ξ∗} áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñðåäè âåðîÿòíîñòåé µ0d, µ1d, ..., µdd.

Ýòî áû îçíà÷àëî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j, 0 ≤ j < d, ñóùåñòâóþò ãå-

íîòèïû ξ è ξ′ ñ ïðèñïîñîáëåííîñòüþ Φj è µjd = P{Mut∗(ξ) = ξ∗} ̸=

P{Mut∗(ξ′) = ξ∗} = µjd, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, µid < µi+1,d ââè-

äó ìîíîòîííîñòèMut∗. Êðîìå òîãî, âñå ãåíîòèïû ñ ïðèñïîñîáëåííîñòüþ Φi

ðàâíîóäàëåíû â ìåòðèêå Õýììèíãà îò ξ∗.

Èç (2.25) çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i, i = 0, ..., d, ãåíîòèï ξ áóäåò

èìåòü ïðèñïîñîáëåííîñòü Φi òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà δ(ξ, ξ∗) = d − i.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Φ(ξ) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé. �
Ïðåäïîëîæåíèå î åäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíîãî ãåíîòèïà íå ìîæåò

áûòü îïóùåíî â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ 2.9. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

çà ïðåäåëàìè êëàññà ôóíêöèé ñòðîãî ìîíîòîííûõ ïî óðîâíÿì èìåþò-

ñÿ ôóíêöèè ñ íåñêîëüêèìè îïòèìóìàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò âñåì

ïðî÷èì óñëîâèÿì äàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Â ñëó÷àå n = 3, íàïðèìåð, òà-

êîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ Φ(ξ) = min{k(ξ), 7−k(ξ)}, ãäå k(ξ) = ξ1+2ξ2+4ξ3.

Êóìóëÿòèâíûå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà äëÿ îïåðàòîðîâ ìóòàöèè èç

ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ 1 è 2 ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëå (2.24).

Ïðèìåð 3. Â äàííîì ïðèìåðå äåìîíñòðèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëü-

çîâàíèÿ îöåíîê αij â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð ìóòàöèè íå ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí-

÷àòûì îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà ëèíèé óðîâíÿ. Ðàññìîòðèì

ñåìåéñòâî íåâçâåøåííûõ çàäà÷ íàèìåíüøåãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà, ïðåäëî-

æåííûõ Ý. Áàëàøåì â [118]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ni = {j : i ∈Mj} ìíîæåñòâî

ïîêðûâàþùèõ ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò i, i = 1, . . . ,m. Â ñåìåé-

ñòâå çàäà÷ Áàëàøà B(n, p) áàçîâîå ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü m = Cp−1
n ,

à ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ {N1, N2, ..., Nm} ñîñòîèò èç âñåõ (n − p + 1)-
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ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà U . Â òàêîì ñëó÷àå J ⊆ U � íàèìåíü-

øåå ïîêðûòèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |J | = p. Êàê ïîêàçàíî â [91], çàäà-

÷è äàííîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿþòñÿ òðóäíûìè äëÿ ìåòîäà ïåðåáîðà L-êëàññîâ

è ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö Ëýíä è Äîéã [93]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n ÷åòíîì

è p = n/2 ìîùíîñòü L-íàêðûòèÿ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâåëè÷åíèåì

÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïðîâåäåì àíàëèç ÃÀ ñ òóðíèðíîé ñåëåêöèåé â ÷àñòíîì

ñëó÷àå p = n/2.

Ïóñòü èñïîëüçóåòñÿ äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé [127], ãäå ℓ =

n è êàæäûé ãåí ξj ∈ {0, 1}, j ∈ U , ñëóæèò èíäèêàòîðîì âõîæäåíèÿ j â

ïîêðûòèå, ò. å. Ψ(ξ) = {j ∈ U : ξj = 1}. Åñëè Ψ(ξ) � ïîêðûòèå, òî ïîëàãàåì

Φ(ξ) = n− |Ψ(ξ)|+ 1, èíà÷å ââîäèòñÿ øòðàô: Φ(ξ) = P (ξ), ãäå P (ξ) < 1 �

ñòðîãî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ îò ÷èñëà íåïîêðûòûõ ýëåìåíòîâ èç M .

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð òî÷å÷íîé ìóòàöèè (ñì. ï. 1.2.1) ñ âåðîÿòíîñòüþ

ìóòàöèè P ′ > 0. Ïóñòü d = n/2 = p è ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ Φ0,Φ1, ...,Φp ðàâ-

íû ïðèñïîñîáëåííîñòÿì ãåíîòèïîâ, ñîäåðæàùèõ 0, 1, ..., p åäèíè÷íûõ ãåíîâ

ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ïðè Φ(ξ) = Φi, i = 0, . . . , d−1, ãåíîòèï êî-

äèðóåò íåäîïóñòèìîå ðåøåíèå, à ãåíîòèïû, ñîîòâåòñòâóþùèå äîïóñòèìûì

ðåøåíèÿì, ïðèíàäëåæàò Hd.

Ïðèìåíèìû ñëåäóþùèå íèæíèå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé: αij = 1 ïðè

âñåõ i = 1, . . . , d, j = 0, . . . , i− 1; αi,i+1 = P ′(n− i)/n ïðè i = 0, . . . , d− 1;

αii =

{
1− P ′ + αi,i+1 ïðè i = 1, . . . , d− 1;

1− P ′/2 ïðè i = d;

αi,j = 0, i = 0, . . . , d − 2, j = i + 2, . . . , d. Ïðè i < d äàííûå îöåíêè

ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êóìóëÿòèâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà.

Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè äëÿ ìàòðèöû A âûïîëíÿåòñÿ ïðè P ′ ≤ n/(n+ 1).

Ñ öåëüþ ïðèìåíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ 2.5 ðàññìîòðèì ìàòðè÷íóþ íîð-

ìó ||W||∞ = maxi=1,...,d

∑d
j=1 |wij|, ïîä÷èíåííóþ âåêòîðíîé íîðìå ||z||1 =∑d

j=1 |zj| ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà-ñòðîêè íà ìàòðèöó ñëåâà. Äëÿ ìàòðè-

öû W, îòâå÷àþùåé óêàçàííîìó âûøå íàáîðó íèæíèõ îöåíîê αij, èìå-
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åì ||W||∞ = 1− 2P ′/n, ò. å. óñëîâèå ||Wt||∞
t→∞−→ 0 âûïîëíåíî ïðè P ′ > 0.

Íàéäåì ïðåäåëüíûé âåêòîð ïîïóëÿöèè v = a(I −W)−1 ïðè t → ∞.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

−vi−1
n− i+ 1

n
+ vi

n+ 1

n
− vi+1

i

n
= 0, i = 2, . . . ,

n

2
− 1, (2.26)

v1
n+ 1

n
− v2

1

n
= 1, −vn/2−1

n+ 2

2n
+ vn/2

n− 1

n
= 0. (2.27)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîäåëè ñëó÷àé-

íîãî áëóæäàíèÿ Ï. Ýðåíôåñòà è Ò. Àôàíàñüåâîé-Ýðåíôåñò (ñì., íàïðè-

ìåð, [100], ãë. 15, � 6), ïîëîæèì

vi =

n/2∑
k=i

(
n

k

)
1

2n−1
, i = 1, . . . ,

n

2
. (2.28)

Âûïîëíåíèå óñëîâèé (2.26), (2.27) ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé.

Ïóñòü e = (1, . . . , 1). Ïî ñâîéñòâàì èñïîëüçóåìûõ çäåñü íîðì vWt ≤

e||vWt||1 ≤ e||v||1 · ||W||t∞ ≤ d||W||t∞e. Ïî óòâåðæäåíèþ 2.5 äëÿ ëþáîãî t

E[z(t)] ≥ E[z(0)]Wt + a(I−W)−1(I−Wt) ≥ v − d||W||t∞e.

Îòñþäà ïðè P ′ = n/(n + 1) ñðåäíÿÿ äîëÿ ãåíîòèïîâ, êîäèðóþùèõ äîïó-

ñòèìûå ðåøåíèÿ, îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé vd − d
(
n−1
n+1

)t
. Èç (2.28) ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ñòèðëèíãà ïîëó÷àåì vd =
( n
n/2)
2n−1 = Ω(n−

1
2 ). Çàìå-

òèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì íîìåðå èòåðàöèè t ≥ n+1
2 ln n

vd
,

vd
n

≥
(
1

e

) 2t
n+1

≥

((
1− 2

n+ 1

)n+1
2

) 2t
n+1

=

(
n− 1

n+ 1

)t

,

à çíà÷èò, n
2

(
n−1
n+1

)t ≤ vd
2 , è E[z

(t)
d ] ≥ vd

2 .

Ïóñòü ÃÀ íà÷èíàåò ðàáîòó ñ ïîïóëÿöèè, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç íóëå-

âûõ ãåíîòèïîâ. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð ìóòàöèè âñÿêèé ðàç

èçìåíÿåò ÷èñëî ïîêðûâàþùèõ ïîäìíîæåñòâ íå áîëåå ÷åì íà 1, íàëè÷èå õî-

òÿ áû îäíîãî ãåíîòèïà èç Hd â òåêóùåé ïîïóëÿöèè îçíà÷àåò, ÷òî çà âðåìÿ
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ðàáîòû àëãîðèòìà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è èç B(n, n/2) áûëî ïîëó-

÷åíî õîòÿ áû ðàç. Òàêèì îáðàçîì, ââèäó óòâåðæäåíèÿ 2.2 ïîñëå Ω(n lnn)

èòåðàöèé ÃÀ ñ P ′ = n/(n + 1) âåðîÿòíîñòü äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà çàäà÷è

èç ñåìåéñòâà B(n, n/2) åñòü Ω(n−0.5).

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÃÀ ïðè

ðàçëè÷íûõ ôóíêöèÿõ ïðèñïîñîáëåííîñòè è îïåðàòîðàõ ìóòàöèè. Ïîëó÷åí-

íûå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äîëè ãåíîòèïîâ ñ âûñîêèì óðîâíåì

ïðèñïîñîáëåííîñòè ïîçâîëÿþò ñóäèòü î äèíàìèêå ÷èñëåííîñòè òàêèõ ãåíî-

òèïîâ â ïîïóëÿöèè ÃÀ. Íèæíèå îöåíêè îêàçûâàþòñÿ äîñòèæèìûìè â ñëó-

÷àå s = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåðîÿòíîé ñåëåêöèè ðîäèòåëüñêèõ îñî-

áåé. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íèæíèõ îöåíîê, ó÷èòûâàþùèõ ðàçìåð òóðíèðà s,

îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîì ê ýòîé ïðîáëåìå ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ ìåòîä Ï. Âèòàíè [288].

Âûäåëåííûé çäåñü ñëó÷àé ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà ìóòàöèè õàðàêòå-

ðèçóåò ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ïðèN = 1 ñòàíîâÿòñÿ òî÷íûìè íèæíèå îöåíêè,

à ïðè N → ∞ � àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûìè âåðõíèå îöåíêè íà ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå äîëè ãåíîòèïîâ ñ âûñîêèì óðîâíåì ïðèñïîñîáëåííîñòè. Êàê

ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.9, äëÿ îïåðàòîðà ìóòàöèè êëàññè÷åñêîãî ÃÀ óñëî-

âèÿ ìîíîòîííîñòè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýêâèâàëåíòíû ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè

ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè.

Òåîðåìà 2.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ÷èñëåííîñòè

ïîïóëÿöèè è ìîíîòîííîì îïåðàòîðå ìóòàöèè óâåëè÷åíèå ðàçìåðà òóðíèðà

â ñðåäíåì âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëåííîñòè îñîáåé ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé

ïðèñïîñîáëåííîñòüþ.

Îòêðûòûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ýôôåêòèâíîãî àëãîðèò-

ìà ãåíåðàöèè ãåíîòèïîâ ñ ðàñïðåäåëåíèåì îñîáåé íà çàäàííîé èòåðàöèè ÃÀ

ñ êðîññèíãîâåðîì è áåñêîíå÷íîé ÷èñëåííîñòüþ ïîïóëÿöèè [114,260].
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2.3. Ñðàâíåíèå ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ ýâîëþöèîííîé

ñòðàòåãèåé (1+1)-ES

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñðàâíå-

íèè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèåé (1+1)-ES, ïî-

ëó÷åííàÿ â ï. 2.3.1. Òåîðåìà äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ (1+1)-ES îêàçûâàåòñÿ ¾íàèëó÷øèì¿ ìåòîäîì â êëàññå ýâî-

ëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðè-

ñïîñîáëåííîñòè ëó÷øåãî ïîëó÷åííîãî ãåíîòèïà íà ëþáîé çàäàííîé èòåðà-

öèè. Íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ èëëþñòðèðóþò ñëó÷àè, êîãäà óïîìÿíó-

òûå âûøå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ. Êàê ïîêàçàíî â ï. 2.3.1, â óñëîâèÿõ ïðè-

ìåíèìîñòè óêàçàííîé òåîðåìû (1+1)-ES íå óñòóïàåò íèêàêîìó äðóãîìó ÝÀ

â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè ëó÷øåãî ïîëó-

÷åííîãî ãåíîòèïà íà ëþáîé çàäàííîé èòåðàöèè, à òàêæå ïî ñðåäíåìó âðå-

ìåíè ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ãåíîòèïà.

Äëÿ óäîáñòâà èññëåäîâàíèÿ â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì èíà÷å îïðå-

äåëÿòü êëàññ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, ÷åì â ï. 1.2.2. Îñíîâíîå îòëè÷èå

áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî çäåñü â ÿâíîì âèäå äîïóñêàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñ-

ïîëüçîâàíèÿ íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòè î ¾ïðåäûñòîðèè¿ ðàáîòû àëãîðèòìà,

â òî âðåìÿ êàê â îïðåäåëåíèè ÝÀ èç ï. 1.2.2 äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ èñêóñ-

ñòâåííî óâåëè÷èâàòü ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé.

Áóäåì íàçûâàòü ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìîì ñ íåîãðàíè÷åííîé ïà-

ìÿòüþ ñëåäóþùèé ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì: íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ

ξ1,0, . . . , ξN,0 ñòðîèòñÿ íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì èëè äåòåðìèíèðîâàííûì ñïî-

ñîáîì. Ïóñòü t, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷àåò íîìåð èòåðàöèè. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ãåíîòèïîâ, ïîñòðîåííûõ â ÝÀ ñ íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ ê íà÷àëó

èòåðàöèè t, îáîçíà÷èì ÷åðåç σt−1, à ìíîæåñòâî âñåõ âõîäÿùèõ â íåå ýëåìåí-

òîâ � ÷åðåç A(t−1). Íà êàæäîé èòåðàöèè t, t = 1, 2, . . . , âû÷èñëÿþòñÿ N ′′

ãåíîòèïîâ ïîòîìêîâ ξ1,t, . . . , ξN
′′t ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà âîñ-
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ïðîèçâåäåíèÿ Rep(η1, . . . , ηN
′
), ãäå η1, . . . , ηN

′
� íåêîòîðûå èç ðàíåå ïîñòðî-

åííûõ îñîáåé. Ýòè ðîäèòåëüñêèå îñîáè η1, . . . , ηN
′
íà èòåðàöèè t âûáèðàþò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ ðàíäîìèçèðîâàííîãî îïåðàòîðà ñåëåêöèè ñ íåîãðàíè÷åííîé

ïàìÿòüþ Sel∞ : BN+N ′′(t−1) → BN ′
, òàê ÷òî Sel∞(σt−1) ⊆ A(t−1).

Ðàáîòà ÝÀ ñ íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàöèè

ñëåäóþùåé êîìïîçèöèè ñëó÷àéíûõ îòîáðàæåíèé:

X t = Rep(Sel∞(X0, . . . , X t−1)), t = 1, 2, . . . .

Àëãîðèòì, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó îïðåäåëåíèþ, îáîçíà÷èì ÷åðåç EA.

2.3.1. Òåîðåìà î ñðàâíåíèè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ ýâîëþ-

öèîííîé ñòðàòåãèåé (1+1)-ES

Ïóñòü òåêóùèé ãåíîòèï íà èòåðàöèè t, t = 0, 1, . . . , ýâîëþöèîííîé

ñòðàòåãèè (1+1)-ES, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ζ(t).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ìàêñèìóì ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè íà êàêîé-

ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåíîòèïîâ σ = (ξ1, . . . , ξk) ÷åðåç Φ̌(σ), ò. å. Φ̌(σ) =

maxi=1,...,k Φ(ξi).

Ñðàâíåíèå îïåðàòîðà âîñïðîèçâåäåíèÿ àëãîðèòìà EA è îïåðàòîðà ìó-

òàöèè ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèè (1+1)-ES áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ íà îñíîâå

ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Îïåðàòîð âîñïðîèçâåäåíèÿ Rep äîìèíèðóåòñÿ îïåðà-

òîðîì ìóòàöèè Mut, åñëè äëÿ ëþáîé N ′-ýëåìåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ãåíîòèïîâ X ′ = (ξ1, . . . , ξN
′
) è ëþáîãî η ∈ B, òàêèõ ÷òî Φ(η) ≥

Φ̌(X ′), âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå ïðè âñåõ ϕ > Φ(η):

P {Φ(Mut(η)) ≥ ϕ} ≥ P
{
Φ̌(Rep(X ′)) ≥ ϕ

}
. (2.29)

Äàííîå îïðåäåëåíèå ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê òðåáîâàíèå òîãî,

÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ãåíîòèïà äîñòàòî÷íî âûñîêîé ïðèñïîñîáëåí-

íîñòè ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà ìóòàöèè Mut áûëà áû íå ìåíüøå, ÷åì âåðî-

ÿòíîñòü òàêîãî æå ñîáûòèÿ äëÿ îïåðàòîðà ðåêîìáèíàöèè Rep, åñëè âõîäíîé
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ãåíîòèï îïåðàòîðà Mut íå óñòóïàåò íè îäíîìó èç ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ

íà âõîäå Rep.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà äîìèíèðîâàíèÿ ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êî-

ãäà Φ ∈ ONEMAX∗∗ è Rep � ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð. Ïóñòü îïåðà-

òîð Mut äåéñòâóåò ïðè çàðàíåå èçâåñòíîì îïòèìàëüíîì ãåíîòèïå ξ∗: åñëè

ãåí ξi ðîäèòåëüñêîãî ðåøåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ξ∗i , òî Mut(ξ)i = ξi, èíà÷å ãåí i â

ðåøåíèè-ïîòîìêå âûáèðàåòñÿ ðàâíûì 0 èëè 1 ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿ-

ìè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîé îïåðàòîð Mut äîìèíèðóåò Rep.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè íà÷àëüíûé ãåíîòèï

(1+1)-ES íå óñòóïàåò ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè ëó÷øåé îñîáè íà÷àëüíîé ïî-

ïóëÿöèè EA, òî íà ëþáîé èòåðàöèè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé òåêóùåãî

ãåíîòèïà (1+1)-ES òàêæå íå óñòóïàåò ðàñïðåäåëåíèþ ëó÷øåãî èç íàéäåí-

íûõ ãåíîòèïîâ â EA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Mut äîìèíèðóåò Rep.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î ñðàâíåíèè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ

(1+1)-ES.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ê ëþáîìó àëãîðèòìó EA èç êëàññà ÝÀ ñ

íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ ïðè

Φ(ζ(0)) ≥ max
i=1,...,N

Φ(ξ(i,0)) (2.30)

áûëè ïðèìåíèìû íåðàâåíñòâà

P{Φ(ζ(t)) ≥ ϕ} ≥ P{Φ̌(σt) ≥ ϕ}, t ∈ Z+, ϕ ∈ R, (2.31)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïåðàòîð Rep äîìèíèðîâàëñÿ îïåðàòî-

ðîì Mut.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé ôóíê-

öèè ïðèñïîñîáëåííîñòè åñòü {Φ0, . . . ,Φd}, ãäå Φ0 < . . . < Φd. Ïîëüçóÿñü

èíäóêöèåé ïî t, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

P{Φ(ζ(t−1)) ≥ Φj} ≥ P{Φ̌(σt−1) ≥ Φj}äëÿ âñåõ j = 0, . . . , d
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(áàçèñ èíäóêöèè ïðè t = 0 ñëåäóåò èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû). Íà èòåðà-

öèè t àëãîðèòìà EA èìååì Φ̌(σt) = max{Φ(ξ′), Φ̌(σt−1)}, ãäå ξ′ � ãåíîòèï ñ

íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ ñðåäè ïîòîìêîâ, ïîñòðîåííûõ îïåðàòîðîì

Rep(η1, . . . , ηN
′
), ïðè {η1, . . . , ηN ′} ⊆ A(t−1), âûáðàííûõ îïåðàòîðîì Sel∞.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå j, j ∈ {0, . . . , d}, è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . , j:

pi = P{Φ̌(σt−1) ≥ Φi}, vij = P{Φ(ξ′) ≥ Φj | Φ̌(σt−1) = Φi}.

Òîãäà

P{Φ̌(σt) ≥ Φj} = pj +P{Φ(ξ′) ≥ Φj, Φ̌(σ
t−1) < Φj} =

= pj +

j−1∑
i=0

vij(pi − pi+1) (2.32)

ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ (1+1)-ES äàþò

P{Φ(ζ(t)) ≥ Φj} = qj +

j−1∑
i=0

wij(qi − qi+1), (2.33)

ãäå qi = P{Φ(ζ(t−1)) ≥ Φi} è wij = P{Φ(ζ ′) ≥ Φj | Φ(ζ(t−1)) = Φi},

i = 0, . . . , j, ïðè ζ ′ = Mut(ζ(t−1)).

Óñëîâèå äîìèíèðîâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, k, i ≤ k, k < j,

âûïîëíÿåòñÿ vij ≤ wkj. Ïóñòü v̂ij = max
l=0,...,i

vlj äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . , j − 1.

Òîãäà v̂i−1,j ≤ v̂i,j è

vij ≤ v̂ij ≤ wij, i = 0, . . . , j − 1.

Èñïîëüçóÿ ýòè ñâîéñòâà, âûðàæåíèÿ (2.32) è (2.33), à òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå

Àáåëÿ, ïîëó÷àåì:

P{Φ̌(σt) ≥ Φj} = pj +

j−1∑
i=0

vij(pi − pi+1) ≤ pj +

j−1∑
i=0

v̂ij(pi − pi+1) =

= v̂0j +

j−1∑
i=1

(v̂ij − v̂i−1,j)pi + (1− v̂j−1,j)pj ≤
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≤ v̂0j +

j−1∑
i=1

(v̂ij − v̂i−1,j)qi + (1− v̂j−1,j)qj =

= qj +

j−1∑
i=0

v̂ij(qi − qi+1) ≤ qj +

j−1∑
i=0

wij(qi − qi+1) = P{Φ(ζ(t)) ≥ Φj}.

2. Íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì EA, ãäå N = N ′, à

îïåðàòîð ñåëåêöèè òàêîâ, ÷òî âñÿêèé ðàç âûáèðàþòñÿ N ′ ïîñëåäíèõ ïî-

ñòðîåííûõ EA ãåíîòèïîâ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σt. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì

òåîðåìû ïðè ëþáîé N ′-ýëåìåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåíîòèïîâ X0 =

(ξ(1,0), . . . , ξ(N
′,0)) è ëþáîì ζ(0) ∈ B, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2.30), ò. å.

òàêèõ, ÷òî Φ(ζ(0)) ≥ Φ̌(X0), äëÿ âñåõ ϕ > Φ(ζ(0)) èìååì:

P
{
Φ(Mut(ζ(0))) ≥ ϕ

}
= P{Φ(ζ(1)) ≥ ϕ} ≥

≥ P{Φ̌(σ1) ≥ ϕ} = P
{
Φ̌(Rep(X0)) ≥ ϕ

}
,

ò. å. îïåðàòîð Rep äîìèíèðóåòñÿ îïåðàòîðîì Mut. �
Îáîáùåíèå äàííîé òåîðåìû íà ñëó÷àé ÝÀ, îïåðèðóþùèõ ãåíîòèïà-

ìè ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ãåíîâ, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ

ðåçóëüòàòà èç [137].

2.3.2. Ìîíîòîííûå îïåðàòîðû âîñïðîèçâåäåíèÿ

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ îïåðàòîðà Rep ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ïðî-

ñòîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà ìóòàöèè, äîìèíèðóþùåãî åãî. Îïðåäå-

ëèì îïåðàòîð ìóòàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîðó Rep ñëåäóþùèì îáðà-

çîì

MutRep(ζ) = argmax (Φ(ζ),Φ(ξ1), . . . ,Φ(ξN
′′
)),

ãäå (ξ1, . . . , ξN
′′
) = Rep(ζ, . . . , ζ). Òàêèì îáðàçîì, â MutRep ñíà÷àëà îïåðà-

òîð âîñïðîèçâåäåíèÿ Rep ïðèìåíÿåòñÿ ê íàáîðó èäåíòè÷íûõ ðîäèòåëüñêèõ

ãåíîòèïîâ, è ïîñëå ýòîãî ðåçóëüòàò âûáèðàåòñÿ êàê ãåíîòèï ñ íàèáîëüøåé
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ïðèñïîñîáëåííîñòüþ ñðåäè ãåíîòèïîâ, èìåþùèõñÿ íà âõîäå è âûõîäå Rep.

Â ñëó÷àå, åñëè ïðè ýòîì îáíàðóæèòñÿ íåñêîëüêî ãåíîòèïîâ ñ îäèíàêîâîé

ïðèñïîñîáëåííîñòüþ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîMutRep(ζ) âûáèðàåòñÿ ñðåäè

íèõ ðàâíîâåðîÿòíî. Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå

ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà ìóòàöèè èç ðàçäåëà 2.2.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Îïåðàòîð âîñïðîèçâåäåíèÿ Rep íàçûâàåòñÿ ìîíî-

òîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç N ′ ãåíîòèïîâ

ξ1, . . . , ξN
′
è ξ̄1, . . . , ξ̄N

′
, òàêèõ ÷òî

Φ(ξ1) ≤ Φ(ξ̄1), . . . ,Φ(ξN
′
) ≤ Φ(ξ̄N

′
), (2.34)

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ ϕ:

P

{
max

i=1,...,N ′′
Φ(η̄i) ≥ ϕ

}
≥ P

{
max

i=1,...,N ′′
Φ(ηi) ≥ ϕ

}
, (2.35)

ãäå (η1, . . . , ηN
′′
) = Rep(ξ1, . . . , ξN

′
) è (η̄1, . . . , η̄N

′′
) = Rep(ξ̄1, . . . , ξ̄N

′
).

Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà âîñïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî çà-

ìåíà ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ íà ãåíîòèïû áîëüøåé èëè ðàâíîé ïðèñïîñîá-

ëåííîñòè íå ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ øàíñîâ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ïðèñïî-

ñîáëåííûõ ïîòîìêîâ íà åãî âûõîäå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèÿ (2.34) âûïîëíåíû êàê ðàâåíñòâà äëÿ ðîäè-

òåëüñêèõ ãåíîòèïîâ ξ1, . . . , ξN
′
è ξ̄1, . . . , ξ̄N

′
, òî ââèäó (2.35) ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé ïðèñïîñîáëåííîñòè ëó÷øåãî ïîòîìêà äëÿ Rep(ξ1, . . . , ξN
′
) è

Rep(ξ̄1, . . . , ξ̄N
′
) äîëæíû ñîâïàäàòü.

Åñëè îïåðàòîð Rep ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, òîMutRep äîìèíèðóåò Rep

ïî ïîñòðîåíèþ, â òàêîì ñëó÷àå àëãîðèòì EA ñ îïåðàòîðîì âîñïðîèçâåäå-

íèÿ Rep ìîæåò ñðàâíèâàòüñÿ ïî òåîðåìå 2.3 ñ (1+1)-ES, ãäå èñïîëüçóåòñÿ

îïåðàòîð ìóòàöèèMutRep. Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

èç òåîðåìû 2.3.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü â EA èñïîëüçóåòñÿ ìîíîòîííûé îïåðàòîð âîñ-

ïðîèçâåäåíèÿ Rep, è îïåðàòîð MutRep èñïîëüçóåòñÿ â (1+1)-ES. Ïóñòü,
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êðîìå òîãî, (1+1)-ES íà÷èíàåò ðàáîòó ñ ãåíîòèïà ζ(0), òàêîãî ÷òî

Φ(ζ(0)) ≥ max
i=1,...,N

Φ(ξ(i,0)). Òîãäà äëÿ âñåõ t ≥ 0 è âñåõ ϕ ∈ R âûïîëíÿåòñÿ

P{Φ(ζ(t)) ≥ ϕ} ≥ P{Φ̌(σt) ≥ ϕ}. (2.36)

×àñòíûì ñëó÷àåì ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà âîñïðîèçâåäåíèÿ ïðè N ′ =

N ′′ = 1 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûé îïåðàòîð ìóòàöèè. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-

äåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìîíîòîííûé îïåðàòîð ìóòàöèè äîìèíèðóåò ñàì ñåáÿ, è

ïî ñëåäñòâèþ 2.2 â òàêîì ñëó÷àå (1+1)-ES ÿâëÿåòñÿ ¾íàèëó÷øèì¿ ìåòîäîì

â êëàññå ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ. Ïðèìåðû

äâóõ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ ìóòàöèè äëÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìè-

çàöèè óæå áûëè ðàññìîòðåíû â ï. 2.2.2.

Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà âîñïðîèçâåäåíèÿ,

ãäå N ′ = 2, N ′′ = 1. Ïóñòü Φ ∈ ONEMAX∗∗ è îïåðàòîð Rep ïîñòðîåí íà

îñíîâå ðàâíîìåðíîãî êðîññèíãîâåðà, îäíàêî ïåðåä ïðèìåíåíèåì ðàâíîìåð-

íîãî êðîññèíãîâåðà ê ãåíàì îäíîãî èç äâóõ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ ïðè-

ìåíÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, âûáðàííàÿ ðàâíîâåðîÿòíî. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà

âîñïðîèçâåäåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé èç äâóõ ãåíîòèïîâ, ïîëó÷åííûõ â

ðåçóëüòàòå ðàâíîìåðíîãî êðîññèíãîâåðà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå Rep ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, êàê

ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.8. Çàìåòèì, ÷òî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñëó÷àéíîé ïå-

ðåñòàíîâêè òàêîé îïåðàòîð íå áûë áû ìîíîòîííûì (íàïðèìåð, äëÿ ôóíê-

öèè Φ(ξ) =
∑l

i=1 ξi óñëîâèå (2.35) íàðóøàåòñÿ íà ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòè-

ïàõ ξ1 = (1, 0), ξ2 = (0, 1) ξ̄1 = (1, 0), ξ̄2 = (1, 0) ïðè ϕ = 2).

Äðóãèå ïðèìåðû ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ âîñïðîèçâåäåíèÿ â ñëó÷àÿõ,

êîãäà ãåíû ïðèíèìàþò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ â [137].

Âñå óïîìÿíóòûå âûøå ïðèìåðû îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì ðåãóëÿðíîé

ñòðóêòóðû. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, êàê

ïðàâèëî, íå èìåþò òàêîé ñòðóêòóðû è ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà

âîñïðîèçâåäåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðåäêî. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íàëè÷èè ëîêàëü-
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íûõ îïòèìóìîâ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãëîáàëüíû-

ìè, îïåðàòîð òî÷å÷íîé ìóòàöèè (ñì. ï. 1.2.1) íå ìîæåò áûòü ìîíîòîííûì.

Êàê ïîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 2.9, ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

òî æå âåðíî è äëÿ îïåðàòîðà ìóòàöèè êëàññè÷åñêîãî ÃÀ.

Â ñèòóàöèÿõ, êîãäà óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ, (1+1)-ES

ìîæåò óñòóïàòü ïî ýôôåêòèâíîñòè äðóãèì èçâåñòíûì ÝÀ. Ïðèìåð ñèòó-

àöèè, êîãäà (1+1)-ES ñóùåñòâåííî óñòóïàåò ÃÀ, ïðèâîäèòñÿ â [219]. Â òî

æå âðåìÿ èçâåñòíû ñåðèè çàäà÷ î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå âåð-

øèí ãðàôà [139], â êîòîðûõ ïðè ¾ìàëîì¿ â íåêîòîðîì ñìûñëå íàðóøåíèè

ìîíîòîííîñòè ïðåèìóùåñòâî ñîõðàíÿåòñÿ çà (1+1)-ES.

2.3.3. Ñðåäíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà è ñðåäíÿÿ ïðèñïî-

ñîáëåííîñòü íà çàäàííîé èòåðàöèè

Ðàññìîòðèì ñðåäíåå ÷èñëî îáðàùåíèé ê îïåðàòîðó âîñïðîèçâåäåíèÿ

äî äîñòèæåíèÿ ìíîæåñòâà ãåíîòèïîâ òðåáóåìîãî êà÷åñòâà. Îñîáûé èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî ãåíîòèïîâ, îòîáðàæàåìûõ ôóíêöèåé Ψ â îïòè-

ìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Âìåñòå ñ òåì áóäåì

ðàññìàòðèâàòü è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðèñïîñîáëåííîñòè ðåêîðäíîãî

ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ê çàäàííîé èòåðàöèè ÝÀ ñ íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t(1+1)
ϕ ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé (1+1)-ES äî ïîëó÷å-

íèÿ ãåíîòèïà ñ ïðèñïîñîáëåííîñòüþ íå íèæå ϕ. Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé ÝÀ

ñ íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ äî ïîëó÷åíèÿ ãåíîòèïà ñ ïðèñïîñîáëåííîñòüþ

íå íèæå ϕ îáîçíà÷èì ÷åðåç tEA
ϕ .

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü îïåðàòîð Rep äîìèíèðóåòñÿ îïåðàòîðîì Mut è

Φ(ζ(0)) ≥ max
i=1,...,N

Φ(ξ(i,0)), (2.37)

òîãäà:

(i) âñåõ t ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ

E[Φ(ζ(t))] ≥ E[Φ̌(σt)];



103

(ii) åñëè tEA
ϕ êîíå÷íî, òî tEA

ϕ ≥ t
(1+1)
ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü F1(ϕ) è F2(ϕ) îáîçíà÷àþò ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Φ(ζ(t)) è Φ̌(σt) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç

òåîðåìû 2.3 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî F1(ϕ) ≤ F2(ϕ) äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ R. Òàêèì

îáðàçîì, ïî ñâîéñòâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [17,25])

E[Φ(ζ(t))] =

∫ ∞

0

(1− F1(ϕ))dϕ ≥
∫ ∞

0

(1− F2(ϕ))dϕ = E[Φ̌(σt)]. (2.38)

(ii) Àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâó (2.38) ïðè êîíå÷íîì E[t] èìååì

tEA
ϕ =

∞∑
k=0

(1−P{Φ̌(σk) ≥ ϕ})

è

t
(1+1)
ϕ =

∞∑
k=0

(1−P{Φ(ζ(k)) ≥ ϕ}).

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2.3 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �
Òåîðåìà 2.3 è ñëåäñòâèå 2.3 ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè òðåáóåòñÿ ñäåëàòü

âûáîð ìåæäó ÝÀ è ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèåé (1+1)-ES, òî â óñëîâèÿõ ïðè-

ìåíèìîñòè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäïî÷òåíèå ñëåäóåò îòäàòü (1+1)-ES.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîì ðàçäåëå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèè

(1+1)-ES ñ äðóãèìè ÝÀ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå äîìèíèðîâàíèÿ, òî äàííàÿ ýâîëþöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ ¾íàèëó÷-

øèì¿ ÝÀ ñ òî÷êè çðåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé òðåáóåìîãî êà-

÷åñòâà ê ëþáîé çàäàííîé èòåðàöèè. Â óñëîâèÿõ äîìèíèðîâàíèÿ (1+1)-ES

ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷èòåëüíûì è ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

ïðèñïîñîáëåííîñòè ðåêîðäíîãî ðåøåíèÿ íà ëþáîé èòåðàöèè, à òàêæå ïî

ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ÷èñëà èòåðàöèé äî ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3 (â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè), à òàêæå åå ñëåä-

ñòâèé 2.2 è 2.3 ïîëó÷åíû àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ï.À. Áîðèñîâñêèì.
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2.4. Ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ

Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ çà÷àñòóþ ïðèâîäèò ê íåîá-

õîäèìîñòè àíàëèçà ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ è, â ÷àñò-

íîñòè, îöåíêå èõ êîëè÷åñòâà. Êàê îòìå÷àëîñü â ï. 1.2.3, âî ìíîãèõ ÝÀ ïåðåä

äîáàâëåíèåì â ïîïóëÿöèþ êàæäûé íîâûé ãåíîòèï ïðîõîäèò ïðîöåäóðó ëî-

êàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà âîçíèêàåò âîïðîñ

î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ ãåíîòèïîâ, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå ëîêàëüíîé

îïòèìèçàöèè, òàê êàê ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà â íåêîòîðîì ñìûñëå õà-

ðàêòåðèçóåò ñëîæíîñòü ðåøàåìîé çàäà÷è äëÿ ÝÀ. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò

áîëüøîå ÷èñëî ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòè-

ìèçàöèè, â êîòîðûõ ëîêàëüíûé ïîèñê èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîêðàòíî ñ ðàçëè÷-

íûìè íà÷àëüíûìè òî÷êàìè (ñì., íàïðèìåð, [74, 274, 295]). Äëÿ óñïåøíîãî

ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò óäà÷íûé âûáîð ñèñòå-

ìû îêðåñòíîñòåé. Ñëîæíîñòü èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è ñ çàäàííîé ñèñòåìîé

îêðåñòíîñòåé õàðàêòåðèçóåòñÿ öåëûì ðÿäîì ïàðàìåòðîâ, îäèí èç êîòîðûõ

� ÷èñëî ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ. Íàêîíåö, â ðàáîòå [291] Ì. Âîçîì è À. Ðàé-

òîì âûäâèíóòà ãèïîòåçà, èç êîòîðîé âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òåñíîé ñâÿçè

ìåæäó óñòîé÷èâûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïè-

ñûâàþùåé ÊÃÀ ïðè N → ∞, è ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè ðåøàåìîé çàäà÷è.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäëàãàþòñÿ è îáîñíîâûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå

ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòè-

ìóìîâ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ìíîãîêðàòíîãî âûïîëíåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîèñ-

êà. Ìåòîäû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ êîì-

áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

ðåøåíèé çàòðóäíÿåò ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ åãî ýëåìåíòîâ.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ çàäà÷è ÷åðåç ν. Èç ëèòåðà-

òóðû èçâåñòíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îöåíèâàíèþ âåëè÷èíû ν íà îñíîâå ðå-

çóëüòàòîâ ìíîãîêðàòíîãî âûïîëíåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà èç ñëó÷àéíî âû-
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áðàííûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê. Îäèí èç ïîäõîäîâ îñíîâûâàåòñÿ íà óïðîùàþ-

ùåì ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî âñå ëîêàëüíûå îïòèìóìû èìåþò ðàâíûå âå-

ðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â íèõ (ïðåäïîëîæåíèå èçîòðîïíîñòè) [270]. Äðóãèå

ïîäõîäû ñîñòîÿò â ïîäáîðå ïàðàìåòðîâ íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé [189,271] äëÿ îïèñàíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ðàçëè÷íûå ëîêàëü-

íûå îïòèìóìû èëè èñïîëüçîâàíèè òàêèõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êàê

áóòñòðåï-ìåòîä èëè ìåòîä ñêëàäíîãî íîæà [180,271,272]. Íåêîòîðûå èç ýòèõ

ïîäõîäîâ îñíîâûâàþòñÿ íà ìåòîäàõ, ðàçðàáîòàííûõ â ñòàòèñòèêå è ýêîëî-

ãèè äëÿ îöåíèâàíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé (ñì., íàïðèìåð, [259,264]).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äîñòàòî÷íî îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ïðè ëþáîì

çíà÷åíèè ïðåäñòàâëÿþùåãî èíòåðåñ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà ν ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T èçâåñò-

íà. Ïóñòü F(t; ν) = P{T ≤ t} � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû T ïðè

óêàçàííîì çíà÷åíèè ν. Íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû T , ïîëó÷åííîå â

ôàêòè÷åñêè ïðîâåäåííîì ýêñïåðèìåíòå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç τ, τ ∈ N.

Åñëè óïðîùåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ν ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå âåùåñòâåííîå

çíà÷åíèå è F(t; ν) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ν, òî ïðè çàäàííûõ âåðîÿòíîñòÿõ

α1, α2, òàêèõ ÷òî α1+α2 < 1, äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë [ν1(τ), ν2(τ)] óðîâíÿ

(1− α1 − α2) · 100% ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ðåøåíèåì óðàâíåíèé

1− F(τ ; ν1) = α1, F(τ ; ν2) = α2 (2.39)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ν1 è ν2 (ñì., íàïðèìåð, [94,242]).

Ïîñêîëüêó â ïîñòàâëåííîé çàäà÷å ïàðàìåòð ν ïðèíèìàåò òîëüêî íà-

òóðàëüíûå çíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìî ñîîòâåòñòâåííî àäàïòèðîâàòü (2.39).

Óòâåðæäåíèå 2.10. Ïóñòü

ν1(τ) = min{ν ′ ∈ N : 1− F(τ − 1; ν ′) ≥ α1},

ν2(τ) = max{ν ′ ∈ N : F(τ ; ν ′) ≥ α2}

òîãäà [ν1(τ), ν2(τ)] ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì äîâåðèòåëüíûì èíòåðâà-

ëîì öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà ν ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè (1−α1−α2)·100%,
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ïðè÷åì P{ν < ν1(T )} ≤ α1, P{ν2(T ) < ν} ≤ α2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ν óòâåðæäåíèå

íåâåðíî. Òîãäà èìååò ìåñòî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç äâóõ íåðàâåíñòâ:

α1 < P{ν < ν1(τ)}, α2 < P{ν2(τ) < ν}.

Â ïåðâîì ñëó÷àå

α1 < P{ν < min(ν ′ : 1− F(T − 1; ν ′) ≥ α1)} ≤ P{1− F(T − 1; ν) < α1} =

= P{T − 1 ≥ min(Θ : 1− F(Θ; ν) < α1)} = P{T ≥ Θmin(ν, α1)},

ãäå Θmin(ν, α1) = min{Θ′ : 1− F(Θ′ − 1; ν) < α1}. Îäíàêî

P{T ≥ Θmin(ν, α1)} = 1− F(Θmin(ν, α1)− 1; ν) < α1 (2.40)

ïî îïðåäåëåíèþ Θmin, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå

α2 < P{max{ν ′ : F(T ; ν ′) ≥ α2} < ν} ≤

≤ P{F(T ; ν) < α2} = P{T < θmin(ν, α2)},

ãäå θmin(ν, α2) = min{θ : F(θ; ν) ≥ α2}. Îäíàêî P{T < θmin(ν, α2)} < α2. ⊔⊓

Ìîäèôèöèðóåì ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ êîí-

ñåðâàòèâíîé íèæíåé ãðàíèöû çàäàííîãî äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ α â ñëó÷àå,

êîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T çàâèñèò íå òîëü-

êî îò ν, íî è îò äîïîëíèòåëüíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ y, ïðèíàäëåæàùåãî

íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó Y(ν) ⊆ Rν. Îáîçíà÷èì â òàêîì ñëó÷àå ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ T ÷åðåç F(t; ν,y).

Óòâåðæäåíèå 2.11. Ïóñòü

ν1(τ) = min

{
ν ′ ∈ N : 1− inf

y∈Y(ν′)
F(τ − 1; ν ′,y) ≥ α

}
,

òîãäà P{ν < ν1(T )} ≤ α.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåð-

æäåíèÿ çàìåíèòü îïðåäåëåíèå Θmin(ν, α) íà

Θmin(ν, α) = min

{
Θ′ ∈ N : 1− inf

y∈Y(ν)
F(Θ′ − 1; ν,y) < α

}
,

è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàòü íåðàâåíñòâî (2.40):

P{T ≥ Θmin(ν, α)} = 1− F(Θmin(ν, α)− 1; ν,y) ≤

≤ 1− inf{F(Θmin(ν, α)− 1; ν,y) : y ∈ Y(ν)} < α.

⊔⊓

Åñëè ïðè ëþáîì t ôóíêöèÿ F(t; ν) (ôóíêöèÿ FY(t, ν) =

infy∈Y(ν′)F(τ − 1; ν ′,y)) ìîíîòîííà ïî ν, òî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë èç

óòâåðæäåíèÿ 2.10 (óòâåðæäåíèÿ 2.11) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà äèõîòîìèè. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â íà-

ñòîÿùåì ðàçäåëå îöåíîê âåëè÷èíû ν ìîíîòîííîñòü ïî ν èìååò ìåñòî.

2.4.1. Îæèäàíèå ïåðâîãî ïîâòîðåíèÿ

Ïóñòü pi � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà â ëîêàëüíûé

îïòèìóì i, i = 1, . . . , ν, è ïóñòü T � íîìåð èñïûòàíèÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà,

ïðè êîòîðîì âïåðâûå ïîëó÷åí ðàíåå âñòðå÷àâøèéñÿ ëîêàëüíûé îïòèìóì.

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T , ñîîòâåòñòâóþùóþ âåêòî-

ðó p = (p1, ..., pν), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Fp(t; ν). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå èçî-

òðîïíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ âî âñå ëîêàëüíûå

îïòèìóìû îäèíàêîâû, ââåäåì îáîçíà÷åíèå p = (1/ν, ..., 1/ν).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî èçîòðîïíîå ðàñïðåäåëåíèå

ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ýêñòðåìàëüíûì.

Óòâåðæäåíèå 2.12. Äëÿ ëþáûõ t, ν ∈ N, t ≥ 2, ôóíêöèÿ Fp(t; ν) äîñòè-

ãàåò ñâîåãî åäèíñòâåííîãî ìèíèìóìà ïðè p = p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

äëèíû t èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, ..., ν}, íå ñîäåðæàùèõ ïîâòîðåíèé, è
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ïóñòü σ(i) � i-é ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ. Òîãäà

Fp(t; ν) = 1−P{T > t} = 1−
∑
σ∈S

t∏
i=1

pσ(i).

Fp(t; ν) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Λ =

{(p1, p2, ..., pν) ≥ 0 :
∑ν

i=1 pi = 1}, êîãäà t ôèêñèðîâàíî. Òàêèì îáðàçîì,

ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûå îïòèìó-

ìû, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè Fp(t; ν) íà Λ. Ïîêàæåì,

÷òî íèêàêîå ðàñïðåäåëåíèå p, êðîìå p, òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå p,

ãäå pi ̸= pj äëÿ íåêîòîðûõ i è j. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

i = 1, j = 2, p2 = γp1 è γ < 1. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé:

p′1 = p′2 =
p1 + p2

2
, p′3 = p3, . . . , p

′
ν = pν,

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fp′(t; ν). Äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî Fp′(t; ν) < Fp(t; ν), òàê êàê ýòî ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ

ñ îïòèìàëüíîñòüþ p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(j) ïîäìíîæåñòâî S, ñîñòîÿùåå

èç òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðûå âõîäèò ýëåìåíò j, j = 1, 2. Òîãäà

Fp(t; ν) = 1− a(p)− b(p)− c(p)− d(p), ãäå

a(p) =
∑

σ∈S(1)∩S(2)

t∏
i=1

pσ(i), b(p) =
∑

σ∈S(1)\S(2)

t∏
i=1

pσ(i),

c(p) =
∑

σ∈S(2)\S(1)

t∏
i=1

pσ(i), d(p) =
∑

σ∈S\(S(1)∪S(2))

t∏
i=1

pσ(i).

Àíàëîãè÷íî Fp′(t; ν) = 1 − a(p′) − b(p′) − c(p′) − d(p′) è d(p′) = d(p).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýëåìåíò 2 âî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ èç S(2)\S(1) çà-

ìåíèòü íà 1, òî áóäåò ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé S(1)\S(2).

Òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû,

b(p) + c(p) =
∑

σ∈S(1)\S(2)

t∏
i=1

pσ(i) + γ

 ∑
σ∈S(1)\S(2)

t∏
i=1

pσ(i)


= (1 + γ)p1 ·

∑
σ∈S(1)\S(2)

∏
i:σ(i)̸=1

pσ(i).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, p′1 = p′2 = (p1 + p2)/2, ïîýòîìó

b(p′) + c(p′) = (p1 + p2)
∑

σ∈S(1)\S(2)

∏
i:σ(i)̸=1

pσ(i)

è b(p) + c(p) = b(p′) + c(p′). Äàëåå

a(p) = γp21 ·
∑

σ∈S(1)∩S(2)

t∏
i:σ(i) ̸=1,2

pσ(i),

a(p′) =

(
p1(1 + γ)

2

)2 ∑
σ∈S(1)∩S(2)

t∏
i:σ(i)̸=1,2

pσ(i).

Îäíàêî (1 + γ)2 > 4γ, ïîýòîìó a(p′) > a(p) è Fp′(t; ν) < Fp(t; ν). �
Êàê ñëåäñòâèå èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò ñâîéñòâî ìîíî-

òîííîñòè ôóíêöèè Fp(t; ν).

Ñëåäñòâèå 2.4. Fp(t; ν) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò ν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü îïòèìàëüíîå ïî óòâåð-

æäåíèþ 2.12 çíà÷åíèå Fp(t; ν) ñ âåëè÷èíîé Fp(t; ν), ãäå p =

(1/(ν − 1), 1/(ν − 1), . . . , 1/(ν − 1), 0). �

Ââèäó ìîíîòîííîñòè Fp(t; ν) ïî ν â èçîòðîïíîì ñëó÷àå äîâåðèòåëü-

íûé èíòåðâàë äëÿ ν ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ìåòîäîì äèõîòîìèè ñ èñïîëüçî-

âàíèåì óòâåðæäåíèÿ 2.10, ïðè ýòîì F(t; ν) = 1−
(
ν
t

)
t!/νt. Êîíñåðâàòèâíàÿ

íèæíÿÿ ãðàíèöà ν1 ñ çàäàííûì äîâåðèòåëüíûì óðîâíåì 100 · (1 − α)%,

ñïðàâåäëèâàÿ ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè p, âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.11.

Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ãðàíèöó ÷åðåç L(t, 1− α).

Åñëè çàäà÷à îïòèìèçàöèè èìååò ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøîå ÷èñëî ëî-

êàëüíûõ îïòèìóìîâ, à ÷èñëî èñïûòàíèé ëîêàëüíîãî ïîèñêà r îêàçàëîñü

íåäîñòàòî÷íûì, ÷òîáû âñòðåòèòü õîòÿ áû îäèí ëîêàëüíûé îïòèìóì áî-

ëåå îäíîãî ðàçà, òî êîíñåðâàòèâíàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äîâåðèòåëüíîãî óðîâ-

íÿ 100(1− α)% äëÿ ν ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî

ñëåäóþùåå (ãèïîòåòè÷åñêîå) èñïûòàíèå ïðèâåäåò ê ïåðâîìó ïîâòîðåíèþ.
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Îöåíèì ñêîðîñòü ðîñòà îöåíêè L(r+ 1, 1− α) êàê ôóíêöèè îò r. Çàìåòèì,

÷òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.11 L(r+1, 1−α) åñòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå µ,

ïðè êîòîðîì
(
µ
r

)
r!/µr ≥ α. Îäíàêî(

µ

r

)
r!

µr
=

µ!

(µ− r)!µr
= exp

{
r∑

j=1

ln

(
1− r − j

µ

)}
≤

≤ exp

{
−

r∑
j=1

r − j

µ

}
= exp

{
−r(r + 1)

2µ

}
≤ exp

{
− r2

2µ

}
,

ïîýòîìó L(r + 1, 1 − α) ≥ 0.5r2/ ln(α−1), è, ê ïðèìåðó, ïðè α = 0.05 èìå-

åì 0.5r2/ ln(α−1) ≈ 0.167r2. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ r ýòà ïðîñòàÿ îöåíêà

õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò âåëè÷èíó L(r + 1, 1− α).

2.4.2. Ìåòîä ïåðåïèñè Øíàáåëÿ

Îäèí èç ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â ýêîëîãèè äëÿ îöåíêè ÷èñëåííîñòè

ïîïóëÿöèé, íîñèò íàçâàíèå ïåðåïèñè Øíàáåëÿ [264, 280]. Èç ïîïóëÿöèè ñ

íåèçìåííûì ñîñòàâîì ïðîèçâîäèòñÿ îòëîâ çàðàíåå çàäàííîãî ÷èñëà îñîáåé,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò êîíñòàíòíóþ âåðîÿòíîñòü îòëîâà. Ïðè îòëîâå

îñîáü ïîìå÷àåòñÿ (åñëè îíà íå áûëà ïîìå÷åíà ðàíåå) è âîçâðàùàåòñÿ îáðàò-

íî â ïîïóëÿöèþ. Ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè âû÷èñëÿ-

þòñÿ íà îñíîâå äàííûõ î ÷èñëå ïîìå÷åííûõ îñîáåé ñðåäè îòëîâëåííûõ.

Äëÿ îöåíêè ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ìåòîä ïåðåïèñè Øíàáåëÿ

àäàïòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûïîëíÿþòñÿ r èñïûòàíèé ëîêàëüíîãî

ïîèñêà èç íà÷àëüíûõ òî÷åê, âûáðàííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ îäèíàêîâûì

ðàñïðåäåëåíèåì (÷èñëî r âûáèðàåòñÿ àïðèîðè). Ïóñòü K � ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ, ïîëó÷åííûõ çà r

èñïûòàíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fp(k; ν, r) = P{K ≤ k} ôóíêöèþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåëè÷èíû K â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî p = (p1, . . . , pν) � âåêòîð

âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûå îïòèìóìû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ íà ïàðàìåòð ν èçâåñòíû

ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäå-
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ëåíèÿ âåëè÷èíû K íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [264,270]),

à òàêæå òî÷íûå ìåòîäû [191,258], îñíîâàííûå íà íåïîñðåäñòâåííîì âû÷èñ-

ëåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîäîáíî âûðàæåíèÿì èç óòâåðæäåíèÿ 2.10.

Êàê áûëî çàìå÷åíî â [150], â èçîòðîïíîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå âåðî-

ÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû K èìååò âèä:

P{K = k} =
ν(ν − 1)...(ν − k + 1) S(r, k)

νr
=

ν! S(r, k)

(ν − k)! νr
,

ãäå S(r, k) � ÷èñëî Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà, ðàâíîå êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ

ðàçáèòü r-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íà k íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ áåç ó÷åòà ïî-

ðÿäêà ïîäìíîæåñòâ, S(r, k) = 1
k!

∑k
j=0(−1)k+j

(
k
j

)
jr.

Íàéäåííûå â [154] àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äèñïåðñèè ïîçâîëÿþò ïî-

ñòðîèòü êîíñåðâàòèâíûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, èñïîëüçóÿ óïðîùàþùåå

ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîé îöåíêè. Êàê ïîêà-

çàíî â [191, 258], áîëåå òî÷íî âû÷èñëèòü êîíñåðâàòèâíûé äîâåðèòåëüíûé

èíòåðâàë óäàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ K. Îäíàêî îáà ïîäõîäà ìîãóò äàâàòü ñóùåñòâåííûå îøèáêè â ñè-

òóàöèÿõ, êîãäà ïðåäïîëîæåíèå íîðìàëüíîñòè îêàçûâàåòñÿ íåóìåñòíûì.

Ðàññìîòðèì ñëåäñòâèå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà À.Ì. Çóáêîâà è Í.Í. Ïî-

ïîâà èç [54], íà îñíîâå êîòîðîãî áóäåò ïîëó÷åí àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 2.12

äëÿ ïåðåïèñè Øíàáåëÿ. Ïóñòü èìååòñÿ r ÷àñòèö, ðàçìåùàåìûõ ñëó÷àéíûì

îáðàçîì, íåçàâèñèìî, ñ îäèíàêîâûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî ÿ÷åéêàì 1, 2, . . . , ν.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â j-þ ÿ÷åéêó ðàâíà pj, j = 1, . . . , ν,
∑ν

j=1 pj = 1.

Êàê ïîêàçàíî â [54], â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

(p1, . . . , pν) = p ÷èñëî çàíÿòûõ ÿ÷ååê µ(r,p) ¾ñòîõàñòè÷åñêè áîëüøå¿ ÷èñëà

çàíÿòûõ ÿ÷ååê µ(r,p′) ïðè ëþáîì äðóãîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé p′,

ò. å. P{µ(r,p) ≤ k} ≤ P{µ(r,p′) ≤ k} äëÿ âñåõ r ∈ N, k = 1, . . . , ν.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Fp(k; r, ν) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû K ïðè âåðîÿòíîñòÿõ ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûå îïòèìóìû p1, . . . , pν ,

p = (p1, . . . , pν), óêàçàííûé âûøå ðåçóëüòàò èç [54] çàïèñûâàåòñÿ êàê
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Óòâåðæäåíèå 2.13. Ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ ν ∈ N, r ∈ N, k =

0, . . . , r, ôóíêöèÿ Fp(k; r, ν) äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå p = p.

Óòâåðæäåíèå 2.13 ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü êîíñåðâàòèâíóþ íèæíþþ

ãðàíèöó L′(r, k,p) äëÿ ν ñ çàäàííûì äîâåðèòåëüíûì óðîâíåì p ââèäó óòâåð-

æäåíèÿ 2.11. Êîððåêòíîñòü òàêîé íèæíåé ãðàíèöû ïðè óñëîâèè ñïðàâåä-

ëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ 2.13 áûëà îòìå÷åíà â [181]. Àíàëîãè÷íàÿ íèæíÿÿ

ãðàíèöà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [238] ×. Ìàî. Çàìåòèì, ÷òî Fp(r; ν, r) = 1

ïðè ëþáîì ν, ïîýòîìó ïðè k = r íèæíÿÿ îöåíêà L′(r, k,p) íå îïðåäåëåíà.

Ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 2.4, èç óòâåðæäåíèÿ 2.13 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.5. Fp(k; r, ν) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò ν ïðè

ëþáûõ r ∈ N, k = 0, . . . , r.

Ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå áûëî íåçàâèñèìî äîêàçàíî â [181,258] áåç èñïîëü-

çîâàíèÿ ðåçóëüòàòà [54]. Ñëåäñòâèå 2.5 äàåò îñíîâàíèå ïðèìåíåíèþ ìåòîäà

äèõîòîìèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû L′(r, k,p) â ñîîòâåòñòâèè ñ

óòâåðæäåíèåì 2.11, à â èçîòðîïíîì ñëó÷àå � êîíñåðâàòèâíîãî äîâåðèòåëü-

íîãî èíòåðâàëà â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2.10.

Çàêëþ÷åíèå

Â [181] ïðåäëîæåííûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìó-

ìîâ áûëè îïðîáîâàíû íà ðÿäå çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Ñðåäè

íèõ çàäà÷è ñ öåëåâûìè ôóíêöèÿìè, ïîñòðîåííûìè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïî

ìîäåëè Ñ. Êàóôôìàíà [225], çàäà÷è îòûñêàíèÿ äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ñ ìèíèìàëüíîé àâòîêîððåëÿöèåé [198], çàäà÷è î âåðøèííîì ïîêðûòèè

è äð. Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè àäåêâàòíîñòü

ïðåäëîæåííûõ íèæíèõ îöåíîê äëÿ ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ. Â òî æå

âðåìÿ äâóñòîðîííèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû çà÷àñòóþ íå ïîêðûâàþò èñ-

òèííîå çíà÷åíèå îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà, ÷òî ãîâîðèò î íåïðèìåíèìîñòè
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ê ðàññìàòðèâàåìûì çàäà÷àì ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàâíîâåðîÿòíîì ïîïàäàíèè

â ëîêàëüíûå îïòèìóìû àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

Äëÿ îöåíèâàíèÿ ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ñíèçó â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü íèæíþþ ãðàíèöó, îñíîâàííóþ íà

ìåòîäå ïåðåïèñè Øíàáåëÿ, òàê êàê íèæíÿÿ ãðàíèöà, îñíîâàííàÿ íà âðåìå-

íè ïåðâîãî ïîâòîðåíèÿ ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ, äàåò íåñòàáèëüíûå ðåçóëü-

òàòû. Òåì íå ìåíåå ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ìîæåò îêàçàòüñÿ åäèíñòâåííûì ïðè-

åìëåìûì ìåòîäîì, êîãäà ëîêàëüíûå îïòèìóìû ïîâòîðÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî

ðåäêî è àïðèîðè ñëîæíî âûáðàòü ÷èñëî èñïûòàíèé, ïðè êîòîðîì áóäåò ïî-

ëó÷åíî õîòÿ áû îäíî ïîâòîðåíèå ðàíåå ïîëó÷åííîãî ëîêàëüíîãî îïòèìóìà.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû íà èñïîëüçîâàíèå

ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ â ïðàâèëàõ îñòàíîâêè äëÿ ýâðèñòèê ëîêàëüíîãî ïî-

èñêà ñ ìíîãîêðàòíûì ïåðåçàïóñêîì. Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ

îñòàíîâêè àëãîðèòìà ìîæåò ôîðìóëèðîâàòüñÿ êàê óñëîâèå ïðåâûøåíèÿ

÷èñëà íàéäåííûõ ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ íàä íèæíåé ãðàíèöåé çàäàííîãî

äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ. Òàêæå ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ìîãóò èñïîëüçîâàòü-

ñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ïî èõ ñëîæíîñòè äëÿ àëãîðèò-

ìîâ, îñíîâàííûõ íà ëîêàëüíîì ïîèñêå. Íîâûå ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ îöå-

íèâàíèÿ ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ íàìåòèëèñü â áèîèíôîðìàòèêå ïðè

èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ìîëåêóë ÐÍÊ [263].

Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè èç-

âåñòíû ñïåöèàëüíûå òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ïåðå÷èñëåíèÿ ëîêàëü-

íûõ îïòèìóìîâ, íàïðèìåð, íåïðèâîäèìûõ ïîêðûòèé [30] è ìàêñèìàëüíûõ

ïàðîñî÷åòàíèé [223]. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî-

ãî ñðàâíåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ ñ ïðåäëîæåííûìè â äàííîì ðàçäåëå.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.12 ïîëó÷åíî àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ

Ñ.À. Êëîêîâûì. Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïåðåïèñè Øíàáåëÿ è îæè-

äàíèÿ ïåðâîãî ïîâòîðåíèÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ ÷èñëà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ

ïðèíàäëåæèò Ê.Ð. Ðèâñó.
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3. Èññëåäîâàíèå ñëîæíîñòè çàäà÷è îïòèìàëüíîé

ðåêîìáèíàöèè

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàáîòîñïîñîáíîñòü ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò

âûáîðà îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà, ãäå êîìáèíèðóþòñÿ ýëåìåíòû ðîäèòåëü-

ñêèõ ðåøåíèé ïðè ïîñòðîåíèè îñîáåé-ïîòîìêîâ [220]. Â äàííîé ãëàâå èñ-

ñëåäóþòñÿ ñëîæíîñòü è ñïîñîáû ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáè-

íàöèè (ÇÎÐ), ñîñòîÿùåé â îòûñêàíèè íàèëó÷øåãî âîçìîæíîãî ðåçóëü-

òàòà êðîññèíãîâåðà ïðè çàäàííûõ äâóõ ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïàõ, ïðåä-

ñòàâëÿþùèõ äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

ÇÎÐ ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé, êàê ïðàâèëî, ìåíüøåé ðàçìåðíî-

ñòè, ÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à, è ôîðìóëèðóåòñÿ ñ ó÷åòîì îñíîâíûõ ïðèíöè-

ïîâ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà [261]. Ðåçóëüòàòû, ñîäåðæàùèåñÿ

â [42,108,122,160,195] è äðóãèõ ðàáîòàõ, äàþò ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåð-

æäåíèå öåëåñîîáðàçíîñòè ðåøåíèÿ (òî÷íîãî èëè ïðèáëèæåííîãî) ÇÎÐ â

îïåðàòîðàõ êðîññèíãîâåðà ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò NP-òðóäíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ÇÎÐ

ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Âïåðâûå òàêèå çàäà÷è áûëè îáíàðóæåíû â [108]

è [122]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ýôôåêòèâíûå îïåðàòîðû êðîññèíãîâåðà, îñóùåñòâ-

ëÿþùèå îïòèìàëüíóþ ðåêîìáèíàöèþ, áûëè ïðåäëîæåíû è ðåàëèçîâàíû â

ÃÀ äëÿ çàäà÷ î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ãðàôà è íàèáîëüøåé

êëèêå.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ÇÎÐ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè äâîè÷íî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé, ñîâïàäàþùåãî ñ êîäèðîâêîé ðåøåíèé çàäà÷è

êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ïîýòîìó òåðìèí ¾ãåíîòèï¿ áóäåò îáîçíà÷àòü
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ýëåìåíò ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé Sol ⊆ {0, 1}n(I).

Âîîáùå ãîâîðÿ, èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à èç çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îï-

òèìèçàöèè ìîæåò íå èìåòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Îäíàêî òàêèå ÷àñòíûå

ñëó÷àè íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðå-

êîìáèíàöèè, òàê êàê â ýòîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå äâóõ (âîçìîæ-

íî, ñîâïàäàþùèõ ìåæäó ñîáîé) äîïóñòèìûõ ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé, ÿâëÿ-

þùèõñÿ ÷àñòüþ âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàëåå áóäåì ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ìíîæåñòâî äî-

ïóñòèìûõ ðåøåíèé íå ïóñòî.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Çàäà÷åé îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷è êîì-

áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè Π = (Inst, Sol, f) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êîì-

áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè Π = (Inst,Sol, f), òàêàÿ ÷òî âñÿêàÿ èíäè-

âèäóàëüíàÿ çàäà÷à I ∈ Inst èìååò âèä I = (I,p1,p2), ãäå I ∈ Inst,

p1 = (p11, . . . , p
1
n(I)) ∈ Sol(I), p2 = (p21, . . . , p

2
n(I)) ∈ Sol(I), è

Sol(I) = {x ∈ Sol(I)| xj = p1j èëè xj = p2j , j = 1, . . . , n(I)}. (3.1)

Êðèòåðèé îïòèìèçàöèè â I òîò æå, ÷òî è â I, ò. å. f I ≡ fI .

Äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ p1,p2 çàäà÷è I íàçûâàþòñÿ ðîäèòåëüñêèìè ðå-

øåíèÿìè äëÿ çàäà÷è I = (I,p1,p2). Äàëåå ìíîæåñòâî íîìåðîâ êîîðäè-

íàò, â êîòîðûõ ðîäèòåëüñêèå ðåøåíèÿ ðàçëè÷íû, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

D(p1,p2), ò. å. D(p1,p2) = {j : p1j ̸= p2j}.

Îïðåäåëåíèå 3.1 îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâà ïåðåäà÷è ãå-

íîâ [261] (ñì. ï. 1.2.1) è ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ¾ôèêñàöèÿ¿ â ÇÎÐ

òåõ çíà÷åíèé ãåíîâ, â êîòîðûõ îáà ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïà ñîâïàäàþò. Â ëè-

òåðàòóðå, îäíàêî, èçâåñòíû è äðóãèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ðåêîìáèíàöèè, ãäå â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé èç [148] îñóùåñòâëÿåòñÿ àëëåëüíàÿ äèíàñòè-

÷åñêè îïòèìàëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [15,34,134,147,237]

õîðîøèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè ÃÀ, â êîòîðûõ ðåøàåòñÿ



116

çàäà÷à ðåêîìáèíàöèè ñ ¾ôèêñàöèåé¿ òîëüêî òåõ çíà÷åíèé ãåíîâ, â êîòî-

ðûõ îáà ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïà èìåþò çíà÷åíèå, ðàâíîå 0. Òàêàÿ ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è äàëåå áóäåò íàçûâàòüñÿ îñëàáëåííîé çàäà÷åé îïòèìàëüíîé

ðåêîìáèíàöèè è äëÿ åå ôîðìóëèðîâêè äîñòàòî÷íî çàìåíèòü óñëîâèå (3.1)

â îïðåäåëåíèè 3.1 íà

Sol(I) = {x ∈ Sol(I)| xj ≤ p1j èëè xj ≤ p2j , j = 1, . . . , n(I)}. (3.2)

Ïðèìåíåíèå îñëàáëåííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè â îïåðàòîðå

êðîññèíãîâåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãëàâå 5.

Â ðÿäå ÃÀ ïðè ðåøåíèè NP-òðóäíûõ çàäà÷ ðåêîìáèíàöèè èñïîëüçó-

þòñÿ ìåòîäû âåòâåé è ãðàíèö [134,160] èëè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ [294]. Â îïåðàòîðå êðîññèíãîâåðà çà÷àñòóþ ïðèìåíÿþòñÿ ïðèáëèæåí-

íûå âàðèàíòû ýòèõ òî÷íûõ ìåòîäîâ âî èçáåæàíèå ÷ðåçìåðíî âûñîêèõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò íà ýòàïå ðåêîìáèíàöèè. Òàê, â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ìîæåò

îãðàíè÷èâàòüñÿ íåêîòîðîé çàäàííîé çàðàíåå âåëè÷èíîé [294], à â ñëó÷àå

èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ðåçóëüòàòîì ðåêîìáèíàöèè ìîæåò

áûòü ðåêîðäíîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ýòèì ìåòîäîì çà îãðàíè÷åííîå âðåìÿ

èëè îãðàíè÷åííîå ÷èñëî èòåðàöèé [160].

Òàêæå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ìåòîä ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ðå-

êîìáèíàöèè çà ñ÷åò ãðóïïèðîâêè ïåðåìåííûõ â ¾áëîêè¿, êîãäà çíà÷åíèÿ

öåëîãî áëîêà ïåðåìåííûõ ïåðåõîäÿò â ðåøåíèå-ïîòîìîê ëèáî îò îäíîãî ðî-

äèòåëüñêîãî ðåøåíèÿ, ëèáî îò äðóãîãî [149]. Ïîìèìî ñîêðàùåííûõ âàðè-

àíòîâ òî÷íûõ ìåòîäîâ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé

ðåêîìáèíàöèè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûå ïðèáëèæåííûå ýâðèñòèêè.

Íàïðèìåð, â ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå äëÿ çàäà÷è âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ [15]

ïðè ðåøåíèè îñëàáëåííîé ÇÎÐ èñïîëüçóåòñÿ æàäíûé àëãîðèòì Ï. Ýðäåøà,

à â èçâåñòíîì àëãîðèòìå ñâÿçûâàþùåãî ïóòè [195] ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíÿòü

÷àñòè÷íûé ïåðåáîð äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÇÎÐ âäîëü íåêîòîðîãî ïóòè, ñî-

åäèíÿþùåãî ìåæäó ñîáîé ïàðó ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé.
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Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðÿä çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ êàê çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

max f(x) =
n∑

j=1

cjxj, (3.3)

n∑
j=1

qijxj ≤ bi, i = 1, . . . ,m, (3.4)

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n. (3.5)

Çäåñü x = (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n � âåêòîð áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, à èñ-

õîäíûå äàííûå çàäà÷è cj, j = 1, . . . , n; qij, i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n,

è bi, i = 1, . . . ,m, ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Çàäà÷è,

ãäå âìåñòî çíàêà ¾≤¿ â óñëîâèè (3.4) èìååò ìåñòî ¾≥¿ èëè ¾=¿ äëÿ íåêî-

òîðûõ çíà÷åíèé i (èëè äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m), ìîãóò áûòü ëåãêî ïðåîáðàçî-

âàíû â çàäà÷ó âèäà (3.3)�(3.5). Ïðè ýòîì ÷èñëî îãðàíè÷åíèé óâåëè÷èòñÿ íå

áîëåå ÷åì â äâà ðàçà. Çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû àíàëî-

ãè÷íûì îáðàçîì ïðè èñïîëüçîâàíèè êîýôôèöèåíòîâ cj ñ îáðàòíûì çíàêîì.

Åñëè óìåñòíî, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìîé çàïèñè äëÿ

çàäà÷è (3.3)�(3.5):

max {cx : Qx ≤ b,x ∈ {0, 1}n} ,

ãäå (m × n)-ìàòðèöà Q èìååò ýëåìåíòû qij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n;

b = (b1, . . . , bm); c = (c1, . . . , cn).

Ãëàâà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýôôåêòèâíûõ

ñâîäèìîñòåé ìåæäó çàäà÷àìè îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè â ðàçäåëå 3.2

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìà

äëÿ çàäà÷ óïàêîâêè ìíîæåñòâà íàèáîëüøåãî âåñà, ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà

ìèíèìàëüíîãî âåñà è äëÿ îäíîãî âàðèàíòà ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ

ïðîèçâîäñòâà. Çäåñü òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûé îïå-

ðàòîð îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷ áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, êîãäà â êàæäîå îãðàíè÷åíèå âõîäÿò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ,

÷òî îáîáùàåò ðåçóëüòàòû èç [108] è [122].
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Â ðàçäåëå 3.3 óñòàíîâëåíà NP-òðóäíîñòü ðÿäà çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðå-

êîìáèíàöèè. Âî-ïåðâûõ, äîêàçàíà NP-òðóäíîñòü îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíà-

öèè äëÿ çàäà÷ áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè

â êàæäîì îãðàíè÷åíèè. Çàòåì ïîêàçàíà NP-òðóäíîñòü ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è îá

îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå, çàäà÷ î ïîêðûòèè è p-ìåäèàíå, à òàêæå äëÿ

çàäà÷è ìàêñèìàëüíîé âûïîëíèìîñòè. Äîêàçàíà NP-òðóäíîñòü ÇÎÐ äëÿ çà-

äà÷è êîììèâîÿæåðà â ñèììåòðè÷åñêîì è â îáùåì ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåíû

ïîäõîäû ê èõ ðåøåíèþ.

3.2. Ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè

3.2.1. Çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå, âåðøèííîì ïîêðûòèè

è êëèêå

Ïóñòü äàí ãðàô G = (V,E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, . . . , v|V |}

è ìíîæåñòâîì ðåáåð E è óêàçàíû ïîëîæèòåëüíûå âåñà âåðøèí cv, v ∈ V .

Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïîäìíîæåñòâà

âåðøèí S ⊆ V , òàêîãî ÷òî íèêàêîå ðåáðî e ∈ E íå èíöèäåíòíî ñðàçó äâóì

âåðøèíàì èç S (ò. å. S � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ãðàôå G) è âåñ
∑

v∈S cv

ìíîæåñòâà S ìàêñèìàëåí.

Çàäà÷à î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå NP-òðóäíà [27] è ýêâèâàëåíòíà çà-

äà÷å î âåðøèííîì ïîêðûòèè (ñì. ðàçäåë 1.1). Òàêæå ðàññìàòðèâàåìàÿ çà-

äà÷à ýêâèâàëåíòíà èçâåñòíîé çàäà÷å î êëèêå, êîòîðàÿ ñîñòîèò â îòûñêàíèè

ïîäìíîæåñòâà âåðøèí Q ⊆ V , òàêîãî ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû u, v èç Q

ñìåæíû è âåñ ìíîæåñòâà Q ìàêñèìàëåí.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîäèðîâêà ðåøåíèé èç ìíîæåñòâà Sol òàêî-

âà, ÷òî n = |V |, è ïðè ëþáîì j, j = 1, . . . , n, èìååì xj = 1, åñëè âåðøèíà vj

ïðèíàäëåæèò êîäèðóåìîìó ïîäìíîæåñòâó, èíà÷å xj = 0. Ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà ñâîäèò âîåäèíî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [108], [121] è [122].

Òåîðåìà 3.1. [108, 121, 122] ÇÎÐ äëÿ çàäà÷ î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå,
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êëèêå è âåðøèííîì ïîêðûòèè ðàçðåøèìû çà âðåìÿ O(|D(p1,p2)|3 + n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ çàäà÷è î

íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå, òàê êàê ðàññóæäåíèÿ äëÿ äâóõ äðóãèõ çàäà÷ àíà-

ëîãè÷íû.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ðîäèòåëüñêèå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà S1

è S2 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãåíîòèïû p1 è p2. Ðåøåíèå-ïîòîìîê S äîëæíî

ñîäåðæàòü âñå ìíîæåñòâî âåðøèí L = S1 ∩ S2, êðîìå òîãî, â S íå äîëæíî

áûòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà V \ (S1 ∪ S2), à âåðøèíû ñ íîìåðàìè èç ìíî-

æåñòâà D(p1,p2) íåîáõîäèìî âûáðàòü îïòèìàëüíûì îáðàçîì. Ïîñëåäíåå

òðåáîâàíèå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæå-

ñòâå â ïîäãðàôå H = (V ′, E ′), ïîðîæäåííîì ìíîæåñòâîì âåðøèí ñ íîìåðà-

ìè èç D(p1,p2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííûé ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

Ïóñòü V ′ = V ′
1 ∪ V ′

2 , ãäå V
′
1 , V

′
2 � ìíîæåñòâà âåðøèí, îáðàçóþùèõ äîëè

ãðàôà H. Äëÿ îòûñêàíèÿ íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà íàèáîëüøåãî âåñà â H

äîñòàòî÷íî íàéòè âåðøèííîå ïîêðûòèå C ′ ìèíèìàëüíîãî âåñà â H è ïåðåé-

òè ê åãî äîïîëíåíèþ.

Çàäà÷à î íàèìåíüøåì âåðøèííîì ïîêðûòèè äâóäîëüíîãî ãðàôàH ýô-

ôåêòèâíî ðàçðåøèìà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàç-

ðåçà (ñì., íàïðèìåð, [212]). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñåòüN ,

ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîé ñîñòîèò èç V ′ è äîïîëíèòåëüíûõ âåðøèíû-

èñòî÷íèêà v0 è âåðøèíû-ñòîêà vn+1. Ïóñòü â ñåòè N èç âåðøèíû v0 âû-

õîäÿò äóãè âî âñå âåðøèíû äîëè V ′
1 , êðîìå òîãî, ïóñòü â âåðøèíó-ñòîê vn+1

èäóò äóãè îò âåðøèí äîëè V ′
2 . Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ ýòèõ äóã ïî-

ëàãàþòñÿ ðàâíûìè âåñàì èíöèäåíòíûõ ñ íèìè âåðøèí ãðàôà H. Êàæäîå

ðåáðî uv èç ìíîæåñòâà E ′ îïðåäåëÿåò â N äóãó ìåæäó âåðøèíàìè u è v,

íàïðàâëåííóþ èç V ′
1 â V

′
2 . Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü òàêîé äóãè ïîëàãàåòñÿ

ðàâíîé max{cu, cv}.

Ïîñòðîåííàÿ çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå ñ èñòî÷íèêîì v0 è

ñòîêîì vn+1 ðàçðåøèìà çà âðåìÿ O(|D(p1,p2)|3) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
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À.Â. Êàðçàíîâà � ñì., íàïðèìåð, [86]. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ðàçðåç ïðîõîäèò òîëüêî ïî äóãàì, âûõîäÿùèì èç v0 èëè âõîäÿùèì

â vn+1, òàê êàê åñëè íåêîòîðàÿ äóãà (u, v), u ∈ V ′
1 , v ∈ V ′

2 , âîéäåò â ðàç-

ðåç, òî ýòà äóãà ìîæåò áûòü çàìåíåíà îäíîé èç äóã (v0, u) èëè (v, vn+1) áåç

óâåëè÷åíèÿ âåñà ðàçðåçà.

Âåðøèííîå ïîêðûòèå íàèìåíüøåãî âåñà C ′ ôîðìèðóåòñÿ èç âåð-

øèí, èíöèäåíòíûõ äóãàì ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà. Ãåíîòèï ξ, ÿâëÿþùèéñÿ

âåêòîðîì-èíäèêàòîðîì ìíîæåñòâà âåðøèí L∪(V ′\C ′), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè. Îáùàÿ òóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ

ÇÎÐ ñîñòàâëÿåò O(|D(p1,p2)|3 + n).

3.2.2. Ñâîäèìîñòè çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè

Òèïè÷íûé ñïîñîá ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îá ýôôåêòèâíîé ðàç-

ðåøèìîñòè èëè òðóäíîðåøàåìîñòè çàäà÷ â òåîðèè ñëîæíîñòè îñíîâûâàåòñÿ

íà ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûõ ñâîäèìîñòåé îò çàäà÷ ñ èçâåñòíûì

ñòàòóñîì ñëîæíîñòè ê íîâûì çàäà÷àì. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïîäõîäà

ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà äîñòàòî÷íî

îáùèé ïðèçíàê ñâîäèìîñòè çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü Π1 = (Inst1, Sol1, fI), Π2 = (Inst2, Sol2, gI ′)

� çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ìàêñèìóì (íà ìè-

íèìóì) è ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèå α : Inst1 → Inst2 è èíúåê-

öèÿ β : Sol1(I) → Sol2(α(I)), òàêèå ÷òî ïðè I ∈ Inst1:

1) äëÿ ëþáûõ x,x′ ∈ Sol1(I), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

fI(x) > fI(x′), (3.6)

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

gα(I)(β(x)) > gα(I)(β(x
′)) (3.7)



121

(åñëè Π1 � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, òî â (3.6) çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿ-

åòñÿ íà "<"; åñëè Π2 � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, òî â (3.7) çíàê íåðà-

âåíñòâà ìåíÿåòñÿ íà "<");

2) åñëè y ∈ β(Sol1(I)), y′ ∈ Sol2(α(I)) è

gα(I)(y
′) ≥ gα(I)(y), (3.8)

òî y′ ∈ β(Sol1(I)) (åñëè Π2 � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, òî çíàê íåðàâåí-

ñòâà â ôîðìóëå (3.8) ìåíÿåòñÿ íà "≤").

Òîãäà Π1 ñâîäèòñÿ ê Π2, ïðè÷åì ëþáàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I ∈ Inst1

ðàçðåøèìà çà âðåìÿ O(Tα(I) + Tβ−1(I) + T (I)), ãäå Tα(I) � òðóäîåì-

êîñòü âû÷èñëåíèÿ α(I); Tβ−1(I) � îöåíêà ñâåðõó òðóäîåìêîñòè âû÷èñëå-

íèÿ β−1(y), y ∈ β(Sol(I)); T (I) � âðåìÿ ðåøåíèÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà-

÷è α(I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I ∈ Inst1. Ðàññìîòðèì îïòèìóì y∗ èíäèâè-

äóàëüíîé çàäà÷è α(I). Ñîãëàñíî óñëîâèþ 2, ïðè Sol1(I) ̸= ∅, ðåøåíèå y∗

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó β(Sol1(I)). Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ñ ó÷åòîì

óñëîâèÿ 1, çàêëþ÷àåì ÷òî åñëè Sol1(I) ̸= ∅, òî β−1(y∗) � îïòèìóì äëÿ I. �
Åñëè òðóäîåìêîñòè Tα(I), Tβ−1(I) è T (I) ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû

îòíîñèòåëüíî |I|, òî óòâåðæäåíèå 3.1 äàåò ïðèçíàê ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäè-

ìîñòè îäíîé çàäà÷è êëàññà NPO ê äðóãîé. Ïîäîáíûé ïðèçíàê ïîëèíîìè-

àëüíîé ñâîäèìîñòè èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, â ðàáîòå À.À. Àãååâà [1].

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èìååò öåëüþ ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ ñâî-

äèìîñòåé îò îäíîé ÇÎÐ ê äðóãîé, êîãäà èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå ñâîäèìîñòè

ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïóñòü Π1 = (Inst1, Sol1, fI) è Π2 = (Inst2, Sol2, gI ′) ÿâ-

ëÿþòñÿ çàäà÷àìè êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ãäå Sol1(I) ⊆ {0, 1}n1(I),

Sol2(I
′) ⊆ {0, 1}n2(I

′), è ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ α è β, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ ïðèçíàê ñâîäèìîñòè Π1 ê Π2 èç óòâåðæäåíèÿ 3.1, ïðè÷åì
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(i) äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , n1(I) ñóùåñòâóåò òàêîå k(j), ÷òî β−1(y)j

� ôóíêöèÿ îò yk(j) ïðè y = (y1, . . . , yn2
) ∈ β(Sol1(I));

(ii) äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n2(α(I)) ñóùåñòâóåò òàêîå j(k), ÷òî

β(x)k � ôóíêöèÿ îò xj(k) ïðè x = (x1, . . . , xn1
) ∈ Sol1(I).

Òîãäà Π1 ñâîäèòñÿ ê Π2, ïðè÷åì ëþáàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à

I = (I,p1,p2) èç ÇÎÐ Π1 ðàçðåøèìà çà âðåìÿ O(Tα(I) + Tβ(I) + Tβ−1(I) +

T (I,p1,p2)), ãäå T (I,p1,p2) � âðåìÿ ðåøåíèÿ ÇÎÐ (α(I), β(p1), β(p2)), à

Tβ(I) � îöåíêà ñâåðõó âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ β(x), x ∈ Sol(I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Π1

è Π1 � çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè. Ïóñòü èìååòñÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I èç

çàäà÷è Π1 è äâà åå äîïóñòèìûõ ðåøåíèÿ p1,p2. Ýòèì ðåøåíèÿì ñîîòâåò-

ñòâóþò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ q1 = β(p1), q2 = β(p2) çàäà÷è α(I).

Ðàññìîòðèì ÇÎÐ äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è α(I) ∈ Π2 ñ ðîäèòåëü-

ñêèìè ðåøåíèÿìè q1,q2. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé ÇÎÐ y ∈ Sol2(α(I))

ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî çà âðåìÿ Tβ−1 â äîïóñòèìîå ðåøåíèå

z = β−1(y) ∈ Sol1(I) çàäà÷è Π1.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ j ̸∈ D(p1,p2) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

zj = p1j = p2j . Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ (i) äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , n1(I)

íàéäåòñÿ òàêîå k(j), ÷òî

(I) ëèáî β−1(y)j = yk(j) äëÿ âñåõ y ∈ β(Sol1(I)), ëèáî

(II) β−1(y)j = 1− yk(j) äëÿ âñåõ y ∈ β(Sol1(I)), ëèáî

(III) β−1(y)j ïîñòîÿííà íà ìíîæåñòâå β(Sol1(I)).

Â ñëó÷àå (I) äëÿ âñåõ j ̸∈ D(p1,p2) èìååì zj = yk(j). Êðîìå òîãî,

yk(j) = q1k(j) = q2k(j) ïî îïðåäåëåíèþ ÇÎÐ, èáî q1k(j) = p1j = p2j = q2k(j).

Ñëåäîâàòåëüíî, zj = q1k(j) = p1j = p2j .

Ñëó÷àé (II) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëó÷àé (III) òðèâèàëåí, òàê êàê z,p1,p2 ∈ β−1(β(Sol1(I))), ò. å. êîîð-

äèíàòà zj íåèçìåííà è ñîâïàäàåò ñ p1j è p
2
j .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïòèìàëüíîñòè z â èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I èç
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ÇÎÐ Π1 ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå äîïóñòèìîå ðå-

øåíèå z′ = (z′1, . . . , z
′
n1
) ∈ Sol1(I), ÷òî z′j = p1j = p2j äëÿ âñåõ j ̸∈ D(p1,p2) è

fI(z
′) > fI(z). Òîãäà gα(I)(β(z′)) > gα(I)(β(z)) = gα(I)(y). Îäíàêî, êàê ñëå-

äóåò èç óñëîâèÿ (ii), β(z′) ñîâïàäàåò ñ q1 âî âñåõ êîîðäèíàòàõ k ̸∈ D(q1,q2)

(÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òðè ñëó÷àÿ àíàëîãè÷-

íûõ (I) � (III)). Òàêèì îáðàçîì, y íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì èí-

äèâèäóàëüíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ α(I), ÷òî ïðèâîäèò

ê ïðîòèâîðå÷èþ. �
Íàèáîëåå ïðèìåíèìûì óòâåðæäåíèå 3.2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ÷àñòíîì

ñëó÷àå, êîãäà ÇÎÐ Π2 ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, ïðåîáðàçîâàíèÿ α, β è

β−1 ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìû, n1(I) ≡ n2(I
′) è k(j) ≡ j, j(k) ≡ k.

3.2.3. Çàäà÷è óïàêîâêè, ðàçáèåíèÿ è ðàçìåùåíèÿ êàê çàäà÷è áó-

ëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 3.2 ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî

îïåðàòîðà îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷è óïàêîâêè ìíîæåñòâà, êî-

òîðàÿ â ïîñòàíîâêå áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò âèä:

max {fpack(x) = cx : Qx ≤ e,x ∈ {0, 1}n} , (3.9)

ãäåQ � çàäàííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòèm×n èç íóëåé è åäèíèö; e � âåêòîð

èç m åäèíèö. Èçâåñòíàÿ ñâîäèìîñòü çàäà÷è óïàêîâêè ìíîæåñòâà ê çàäà-

÷å î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì ïðåîáðàçîâàíèè α.

Ïîñòðîèì ãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí v1, . . . , vn ñ âåñàìè c1, . . . , cn. Ðåá-

ðàìè ñîåäèíèì ïàðû âåðøèí vj, vk â òåõ è òîëüêî òåõ ñëó÷àÿõ, êî-

ãäà j è k âìåñòå ïðèíàäëåæàò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ïîäìíîæåñòâ

Ui = {j : qij = 1, j = 1, . . . , n}, i = 1, . . . ,m. Â äàííîì ñëó÷àå β ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, à öåëåâûå ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò.

Èç óòâåðæäåíèÿ 3.2 ïîëó÷àåì
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Ñëåäñòâèå 3.1. ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è óïàêîâêè ìíîæåñòâà (3.9) ðàçðåøèìà

çà âðåìÿ O(|D(p1,p2)|3 + n2m).

Âî ìíîãèõ ñâîäèìîñòÿõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ìíîæå-

ñòâó äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èñõîäíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ñîïîñòàâëÿ-

åòñÿ ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé β(Sol1(I)) ⊆ Sol2(α(I)) ñî çíà÷å-

íèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè, íå óñòóïàþùèìè íåêîòîðîìó ïîðîãîâîìó çíà÷å-

íèþ. Ñâîäèìîñòè òàêîãî âèäà èñïîëüçîâàíû â äîêàçàòåëüñòâå ïîëèíîìè-

àëüíîé ðàçðåøèìîñòè ÇÎÐ äëÿ äâóõ ñëåäóþùèõ çàäà÷.

Çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà: íàéòè

min {fpart(x) = cx : Qx = e, x ∈ {0, 1}n} , (3.10)

ãäå Q � çàäàííàÿ (m× n)-ìàòðèöà èç íóëåé è åäèíèö.

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà â âèäå çàäà÷è áó-

ëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè

min fsplp(Y,u) =
K∑
k=1

L∑
ℓ=1

ckℓykℓ +
K∑
k=1

Ckuk, (3.11)

K∑
k=1

ykℓ = 1, ℓ = 1, . . . , L, (3.12)

uk ≥ ykℓ, k = 1, . . . , K, ℓ = 1, . . . , L, (3.13)

ykℓ ∈ {0, 1}, uk ∈ {0, 1}, k = 1, . . . , K, ℓ = 1, . . . , L. (3.14)

Çäåñü è äàëåå (K × L)-ìàòðèöà èç áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ykℓ îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Y, à K-ìåðíûé âåêòîð èç áóëåâûõ ïåðåìåííûõ uk � ÷åðåç u. Ñòîè-

ìîñòè ckℓ ∈ Q, Ck ∈ Q ïðåäïîëàãàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè.

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà â âèäå çàäà÷è áóëåâîãî

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (1.1) �

(1.2) è, áîëåå òîãî, ñîäåðæàòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òó æå ñàìóþ çàäà÷ó
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(ñì., íàïðèìåð, [10]). Îäíàêî ñîãëàñíî ñ òåðìèíîëîãèåé èç îïðåäåëåíèÿ 1.1

çàäà÷à (3.11)�(3.14) ñ ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèé â âèäå ïàðû (Y,u) ñîîòâåò-

ñòâóåò çàäà÷å êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, îòëè÷íîé îò çàäà÷è (1.1)�(1.2).

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.3, ÇÎÐ äëÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è NP-òðóäíà.

Äîêàæåì, ÷òî ÇÎÐ äëÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà

â âèäå çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (3.11)�(3.14) è äëÿ

çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà (3.10) ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìû.

Ñëåäñòâèå 3.2. (i) ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà (3.10) ðàçðå-

øèìà çà âðåìÿ O(|D(p1,p2)|3 + n2m).

(ii) ÇÎÐ äëÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà â âèäå

çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (3.11)�(3.14) ðàçðåøèìà çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîèõ ïóíêòàõ äîêàçàòåëüñòâà áóäóò èñïîëüçî-

âàíû èçâåñòíûå ñâîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòè-

ìèçàöèè ê çàäà÷å óïàêîâêè ìíîæåñòâà (ñì., íàïðèìåð, ñâîäèìîñòè T2 è T5

â [232]).

(i) Ïóñòü çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Π1, à Π2 �

çàäà÷à óïàêîâêè ìíîæåñòâà. Âõîä ÇÎÐ äëÿ Π1 ñîñòîèò èç èíäèâèäóàëüíîé

çàäà÷è I ∈ Inst1 è äâóõ ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé, ïîýòîìó Sol1(I) ̸= ∅ è çàäà-

÷à I ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min
n∑

j=1

cjxj + λ
m∑
i=1

wi, (3.15)

n∑
j=1

qijxj + wi = 1, i = 1, . . . ,m, (3.16)

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n; wi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, (3.17)

ãäå λ > 2
∑n

j=1 |cj| � øòðàôíîé êîýôôèöèåíò, äîñòàòî÷íûé, ÷òîáû îáåñïå-

÷èòü îáðàùåíèå â íîëü âñåõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ wi â îïòèìàëü-
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íîì ðåøåíèè. Ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííûõ wi â öåëåâóþ ôóíêöèþ ïðåîáðàçó-

åò (3.15)�(3.17) â çàäà÷ó

min

{
λm+

n∑
j=1

(
cj − λ

m∑
i=1

qij

)
xj | Qx ≤ e, x ∈ {0, 1}n

}
,

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å α(I) èç çàäà÷è

óïàêîâêè ìíîæåñòâà:

max

{
g(x) =

n∑
j=1

(
λ

m∑
i=1

qij − cj

)
xj | Qx ≤ e, x ∈ {0, 1}n

}
.

Ïóñòü β � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà êàæäîå äîïóñòèìîå ðå-

øåíèå x çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì äëÿ

çàäà÷èΠ2 ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè g(x) = λm−fpart(x) > λ(m−1/2).

Â òî æå âðåìÿ, åñëè âåêòîð x′ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è Π2,

íî íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà, òî åãî çíà-

÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè åñòü g(x′) = λ(m − k) − fpart(x
′), ãäå k � ÷èñëî

îãðàíè÷åíèé âèäà
∑n

j=1 qijxj = 1, íàðóøåííûõ âåêòîðîì x′. Òàêèì îáðà-

çîì, β ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé èç Sol1(I) íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñ

äîñòàòî÷íî áîëüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè:

{x ∈ Sol2(α(I)) | g(x) > λ(m− 1/2)}.

Îöåíêó òðóäîåìêîñòè ðåøåíèÿ ÇÎÐ äëÿ Π2 äàåò ñëåäñòâèå 3.1. Ïðèìåíå-

íèå óòâåðæäåíèÿ 3.2 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (i).

(ii) Ïóñòü Π′
1 � ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà. Àíàëî-

ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà (i) ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (3.12) â íåðàâåí-

ñòâà. Ñ ýòîé öåëüþ çàïèøåì (3.12) â âèäå
∑K

k=1 ykℓ+wℓ = 1, ℓ = 1, . . . , L, ñ

èñïîëüçîâàíèåì íåîòðèöàòåëüíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ wℓ è îáåñ-

ïå÷èì èõ ðàâåíñòâî íóëþ â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè, ïðèáàâèâ ê êðèòå-

ðèþ (3.11) ôóíêöèþ øòðàôà λ
∑L

ℓ=1wℓ. Çäåñü

λ >
K∑
k=1

Ck +
L∑

ℓ=1

max
k=1,...,K

ckℓ.
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Èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííûå wℓ, çàìåíÿåì óñëîâèå (3.12) íà
∑K

k=1 ykℓ ≤ 1, ℓ =

1, . . . , L, à ôóíêöèþ øòðàôà � íà λL − λ
∑L

ℓ=1

∑K
k=1 ykℓ. Óìíîæàÿ íà −1

öåëåâóþ ôóíêöèþ è ïåðåõîäÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì uk = 1 − uk, k =

1, . . . , K, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè Π′
2:

max g′(Y,u) =
K∑
k=1

L∑
ℓ=1

(λ− ckℓ)ykℓ +
K∑
k=1

Ckuk − λL−
K∑
k=1

Ck, (3.18)

K∑
k=1

ykℓ ≤ 1, ℓ = 1, . . . , L, (3.19)

uk + ykℓ ≤ 1, k = 1, . . . , K, ℓ = 1, . . . , L, (3.20)

ykℓ ∈ {0, 1}, uk ∈ {0, 1}, k = 1, . . . , K, ℓ = 1, . . . , L, (3.21)

ãäå u = (u1, . . . , uK). Î÷åâèäíî, Π′
2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé

çàäà÷è óïàêîâêè ìíîæåñòâà, åñëè èç öåëåâîé ôóíêöèè âû÷åñòü êîíñòàíòó

−λL−
∑K

k=1Ck. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå α(I) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî.

Ïóñòü β äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ïåðåìåííûå ykℓ, à çíà÷åíèÿ ïåðå-

ìåííûõ uk ïðåîáðàçóåò â uk = 1−uk, k = 1, . . . , K. Òîãäà êàæäîå äîïóñòè-

ìîå ðåøåíèå (Y,u) ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà (3.11)�

(3.14) îòîáðàæàåòñÿ â äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è Π′
2 ñ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè g′(Y,u) = −fsplp(Y,u) > −λ. Åñëè ïà-

ðà (Y,u) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ çàäà÷è Π′
2, íî ïðè ýòîì (Y,u) íå ÿâ-

ëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîä-

ñòâà (3.11)�(3.14), òî g′(Y,u) ≤ −fsplp(Y,u)− λ, òàê êàê ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç íåðàâåíñòâ (3.12) íàðóøàåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ðåøåíèÿ (Y,u).

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1 ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è Π′
2 ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïî-

ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ïîýòîìó èç óòâåðæäåíèÿ 3.2 ñëåäóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ

ðàçðåøèìîñòü ÇÎÐ äëÿ Π′
1. �
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3.2.4. Àíàëèç çàäà÷ áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ãèïåðãðàôîâ

Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ñâîäèìîñòåé, ðàññìîòðåííûõ

âûøå, áûëà òåîðåìà 3.1, ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ

ÇÎÐ â çàäà÷ó î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå íàèáîëüøåãî âåñà â äâóäîëüíîì

ãðàôå. Ñ öåëüþ îáîáùåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ïåðåéäåì îò ãðàôîâ ê ãèïåð-

ãðàôàì.

ÃèïåðãðàôH = (V,E) çàäàåòñÿ êîíå÷íûì íåïóñòûì ìíîæåñòâîì âåð-

øèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E, ãäå êàæäîå ðåáðî e ∈ E ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâîì â V . Ìíîæåñòâî âåðøèí ãèïåðãðàôà S ⊆ V íàçûâàåòñÿ íåçàâè-

ñèìûì, åñëè íè îäíî èç ðåáåð e ∈ E íå ñîäåðæèòñÿ â S. Çàäà÷à î íåçà-

âèñèìîì ìíîæåñòâå íàèáîëüøåãî âåñà â ãèïåðãðàôå H = (V,E) ñ âåñàìè

âåðøèí w(v) ∈ Q, v ∈ V ñîñòîèò â îòûñêàíèè íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà S

ñ íàèáîëüøèì âåñîì w(S) =
∑

v∈S w(v).

Îáîáùåíèåì äâóäîëüíûõ ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ 2-ðàñêðàøèâàåìûå ãèïåð-

ãðàôû, ò. å. òàêèå ãèïåðãðàôû, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ìíîæå-

ñòâà âåðøèí V íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåçàâèñèìûõ ïîäìíîæåñòâà (öâå-

òîâûõ êëàññà) C1 è C2. Ðàçáèåíèå V = C1 ∪C2 ïðè C1 ∩C2 = ∅ íàçûâàåòñÿ

2-ðàñêðàñêîé ãèïåðãðàôà H.

Äëÿ çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (3.3)-(3.5), êàê

è ðàíåå â ñëó÷àå çàäà÷è óïàêîâêè ìíîæåñòâà, ââåäåì îáîçíà÷åíèå Ui =

{j | qij ̸= 0, j = 1, . . . , n}, i = 1, . . . ,m. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ïîäìíîæåñòâ Ui ñîäåðæèò äâà èëè áîëåå

ýëåìåíòà (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøàåòñÿ òðèâèàëüíî). Ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 3.1.

Òåîðåìà 3.2. ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ (3.3)-(3.5) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â

2-ðàñêðàøèâàåìîì ãèïåðãðàôå, ãäå 2-ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âõîä-
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íûõ äàííûõ. Êàæäîå ðåáðî â ïîëó÷àåìîì ãèïåðãðàôå ñîäåðæèò íå áîëåå

÷åì Umax âåðøèí, ãäå Umax = maxi=1,...,m |Ui|, è òðóäîåìêîñòü äàííîé ñâî-

äèìîñòè åñòü O(m(2Umax + n)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p1 è p2 � ðîäèòåëüñêèå ðåøåíèÿ â çàäà÷å

áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðàçëè÷èé ìåæäó

ýòèìè ðåøåíèÿìè |D(p1,p2)| ÷åðåç d è ïîñòðîèì ãèïåðãðàô H íà ìíîæå-

ñòâå èç 2d âåðøèí, ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé ïåðåìåííîé xj, j ∈ D(p1,p2) ïàðó

âåðøèí vj, vn+j.

Äëÿ êàæäîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðè i = 1, . . . ,m îñóùåñòâèì

ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé çíà÷åíèé áóëåâûõ ïåðåìåííûõ èç

D(p1,p2), âñòðå÷àþùèõñÿ â äàííîì îãðàíè÷åíèè:

{x ∈ {0, 1}n : xj = 0 ∀j ̸∈ Ui ∩D(p1,p2)}.

Ïóñòü xik, k = 1, . . . , 2|Ui∩D(p1,p2)|, îáîçíà÷àåò k-òûé âåêòîð â ýòîì ìíî-

æåñòâå. Äëÿ êîìáèíàöèè ñ íîìåðîì k â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ i

èç (3.4), ò. å. ïðè ∑
j∈Ui∩D(p1,p2)

qijx
ik
j +

∑
j∈Ui\D(p1,p2)

qijp
1
j > bi,

äîáàâëÿåì â ãèïåðãðàô ðåáðî

eik = {vj : xikj = 1, j ∈ Ui∩D(p1,p2)}∪{vj+n : xikj = 0, j ∈ Ui∩D(p1,p2)}.

(Çàìåòèì, ÷òî ðåáðî eik ñîäåðæèò íå áîëåå |Ui| âåðøèí.) Êðîìå òîãî, äëÿ

êàæäîãî j ∈ D(p1,p2) äîáàâëÿåì d ðåáåð âèäà {vj, vn+j} � ýòî ãàðàíòèðó-

åò, ÷òî îáå âåðøèíû vj è vn+j íå ìîãóò âõîäèòü â íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî

îäíîâðåìåííî.

Åñëè x � äîïóñòèìîå ðåøåíèå ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è (3.3)-(3.5), òî ìíîæå-

ñòâî âåðøèí

S(x) = {vj : xj = 1, j ∈ D(p1,p2)} ∪ {vj+n : xj = 0, j ∈ D(p1,p2)}
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íåçàâèñèìî â H. Ïðè çàäàííîì ìíîæåñòâå âåðøèí S ñîîòâåòñòâóþùèé åìó

âåêòîð x(S) ìîæåò áûòü ïîñòðîåí íàçíà÷åíèåì x(S)j = 1, åñëè vj ∈ S,

j ∈ D(p1,p2) èëè p1j = p2j = 1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x(S)j = 0. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà S, ñîñòîÿùåãî èç d âåðøèí, âåêòîð x(S)

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Âåðøèíàì ãèïåðãðàôà ïðèïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèå âåñà:

w(vj) = cj + λ, w(vn+j) = λ, j ∈ D(p1,p2),

ãäå λ > 2
∑

j∈D(p1,p2) |cj|.

Â ïîñòðîåííîì ãèïåðãðàôå âñÿêîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî íàèáîëü-

øåãî âåñà S∗ ñîäåðæèò ëèáî vj, ëèáî vn+j äëÿ ëþáîãî j ∈ D(p1,p2). Â

ñàìîì äåëå ÇÎÐ èìååò äîïóñòèìîå ðåøåíèå, è ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâó-

åò íåçàâèñèìîìó ìíîæåñòâó ñ âåñîì íå ìåíåå λd. Îäíàêî åñëè íåçàâèñèìîå

ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò íè vj, íè vn+j äëÿ íåêîòîðîãî j, òî åãî âåñ ìåíüøå,

÷åì λd− λ/2.

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî S∗ ñîîòâåòñòâó-

åò äîïóñòèìîìó âåêòîðó x(S∗) ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè

cx(S∗) =
∑

j∈S∗, j≤n

cj +
∑

j ̸∈D(p1,p2)

cjp
1
j = w(S∗)− λd+

∑
j ̸∈D(p1,p2)

cjp
1
j .

Ïðè äåéñòâèè îáðàòíîãî ê x(S) îòîáðàæåíèÿ S(x) âñÿêèé äîïóñòèìûé âåê-

òîð x ïðåîáðàçóåòñÿ â íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ñ âåñîì

w(S(x)) = cx+ λd−
∑

j ̸∈D(p1,p2)

cjp
1
j ,

ïîýòîìó x(S∗) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ÇÎÐ. �
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðåáðî e ∈ H ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû, e = {v},

òî v íå ìîæåò âõîäèòü â êàêîå-ëèáî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Âñå òàêèå

âåðøèíû ñëåäóåò èñêëþ÷èòü èç ãèïåðãðàôà H, ïîñòðîåííîãî â ñâîäèìîñòè

èç òåîðåìû 3.2. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé ãèïåðãðàô ÷åðåçH ′. Åñëè Umax ≤ 2,

òîH ′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîé ãðàô ñ íå áîëåå ÷åì 2d âåðøèíàìè. Òàêèì
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îáðàçîì, ïî òåîðåìå 3.2 ÇÎÐ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì

ìíîæåñòâå â äâóäîëüíîì ãðàôå H ′, êîòîðàÿ ðàçðåøèìà çà âðåìÿ O(d3).

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî îáîáùèòü ðåçóëüòàò èç [122].

Ñëåäñòâèå 3.3. ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

ãäå â êàæäîå íåðàâåíñòâî âõîäèò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ, ðàçðåøèìà

çà âðåìÿ O(|D(p1,p2)|3 +mn).

Óìåñòåí âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè ïðåäîñòàâëåíèÿ âî âõîäíûõ äàí-

íûõ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå âìåñòå ñ ãèïåðãðàôîì H òàêæå è

íåêîòîðîé åãî 2-ðàñêðàñêè (ñì. ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 3.2). Â ÷àñòíîì

ñëó÷àå, êîãäà H ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äâóäîëüíûì ãðàôîì, ðàçáèåíèå ìíî-

æåñòâà åãî âåðøèí íà äîëè (2-ðàñêðàñêà) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ëèíåéíîé òðó-

äîåìêîñòüþ. Â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî, îòûñêàíèå 2-ðàñêðàñêè ìîæåò èìåòü

çíà÷èòåëüíóþ òðóäîåìêîñòü. Èçâåñòíî, ê ïðèìåðó, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè êàæ-

äîå ðåáðî ãèïåðãðàôà ñîñòîèò èç 4-õ âåðøèí, îòûñêàíèå 2-ðàñêðàøèâàíèÿ

äëÿ 2-ðàñêðàøèâàåìîãî ãèïåðãðàôà ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé [206].

3.2.5. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ öåëîãî ðÿäà NP-òðóäíûõ çà-

äà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ìîæåò

áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ àë-

ãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè íàìè áûëè èñïîëüçî-

âàíû èçâåñòíûå ñâîäèìîñòè ìåæäó çàäà÷àìè êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè òðóäîåìêîñòè ðåøåíèÿ çà-

äà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ñ îáùåé òðóäîåìêîñòüþ ÝÀ, íàïðèìåð,

â òåðìèíàõ ñðåäíåãî âðåìåíè ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå

ýòîãî âîïðîñà, îäíàêî òåîðåòè÷åñêèå ïîäõîäû, ïðåäëîæåííûå â [157] è [260]

ìîãóò òàêæå îêàçàòüñÿ ïëîäîòâîðíûìè.
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3.3. NP-òðóäíûå ñëó÷àè

3.3.1. Çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè-

÷åííûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ â êàæäîì íåðàâåíñòâå

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, îïòèìàëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ äëÿ çàäà÷

áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé î íåçàâèñèìîì

ìíîæåñòâå â ãèïåðãðàôàõ ïðè çàäàííîé 2-ðàñêðàñêå. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ÿâ-

ëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 3.3. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíî-

æåñòâà â ãèïåðãðàôå, ãäå ðåáðà èìåþò ìîùíîñòü, ðàâíóþ 3, ÿâëÿåòñÿ

NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, äàæå ïðè çàäàííîé 2-ðàñêðàñêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å NP-òðóäíóþ â

ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷ó î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â ïðîñòîì ãðàôå [27].

Ïóñòü äàí ãðàô G = (V,E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {v1, . . . , vn} è ìíî-

æåñòâîì ðåáåð E. Ðàññìîòðèì ãèïåðãðàô H = (V ′, E ′) íà ìíîæåñòâå âåð-

øèí V ′ = {v1, . . . , v2n}, ãäå äëÿ êàæäîãî ðåáðà e = {vi, vj} ∈ E èìååòñÿ n

ðåáåð âèäà {vi, vj, vn+k}, k = 1, . . . , n, â E ′. Äëÿ ýòîãî ãðàôà 2-ðàñêðàñêà

îáðàçóåòñÿ öâåòîâûìè êëàññàìè C1 = V è C2 = {vn+1, . . . , v2n}. Ëþáîå èç

íàèáîëüøèõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ýòîì ãèïåðãðàôå ñîñòîèò èç ìíîæå-

ñòâà âåðøèí {vn+1, . . . , v2n} â îáúåäèíåíèè ñ íåêîòîðûì íàèáîëüøèì íåçà-

âèñèìûì ìíîæåñòâîì S∗ ãðàôà G. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå èç íàèáîëüøèõ

íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ äëÿ H ýôôåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ â íåêîòîðîå íàè-

áîëüøåå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî äëÿ G, âû÷èñëåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé NP-òðóäíóþ çàäà÷ó. �
Çàäà÷à îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â ãèïåðãðà-

ôå H = (V,E) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à áóëåâîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ

max
{∑n

j=1 xj : Qx ≤ b, x ∈ {0, 1}n
}
, (3.22)
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ãäå m = |E|, n = |V |, bi = |ei| − 1, i = 1, . . . ,m, è qij = 1 â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, êîãäà vj ∈ ei, èíà÷å qij = 0. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà H ÿâëÿ-

åòñÿ 2-ðàñêðàøèâàåìûì, âåêòîðû p1 è p2 ìîãóò áûòü çàäàíû êàê èíäèêà-

òîðû öâåòîâûõ êëàññîâ C1 è C2 êàêîé-ëèáî 2-ðàñêðàñêè. Â òàêîì ñëó÷àå

D(p1,p2) = {1, . . . , n} è ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ (3.22) îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â

ãèïåðãðàôå H ñ çàäàííîé 2-ðàñêðàñêîé. Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 3.3 ýòî âëå÷åò

Ñëåäñòâèå 3.4. ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå, äàæå åñëè |Ui| = 3 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m,

cj = 1 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n è ìàòðèöà Q ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö.

3.3.2. Çàäà÷è îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå è îäíîìåðíîé

óïàêîâêå â êîíòåéíåðû

Íèæå áóäåò ðàññìîòðåíà ñëîæíîñòü ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è îá îäíîìåðíîì

áóëåâîì ðþêçàêå (ñì. ðàçäåë 1.1). Â ïîñòàíîâêå áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ ýòà çàäà÷à èìååò âèä

max {cx : ax ≤ A,x ∈ {0, 1}n} , (3.23)

ãäå c = (c1, . . . , cn), a = (a1, . . . , an), aj ≥ 0, cj ≥ 0, j = 1, . . . , n, è A ≥ 0

öåëî÷èñëåíû.

Êðîìå òîãî, çäåñü áóäåò ðàññìîòðåíà ñëîæíîñòü ÇÎÐ äëÿ ñëåäóþ-

ùåé çàäà÷è îá îäíîìåðíîé óïàêîâêå â êîíòåéíåðû. Çàäàí ðàçìåð êîíòåé-

íåðà A è k öåëûõ ÷èñåë a1, . . . , ak, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðàçìåðû ïðåäìå-

òîâ, ai ≤ A, i = 1, . . . , k. Òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü ïðåäìåòû â ìèíèìàëüíîå

÷èñëî êîíòåéíåðîâ, ÷òîáû ñóììà ðàçìåðîâ ïðåäìåòîâ â êàæäîì êîíòåéíåðå

íå ïðåâûøàëà âåëè÷èíû A.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå çàäà÷è

öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè [56].
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Ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ.

Ïóñòü áóëåâà ïåðåìåííàÿ yj ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì èñïîëüçîâàíèÿ

êîíòåéíåðà ñ íîìåðîì j, j = 1, . . . , k, à áóëåâà ïåðåìåííàÿ xij � èíäè-

êàòîðîì óïàêîâêè ïðåäìåòà i â êîíòåéíåð j ïðè i, j = 1, . . . , k. Òðåáóåòñÿ

íàéòè

min
k∑

j=1

yj (3.24)

ïðè óñëîâèÿõ
k∑

j=1

xij = 1, i = 1, . . . , k, (3.25)

k∑
i=1

aixij ≤ A, j = 1, 2, . . . , k, (3.26)

yj ≥ xij, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , k, (3.27)

xij, yj ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , k, j = 1, 2, . . . , k. (3.28)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîäèðîâêè ðåøåíèé äàííîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî

óêàçàòü ëèøü ìàòðèöó íàçíà÷åíèé (xij), òàê êàê âåêòîð (y1, . . . , yk),

ñîîòâåòñòâóþùèé òàêîé ìàòðèöå, âû÷èñëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Äàëåå áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îäíîìåðíîé óïàêîâêå â êîíòåéíåðû

êîäèðóþòñÿ ïîñðåäñòâîì k × k-ìàòðèöû íàçíà÷åíèé.

Äëÿ àíàëèçà ñëîæíîñòè ÇÎÐ äëÿ çàäà÷ îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþê-

çàêå è îäíîìåðíîé óïàêîâêå â êîíòåéíåðû íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî ñâîéñòâî

çàäà÷è î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ, óïîìèíàåìîå â ðàáîòå Ï. Øóðìàí è Ã. Âî-

åãèíãåðà [283], ôîðìóëèðóåìîå çäåñü êàê

Ëåììà 3.1. Ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ

ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíûì: äàíî 2m íàòóðàëüíûõ ÷èñåë αj, j = 1, . . . , 2m, òà-



135

êèõ ÷òî
B

m+ 1
< αj <

B

m− 1
, j = 1, . . . , 2m, (3.29)

ãäå B =
∑2m

j=1 αj/2, è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè òàêîé âåê-

òîð x ∈ {0, 1}2m, ÷òî
2m∑
j=1

αjxj = B. (3.30)

Äîêàçàòåëüñòâî. NP-ïîëíîòà äàííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è î ðàç-

áèåíèè ïðåäìåòîâ ìîæåò áûòü ïîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ñâîäèìîñòè ê íåìó ñëå-

äóþùåé NP-ïîëíîé ìîäèôèêàöèè çàäà÷è î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ [27]: äàíî

ìíîæåñòâî èç 2m íàòóðàëüíûõ ÷èñåë α′
j, j = 1, . . . , 2m, è òðåáóåòñÿ ðàñïî-

çíàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî x ∈ {0, 1}2m, ÷òî
2m∑
j=1

xj = m è
2m∑
j=1

α′
jxj =

1

2

2m∑
j=1

α′
j. (3.31)

Ñâîäèìîñòü ñîñòîèò â íàçíà÷åíèè αi = α′
i +M, i = 1, . . . , 2m, ïðè äîñòà-

òî÷íî áîëüøîì öåëî÷èñëåííîì çíà÷åíèè M , íàïðèìåð, M = 2m ·max{α′
j :

j = 1, . . . , 2m}. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå (3.29), à òàêæå

ýêâèâàëåíòíîñòü (3.31) è (3.30) ïðè äàííîì íàáîðå αi.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íàðÿäó ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè

ðàññìàòðèâàåòñÿ îñëàáëåííûé åå âàðèàíò â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî NP-òðóäíîñòü

îñëàáëåííîé ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è îá îäíîìåðíîì ðþêçàêå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü

èíòåðåñ â ðàçäåëå 5.2.

Òåîðåìà 3.3. ÇÎÐ è îñëàáëåííàÿ ÇÎÐ äëÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ î áóëåâîì

ðþêçàêå è îá óïàêîâêå â êîíòåéíåðû ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è î áóëåâîì ðþêçà-

êå (3.23). Îáîñíîâàíèå NP-òðóäíîñòè äàííîé ÇÎÐ îñíîâàíî íà ïîëèíîìè-

àëüíîì ñâåäåíèè ê íåé (ïî Òüþðèíãó) NP-ïîëíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ ñ óñëîâèåì (3.29). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî m > 2.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàäà÷à î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ ñ óñëîâèåì (3.29)

èìååò îòâåò ¾äà¿, òî ñóùåñòâóåò âåêòîð x′ ∈ {0, 1}2m, òàêîé ÷òî
∑2m

i=1 αix
′
i =

B, è òàê êàê B/(m + 1) < αi < B/(m − 1), i = 1, . . . , 2m, òî äàííûé âåê-

òîð ñîäåðæèò ðîâíî m åäèíèö. Ïîñêîëüêó m > 2, âåêòîð x′ ñîäåðæèò ìå-

íåå 2m− 2 åäèíèö. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â çàäà÷å î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ

îòâåò ¾íåò¿, òî âåêòîðà óêàçàííîãî âèäà íå ñóùåñòâóåò.

Ïðè ñâåäåíèè çàäà÷è î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ ê ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è î ðþê-

çàêå âûïîëíÿåòñÿ ïåðåáîð ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïàð ðîäè-

òåëüñêèõ ðåøåíèé (è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÇÎÐ). Ïîëàãàåì n = 2m, A = B

è cj = aj = αj, j = 1, . . . , n, è îñóùåñòâëÿåì ïåðåáîð âñåõ èç
(
2m
2

)
âîçìîæ-

íûõ ôèêñàöèé ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì êàæäîé ïàðû ïåðåìåííûõ ñ èíäåêñà-

ìè {iℓ, jℓ}, ℓ = 1, . . . ,
(
2m
2

)
. Äëÿ ôèêñàöèè ïåðåìåííûõ ñ íîìåðàìè iℓ, jℓ

íàçíà÷àåì p1iℓ = p2jℓ = 0 è çàïîëíÿåì îñòàëüíûå ïîçèöèè j ̸∈ {iℓ, jℓ} òàê,

÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà p1j + p2j = 1 è â êàæäîì èç ðîäèòåëüñêèõ

ðåøåíèé áûëî áû ïî m − 1 åäèíèöå (ðîäèòåëüñêèå ðåøåíèÿ áóäóò äîïó-

ñòèìûìè, òàê êàê aj < A/(m− 1), j = 1, . . . , n). Ëó÷øåå èç îïòèìàëüíûõ

çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ïîñòðîåííûõ ÇÎÐ áóäåò ðàâíî A â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà â çàäà÷å î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ îòâåò ¾äà¿. Îò-

ñþäà ñëåäóåò NP-òðóäíîñòü ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è î ðþêçàêå.

NP-òðóäíîñòü îñëàáëåííîé ÇÎÐ äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òîé æå ñâî-

äèìîñòè ââèäó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïîëó÷àåìûõ ÇÎÐ

è èõ îñëàáëåííûõ âàðèàíòîâ ñîâïàäàþò.

2. Äîêàçàòåëüñòâî NP-òðóäíîñòè ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è îá îäíîìåðíîé óïà-

êîâêå â êîíòåéíåðû îñíîâûâàåòñÿ íà àíàëîãè÷íîé (íî áîëåå òðóäîåìêîé)

ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ ñ

óñëîâèåì (3.29). Ïðè ýòîì ïîëàãàåì k = 2m, A = B, è ai = αi, i = 1, . . . , k.

Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m > 4.

Ïðè ñâåäåíèè îñóùåñòâëÿåì ïåðåáîð ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà ðàçëè÷-

íûõ ïàð ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé, âûáèðàÿ èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû 2m− 4
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ïðåäìåòà â ðåøåíèè-ïîòîìêå çàâåäîìî îêàçûâàëèñü áû â ïåðâûõ äâóõ êîí-

òåéíåðàõ, ïðè÷åì äâà âûäåëåííûõ ïðåäìåòà â îáÿçàòåëüíîì ïîðÿäêå ïî-

ìåùàëèñü áû âî âòîðîé êîíòåéíåð, à ÷åòûðå ïðåäìåòà ìîãëè áû îêàçàòüñÿ

ëèáî â ïåðâîì, ëèáî â òðåòüåì êîíòåéíåðå. Îïèøåì ñâîäèìîñòü ïîäðîáíåå.

Ïóñòü ïîäîáíî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðå-

áîð âñåõ
(
2m
2

)
ïàð ïðåäìåòîâ {iℓ, i′ℓ}, ℓ = 1, . . . ,

(
2m
2

)
, ñ öåëüþ ôèêñà-

öèè íóëåâûõ çíà÷åíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ èç ïåðâîãî ñòîëá-

öà {xiℓ,1, xi′ℓ,1}. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû ïðåäìåòîâ äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïåðåáîð âñåõ
(
2m−2

2

)
ïàð {ur, u′r}, r = 1, . . . ,

(
2m−2

2

)
, èç îñòàâøèõñÿ ïðåä-

ìåòîâ. Ïîñëå âûáîðà {iℓ, i′ℓ} è {ur, u′r} îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåáîð âñåõ
(
2m−4

2

)
ïàð {vs, v′s}, s = 1, . . . ,

(
2m−4

2

)
èç îñòàâøèõñÿ ïðåäìåòîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè çàäàííûõ ℓ, r è s â ðåøåíèè-ïîòîìêå ïðåäìåòû

{iℓ, i′ℓ} íàõîäèëèñü âî âòîðîì êîíòåéíåðå, à ïðåäìåòû ur, u
′
r, vs, v

′
s ìîãëè

îêàçàòüñÿ òîëüêî â ïåðâîì èëè òðåòüåì êîíòåéíåðå, îïðåäåëèì ïàðó ðîäè-

òåëüñêèõ ðåøåíèé p1 = (p1ij) è p2 = (p2ij) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â ïåðâîì ñòîëáöå ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé ïîëîæèì

p1iℓ,1 = p1i′ℓ,1 = p2iℓ,1 = p2i′ℓ,1 = 0,

p1ur,1
= p1u′

r,1
= 1, p2ur,1

= p2u′
r,1

= 0,

p1vs,1 = p1v′s,1 = 0, p2vs,1 = p2v′s,1 = 1

è çàïîëíèì îñòàëüíûå ïîçèöèè i ̸∈ {iℓ, i′ℓ, ur, u′r, vs, v′s} òàê, ÷òîáû âûïîë-

íÿëèñü ðàâåíñòâà p1i,1 + p2i,1 = 1 è ïðè ýòîì â êàæäîì èç ðîäèòåëüñêèõ

ðåøåíèé â ïåðâîì ñòîëáöå áûëî áû ïî m− 1 åäèíèöå. Òàêèå ðîäèòåëüñêèå

ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ (3.26) äëÿ êîíòåéíåðà j = 1, òàê êàê

ai < A/(m− 1), i = 1, . . . , k.

Ïóñòü âòîðîé ñòîëáåö â êàæäîì èç ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé çàïîëíåí

òàê æå, êàê ïåðâûé ñòîëáåö äðóãîãî ðîäèòåëüñêîãî ðåøåíèÿ, çà èñêëþ÷å-

íèåì ñëåäóþùèõ øåñòè êîìïîíåíò. Âî-ïåðâûõ, äâà åäèíè÷íûõ ýëåìåíòà

â ñòðîêàõ vs è v′s ðîäèòåëüñêîãî ðåøåíèÿ p1 âìåñòî ñòîëáöà j = 2 ïîìå-
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ùàþòñÿ â ñòîëáåö j = 3. Âî-âòîðûõ, äâà åäèíè÷íûõ ýëåìåíòà â ñòðîêàõ

ur è u′r ðîäèòåëüñêîãî ðåøåíèÿ p2 âìåñòî ñòîëáöà j = 2 ïîìåùàþòñÿ â

ñòîëáåö j = 3. Â-òðåòüèõ, â ñòîëáåö j = 2 îáîèõ ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé

äîáàâëÿþòñÿ åäèíè÷íûå ýëåìåíòû â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè iℓ, i′ℓ.

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì èç ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé âî âòîðîì ñòîëá-

öå ñîäåðæèòñÿ ïî m − 1 åäèíèöå, ïîýòîìó óñëîâèå (3.26) äëÿ êîíòåéíå-

ðà j = 2 â îáîèõ ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèÿõ âûïîëíÿåòñÿ òàê æå, êàê è

â ñëó÷àå j = 1. Äëÿ êîíòåéíåðà j = 3 äàííîå óñëîâèå âåðíî, òàê êàê

ai < A/4, i = 1, . . . , k ïðè m > 4. Çàìåòèì, ÷òî â äîïóñòèìûõ ðåøåíè-

ÿõ ÇÎÐ, ñîîòâåòñòâóþùåé íàáîðó èíäåêñîâ ℓ, r, s, ïðåäìåòû iℓ, i
′
ℓ ïîïàäóò

âî âòîðîé êîíòåéíåð â îáÿçàòåëüíîì ïîðÿäêå, à ïðåäìåòû ur, u′r, vs è v
′
s

îêàæóòñÿ ëèáî â ïåðâîì, ëèáî â òðåòüåì êîíòåéíåðå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â çàäà÷å î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ îòâåò ¾äà¿, òî â

îäíîé èç ïîñòðîåííûõ ÇÎÐ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò ðàâíî 2. Äåé-

ñòâèòåëüíî, â òàêîì ñëó÷àå â âåêòîðå x′, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ (3.30),

ñóùåñòâóþò äâå ïîçèöèè î, ī, òàêèå ÷òî x′
î
= x′

ī
= 0. Êðîìå òîãî, ñóùå-

ñòâóþò ÷åòûðå ïîçèöèè û, ū, v̂ è v̄, òàêèå ÷òî x′û = x′ū = x′v̂ = x′v̄ = 1, òàê

êàê äàííûé âåêòîð ñîäåðæèò íå ìåíåå m åäèíèö. Cîîòâåòñòâóþùàÿ ÇÎÐ

ïðè {iℓ, i′ℓ} = {̂i, ī}, {ur, u′r} = {û, ū} è {vs, v′s} = {v̂, v̄} èìååò äîïóñòèìîå

ðåøåíèå (x′ij), ãäå ïåðâûé ñòîëáåö ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì x′, âòîðîé ñòîë-

áåö ñîäåðæèò ýëåìåíòû x′i2 = 1 − x′i, i = 1, . . . , k, à âñå ïðî÷èå ñòîëáöû �

íóëåâûå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗ij â îäíîé èç ïî-

ñòðîåííûõ ÇÎÐ èìååò çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ðàâíîå 2, òî, ïîëàãàÿ

xi = x∗i1, i = 1, . . . , k, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (3.30).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó

NP-òðóäíîãî ïî ëåììå 3.1 ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ

ê ÇÎÐ äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è îá óïàêîâêå â êîíòåéíåðû.

NP-òðóäíîñòü îñëàáëåííîé ÇÎÐ, êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è î ðþêçàêå,
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ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïîëó÷àåìûõ ÇÎÐ è

èõ îñëàáëåííûõ âàðèàíòîâ.

3.3.3. Çàäà÷è î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè è ðàçìåùåíèè ïðîèçâîä-

ñòâà

Ñëåäóþùèé ïðèìåð NP-òðóäíîé ÇÎÐ ïîðîæäàåòñÿ çàäà÷åé î íàè-

ìåíüøåì ïîêðûòèè, êîòîðàÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé

çàäà÷è (3.3)-(3.5):

min {cx : Qx ≥ e, x ∈ {0, 1}n} , (3.32)

ãäå Q � ìàòðèöà èç íóëåé è åäèíèö ðàçìåðíîñòè m × n; c = (c1, . . . , cn),

cj ≥ 0, j = 1, . . . , n. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-

íèé ñ ïîìîùüþ âåêòîðà x. Ïðè çàäàííîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å î íàè-

ìåíüøåì ïîêðûòèè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íîâàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à î

íàèìåíüøåì ïîêðûòèè, ñîäåðæàùàÿ óäâîåííûé íàáîð ñòîëáöîâ â ìàòðèöå,

ò. å. Q′ = (QQ) è óäâîåííûé âåêòîð c′ = (c1, . . . , cn, c1, . . . , cn). Èíäèâè-

äóàëüíàÿ çàäà÷à NP-òðóäíîé çàäà÷è î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè (3.32) ýêâè-

âàëåíòíà ÇÎÐ äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè, ãäå

âõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (m × 2n)-ìàòðèöó Q′, 2n-âåêòîð c′ è ïàðó äîïó-

ñòèìûõ ðåøåíèé p1,p2, ãäå p1j = 1, p2j = 0 äëÿ j = 1, . . . , n è p1j = 0, p2j = 1

äëÿ j = n+ 1, . . . , 2n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è î íàèìåíüøåì

ïîêðûòèè ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ÇÎÐ ìîæåò áûòü áîëåå

ñëîæíîé, ÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à (â ïðåäïîëîæåíèè P ̸= NP). Ïðîèëëþñòðè-

ðóåì ýòî íà ïðèìåðå çàäà÷è î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè. Ðàññìîòðèì ñóæå-

íèå çàäà÷è, ïðè êîòîðîì qi,1 = 1, i = 1, . . . ,m; c1 = 0. Î÷åâèäíî, âåêòîð

x = (1, 0, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ ýòîãî êëàññà èí-

äèâèäóàëüíûõ çàäà÷. Îäíàêî óæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ãäå p11 = p21 = 0, ÇÎÐ

îêàçûâàåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé.
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Çàäà÷à î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè ýôôåêòèâíî ñâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøåé

çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà (1.1) � (1.2) � ñì., íàïðèìåð, [12, 232].

Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòè m è n â îáåèõ çàäà÷àõ èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ,

Ci = ci äëÿ i = 1, . . . , n, è

cij =


∑n

k=1 ck + 1, åñëè qij = 0,

0, åñëè qij = 1,
ïðè i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Âåêòîð x∗ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è áóäåò îïòèìàëüíûì ðå-

øåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé äëÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèç-

âîäñòâà îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì âåêòîðîì x, òî óêàçàííàÿ ñâîäèìîñòü óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 3.2. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ïîëó÷àåìûõ

ðåøåíèé ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà β(Sol1(I)) õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè fsplp(x) <
∑n

j=1 cj + 1,

ãàðàíòèðóþùèì âûïîëíåíèå âñåõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è î íàèìåíüøåì ïî-

êðûòèè. Òàêèì îáðàçîì, ê ðàññìàòðèâàåìîé ÇÎÐ ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ

NP-òðóäíàÿ çàäà÷à, à çíà÷èò, èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 3.4. ÇÎÐ äëÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîä-

ñòâà (1.1) � (1.2) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé.

Èçâåñòíàÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê ìîäè-

ôèêàöèÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà: äîñòàòî÷íî ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî âñå Ck = 0, è äîáàâèòü â çàäà÷ó îãðàíè÷åíèå
∑n

i=1 xi = p,

ãäå p ∈ {1, . . . , n} � ïàðàìåòð, ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòüþ âõîäíûõ äàííûõ.

Óòâåðæäåíèå 3.5. ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå ñ êîäèðîâêîé ðåøåíèé

âåêòîðîì îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [110] ïðåäëîæåíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäè-

ìîñòü NP-òðóäíîé çàäà÷è î ðàçáèåíèè ãðàôà ê êëàññó çàäà÷ î p-ìåäèàíå,

ãäå p = n/2 è ïðè ýòîì n ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííûé
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êëàññ çàäà÷ î p-ìåäèàíå òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíûì. Ðàññìîòðèì ÇÎÐ

äëÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå èç ýòîãî êëàññà ñ ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèé âåê-

òîðîì îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé x. Ïóñòü ðîäèòåëüñêèå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

p1 = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0), p2 = (0, . . . , 0, 1, . . . , 1) è ñîäåðæàò ïî n/2 åäèíèö.

Ïîëó÷àåìàÿ ÇÎÐ ýêâèâàëåíòíà ïîðîæäàþùåé åå çàäà÷å î p-ìåäèàíå. �

3.3.4. Çàäà÷à ìàêñèìàëüíîé âûïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé ôîðìó-

ëû

Çàäà÷à ìàêñèìàëüíîé âûïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû � îäíà èç

êëàññè÷åñêèõ NP-òðóäíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [27]. Äàíà

ëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà â âèäå êîíúþíêöèè ñêîáîê c1, . . . , cM , ãäå êàæäàÿ

ñêîáêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (ò. å. ïåðå-

ìåííûõ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ ¾èñòèíà¿ èëè ¾ëîæü¿) èëè èõ îòðèöàíèé.

Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî âûïîëíåííûõ ñêîáîê.

Ïóñòü n � ÷èñëî ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó. Íàè-

áîëåå åñòåñòâåííîå è êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé äëÿ äàííîé çà-

äà÷è ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè âåêòîðà x ∈ {0, 1}n, êàæäàÿ êîìïîíåíòà

êîòîðîãî ñîïîñòàâëÿåòñÿ îäíîé èç ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è ðàâíà 0, åñ-

ëè ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò çíà÷åíèå ¾ëîæü¿, èëè 1, åñëè ëîãè÷åñêàÿ

ïåðåìåííàÿ èìååò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿. ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è âûïîëíèìîñòè ëîãè-

÷åñêîé ôîðìóëû ñ òàêèì ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé NP-

òðóäíóþ çàäà÷ó. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàññìîòðèì ïàðó ðîäèòåëüñêèõ

ðåøåíèé, ãäå p1j + p
2
j = 1 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, çàäàþùóþ èíäèâèäóàëüíóþ

çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè. Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé çà-

äà÷å ìàêñèìàëüíîé âûïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû.

3.3.5. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà (ñì. ðàçäåë 1.1) ñ òî÷êè çðåíèÿ

ñëîæíîñòè ÇÎÐ. Â îáùåì ñëó÷àå äîïóñòèìîå ðåøåíèå, ò. å. ìàðøðóò êîì-
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ìèâîÿæåðà � ãàìèëüòîíîâ êîíòóð â ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå áåç

ïåòåëü è êðàòíûõ äóã ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì äóã A, ãäå

äëèíà äóãè (i, j) ∈ A, ðàâíà cij. Â ñèììåòðè÷åñêîì æå ñëó÷àå íàïðàâëå-

íèå îáõîäà íå èìååò çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó ìàðøðóòîì êîììèâîÿæåðà ÿâëÿåòñÿ

ãàìèëüòîíîâ öèêë â ïîëíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G ñ òåì æå ìíîæå-

ñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E, ãäå äëèíà ðåáðà {i, j} åñòü cij = cji.

Äàëåå îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí |V | ÷åðåç n̂.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, ñäåëàííîìó â ðàçäåëå 1.1, ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà Sol(I) â îáùåì ñëó÷àå ÇÊ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðîêó, ãäå ïîñëåäîâà-

òåëüíî çàïèñàíû êîìïîíåíòû ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè, îòâå÷àþùåé ìàðøðó-

òó êîììèâîÿæåðà. Çàìåòèì, ÷òî â ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå äëÿ êîäèðîâêè

ðåøåíèÿ íåò íàäîáíîñòè â ýëåìåíòàõ, íàõîäÿùèõñÿ íàä ãëàâíîé äèàãîíà-

ëüþ ýòîé ìàòðèöû. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå n = n̂2, à â ñèììåòðè-

÷åñêîì ñëó÷àå n = n̂(n̂+ 1)/2. ÇÎÐ äëÿ ÇÊ ñ äàííûì ñïîñîáîì êîäèðîâêè

ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ìàðøðóòà êîììè-

âîÿæåðà, ñîâïàäàþùåãî ñ äâóìÿ ðîäèòåëüñêèìè äîïóñòèìûìè ðåøåíèÿìè

ïî òåì äóãàì (èëè ðåáðàì), ïî êîòîðûì ïðîõîäÿò îáà ðîäèòåëüñêèõ ðåøå-

íèÿ, è íå ïðîõîäÿùåãî ïî äóãàì (èëè ðåáðàì), îòñóòñòâóþùèì â îáîèõ èç

íèõ.

Îïåðàòîðû îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷, ãäå ìíîæåñòâî äî-

ïóñòèìûõ ðåøåíèé ñîñòàâëÿþò ïåðåñòàíîâêè, ïðèìåíÿëè â ñâîèõ ðàáîòàõ

Ì. ßãèóðà è Ò. Èáàðàêè [294], Ê. Êîòòà, Å. Àëáà è Äæ.Ì. Òðîéà [149],

Â. Êóê è Ï. Ñåéìóð [147], Ä. Óèòëè, Ä. Õàéíñ è À. Õîóâå [292] è äðóãèå àâòî-

ðû. Ôîðìóëèðîâêè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ðåêîìáèíàöèè â [42,147,149,294]

íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ îò ÇÎÐ, ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü. Íàïðèìåð, â [147]

èññëåäîâàíà îñëàáëåííàÿ ÇÎÐ, ðåøåíèå êîòîðîé ñòðîèòñÿ íà ìíîæåñòâå ðå-

áåð, âõîäÿùèõ õîòÿ áû â îäíî èç ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé. Â ðàáîòå [42] äëÿ

çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ìíîãîïðîäóêòîâîãî ïðîèçâîäñòâà ñ ãðóï-

ïèðîâêîé ìàøèí ïî òåõíîëîãèÿì ïðåäëîæåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîì-
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áèíàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåäâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé, ãäå ãåíû

ñîîòâåòñòâóþò ïîçèöèÿì â ðàñïèñàíèè, à èõ çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ íîìåðà

òåõíîëîãèé. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà Þ.Â. Êîâàëåíêî [43], äàííàÿ ÇÎÐ

ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Íèæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ À. Èòàè, Õ. Ïàïàäèìèòðèó è

Äæ. Øâàðöôèòåðà [217] ïîêàçàíà NP-òðóäíîñòü çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðå-

êîìáèíàöèè â ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå. Çäåñü òàêæå äîêàçàíà NP-òðóäíîñòü

îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè â îáùåì ñëó÷àå ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíîé

èäåè ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ â çàäà÷ó êîììèâîÿæå-

ðà [27]. Â çàâåðøåíèå ïðåäëîæåíû ñâîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ê

çàäà÷å êîììèâîÿæåðà íà ãðàôàõ ñî ñòåïåíüþ âåðøèí íå áîëåå ÷åì 4 â ñèì-

ìåòðè÷åñêîì è íå áîëåå ÷åì 3 � â îáùåì ñëó÷àå. Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ ìî-

æåò áûòü ïîëó÷åíî, íàïðèìåð, àëãîðèòìàìè Ä. Ýïïøòåéíà [171], èìåþùè-

ìè îöåíêè òðóäîåìêîñòè ñóùåñòâåííî íèæå, ÷åì èçâåñòíàÿ îöåíêà O(n̂22n̂)

àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ì. Õåëüäà è Ð. Êàðïà [211].

Ñèììåòðè÷åñêèé ñëó÷àé

Â [217] äîêàçàíà NP-ïîëíîòà çàäà÷è ïðîâåðêè ñâîéñòâà ãàìèëüòîíîâî-

ñòè ðåøåòî÷íûõ ãðàôîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ãðàô G′ = (V ′, E ′) ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèí V ′ è ìíîæåñòâîì ðåáåð E ′ íàçûâàåòñÿ ðåøåòî÷íûì, åñëè åãî âåð-

øèíû èìåþò âèä v = (xv, yv) è ëåæàò íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè â òî÷êàõ ñ

öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè (xv, yv) ∈ Z2, ïðè÷åì ïàðà âåðøèí ñîåäèíå-

íà ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè

ðàâíî 1. Áóäåì íàçûâàòü ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû â Z2 ñ ðàâíûìè ïåð-

âûìè êîîðäèíàòàìè, âåðòèêàëüíûìè; ðåáðà æå, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû ñ

ðàâíûìè âòîðûìè êîîðäèíàòàìè, � ãîðèçîíòàëüíûìè.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî |V ′| > 4, ãðàô G′ ñâÿçåí è íå èìååò ìîñòîâ

(â èñêëþ÷àåìûõ èç ðàññìîòðåíèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðêà ãàìèëüòîíî-

âîñòè âûïîëíèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ). Ïîñòðîèì ñâîäèìîñòü çàäà÷è
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Ðèñ. 3.1. Ïðèìåð ïàðû ðîäèòåëüñêèõ ìàðøðóòîâ ïðè ñâîäèìîñòè çàäà÷è

ðàñïîçíàâàíèÿ ãàìèëüòîíîâîñòè ðåøåòî÷íîãî ãðàôà ê çàäà÷å îïòèìàëüíîé

ðåêîìáèíàöèè â ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå.

ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà ãàìèëüòîíîâîñòè ðåøåòî÷íîãî ãðàôà G′ ê çàäà÷å

îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè íà íåêîòîðîì âçâåøåííîì ïîëíîì íåîðèåíòè-

ðîâàííîì ãðàôå G = (V,E), ãäå V = V ′.

Ïóñòü âåñà ðåáåð cij â ãðàôå G îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñ-

ëè ïàðà âåðøèí {vi, vj} ñîåäèíåíà ðåáðîì â G′, òî cij = 0. Âñåì äðóãèì

ðåáðàì â G ïðèïèñàí âåñ, ðàâíûé 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà ðîäèòåëü-

ñêèõ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà íà ãðàôå G (ïðèìåð ãðàôà G′ è äâóõ

ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé ïðèâîäèòñÿ íà Ðèñóíêå 3.1).

Ïóñòü ymin = minv∈V ′ yv, ymax = maxv∈V ′ yv. Äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåí-

íîãî y ∈ {ymin, . . . , ymax} îáîçíà÷èì ÷åðåç P y ãîðèçîíòàëüíóþ öåïü, ïðî-
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õîäÿùóþ ìîíîòîííî ïî âîçðàñòàíèþ êîîðäèíàòû x ïî âåðøèíàì v ∈ V ′,

òàêèì ÷òî yv = y. Ïóñòü ïåðâûé ðîäèòåëüñêèé ìàðøðóò ñëåäóåò ïî öå-

ïÿì P ymin, P ymin+1, . . . , P ymax, ïåðåõîäÿ ñ ïðàâîãî êîíöà êàæäîé öåïè P y ïðè

y < ymax íà ëåâûé êîíåö öåïè P y+1. Çàìåòèì, ÷òî òàêèå ïåðåõîäû íèãäå

íå âûïîëíÿþòñÿ ïî âåðòèêàëüíûì ðåáðàì ââèäó òîãî, ÷òî ãðàô G′ íå èìå-

åò ìîñòîâ. Äëÿ çàìûêàíèÿ êîíñòðóêöèè â öèêë ñîåäèíèì ðåáðîì ïðàâûé

êîíåö vTR öåïè P ymax ñ ëåâûì êîíöîì vBL öåïè P ymin.

Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì âòîðîé ðîäèòåëüñêèé ìàðøðóò èç âåðòèêàëü-

íûõ öåïåé. Ïóñòü xmin = minv∈V ′ xv, xmax = maxv∈V ′ xv. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî

x ∈ {xmin, . . . , xmax} îáîçíà÷èì ÷åðåç Qx âåðòèêàëüíóþ öåïü, ïðîõîäÿùóþ

ìîíîòîííî ïî y ïî âåðøèíàì v ∈ V ′, òàêèì ÷òî xv = x. Âòîðîé ðîäè-

òåëüñêèé ìàðøðóò ñëåäóåò ïî öåïÿì Qxmin, Qxmin+1, . . . , Qxmax, ïåðåõîäÿ ñ

íèæíåãî êîíöà êàæäîé öåïè Qx ïðè x < xmax ê âåðõíåìó êîíöó öåïè Qx+1.

Óêàçàííûå ïåðåõîäû íèãäå íå âûïîëíÿþòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíûì ðåáðàì,

òàê êàê ãðàô G′ íå èìååò ìîñòîâ. Íèæíèé êîíåö vRB öåïè Qxmax ñîåäèíèì

ñ âåðõíèì êîíöîì vLT öåïè Qxmin.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé è âòîðîé öèêëû íå èìåþò îáùèõ ðåáåð. Äåé-

ñòâèòåëüíî, îáùèå íàêëîííûå ðåáðà èñêëþ÷àþòñÿ, òàê êàê V ′ íå ìîæåò

ñîñòîÿòü èç âåðøèí åäèíè÷íîãî êâàäðàòà (|V ′| > 4). Ãîðèçîíòàëüíûå ðåá-

ðà ïðèíàäëåæàò òîëüêî ïåðâîìó ìàðøðóòó çà èñêëþ÷åíèåì òîé ñèòóàöèè,

êîãäà yvRB
= yvLT è çàìûêàþùåå ðåáðî {vRB, vLT} âòîðîãî ìàðøðóòà ðàñïî-

ëîæåíî ãîðèçîíòàëüíî. Íî åñëè áû â ýòîé ñèòóàöèè è ïåðâûé ðîäèòåëüñêèé

ìàðøðóò èìåë ðåáðî {vRB, vLT}, òî äàííîå ðåáðî ÿâëÿëîñü áû ìîñòîì ãðà-

ôà G′. Ñëåäîâàòåëüíî, ðîäèòåëüñêèå ìàðøðóòû ïî ãîðèçîíòàëüíûì ðåáðàì

íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Òàêæå è âåðòèêàëüíûå ðåáðà ïðèíàäëåæàò òîëüêî

âòîðîìó ìàðøðóòó çà èñêëþ÷åíèåì ñèòóàöèè, êîãäà xvTR
= xvBL

è çàìû-

êàþùåå ðåáðî {vTR, vBL} ïåðâîãî ìàðøðóòà ðàñïîëîæåíî âåðòèêàëüíî. Íî

â ýòîé ñèòóàöèè âòîðîé ðîäèòåëüñêèé ìàðøðóò íå ìîæåò ñîäåðæàòü ðåáðî

{vTR, vBL}, òàê êàê G′ íå èìååò ìîñòîâ.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îáúåäèíåíèå ðåáåð ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé ñî-

äåðæèò â ñåáå E ′. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå G′ �

äîïóñòèìîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè èìååò íó-

ëåâîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïðîõîäèò

òîëüêî ïî ðåáðàì èç E ′. Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ðàâíî 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå G′ ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë. Äî-

êàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4. Îïòèìàëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà â

ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå.

Â [217] òàêæå äîêàçàíà NP-ïîëíîòà çàäà÷è ïðîâåðêè íàëè÷èÿ â ðåøå-

òî÷íîì ãðàôå ãàìèëüòîíîâîé öåïè. Îïòèìàëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ äëÿ ýòîé

çàäà÷è ñîñòîèò â ïîèñêå â ãðàôå êðàò÷àéøåé ãàìèëüòîíîâîé öåïè, ñîâïà-

äàþùåé ñ äâóìÿ ðîäèòåëüñêèìè ãàìèëüòîíîâûìè öåïÿìè ïî òåì ðåáðàì,

ïî êîòîðûì ïðîõîäÿò ðîäèòåëüñêèõ öåïè, è íå ïðîõîäÿùåé ïî ðåáðàì, îò-

ñóòñòâóþùèì â îáîèõ èç íèõ. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3.4 äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 3.5. Îïòèìàëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ äëÿ çàäà÷è îòûñêàíèÿ êðàò-

÷àéøåé ãàìèëüòîíîâîé öåïè â ãðàôå ñ çàäàííûìè ïðîèçâîëüíî äëèíàìè

ðåáåð NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.5, â îòëè÷èå îò òåîðåìû 3.4, ñëó÷àè,

êîãäà ãðàôG′ èìååò ìîñòû, íå èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ. Âìåñòî ýòîãî

ïðè ïîñòðîåíèè ñâîäèìîñòè êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô áåç ìîñòîâ

ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî.

Îáùèé ñëó÷àé

Â îáùåì ñëó÷àå ÇÊ çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè íå ÿâëÿåò-

ñÿ îáîáùåíèåì ÇÎÐ äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ÇÊ. Äåéñòâèòåëüíî, äàæå ïðè
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ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå ðàññòîÿíèé (cij) ïàðà ðîäèòåëüñêèõ ìàðøðóòîâ,

ïîíèìàåìûõ êàê êîíòóðû, îáóñëîâëèâàåò ñóùåñòâåííî èíîå ìíîæåñòâî äî-

ïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè, ÷åì òà æå ïàðà

ìàðøðóòîâ, ïîíèìàåìûõ êàê öèêëû. Òàêèì îáðàçîì, îáùèé ñëó÷àé òðå-

áóåò îòäåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ñëîæíîñòè.

Òåîðåìà 3.6. Îïòèìàëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà â

îáùåì ñëó÷àå NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñëîæíîñòè îáùåãî ñëó÷àÿ ìî-

æåò áûòü èñïîëüçîâàí àíàëîã èçâåñòíîé ñâîäèìîñòè çàäà÷è î âåðøèííîì

ïîêðûòèè ê çàäà÷å êîììèâîÿæåðà [27].

Ïóñòü èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè çàäàíà ãðàôîì

G′ = (V ′, E ′) è òðåáóåòñÿ íàéòè âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G′ ìèíèìàëü-

íîé ìîùíîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû ìíîæåñòâà V ′ ïðîíóìåðîâàíû,

ò. å. V ′ = {v1, . . . , vn̂}, ãäå n′ = |V ′|, è ïóñòü m′ = |E ′|.

Ðàññìîòðèì ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,A), ìíîæåñòâî

âåðøèí êîòîðîãî ñîñòîèò èç |E ′| ïðîâåðÿþùèõ ïîêðûòèå êîìïîíåíò ïî 12

âåðøèí â êàæäîé: Ve = {(vi, e, k), (vj, e, k) : 1 ≤ k ≤ 6} äëÿ êàæäîãî

e = {vi, vj} ∈ E ′, i < j. Êðîìå òîãî, â V âõîäÿò n′ âûáèðàþùèõ âåðøèí �

îáîçíà÷èì èõ a1, . . . , an′, à òàêæå âñïîìîãàòåëüíàÿ âåðøèíà an′+1.

Ïóñòü â êà÷åñòâå ðîäèòåëüñêèõ ìàðøðóòîâ â ãðàôå G çàäàíû ñëåäó-

þùèå äâà êîíòóðà (ïðèìåð ïàðû òàêèõ êîíòóðîâ ïðèâåäåí íà Ðèñóíêå 3.2).

1. Êàæäóþ ïðîâåðÿþùóþ ïîêðûòèå êîìïîíåíòó Ve, ãäå

e = {vi, vj} ∈ E ′ è i < j, ïåðâûé êîíòóð ïðîõîäèò çà äâà ðàçà. Â

ïåðâûé ðàç áóäóò ïðîéäåíû âåðøèíû, îòíîñÿùèåñÿ ê vi, â ïîðÿäêå

(vi, e, 1), . . . , (vi, e, 6), (3.33)

à âî âòîðîé ðàç � âåðøèíû, îòíîñÿùèåñÿ ê vj, â ïîðÿäêå

(vj, e, 1), . . . , (vj, e, 6). (3.34)
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Ðèñ. 3.2. Ïàðà ðîäèòåëüñêèõ êîíòóðîâ äëÿ ñëó÷àÿ G′ = K3. Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè îáõîäà ðåáåð: äëÿ âåðøèíû v1 ev1,1 = e1, e
v1,2 = e3; äëÿ âåðøè-

íû v2 ev2,1 = e1, e
v2,2 = e2; äëÿ âåðøèíû v3 ev3,1 = e2, e

v3,2 = e3.
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2. Âòîðîé êîíòóð êàæäóþ ïðîâåðÿþùóþ ïîêðûòèå êîìïîíåíòó Ve, ãäå

e = {vi, vj} ∈ E ′ è i < j, ïðîõîäèò â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

(vi, e, 2), (vi, e, 3), (vj, e, 1), (vj, e, 2), (vj, e, 3), (vi, e, 1),

(vi, e, 6), (vj, e, 4), (vj, e, 5), (vj, e, 6), (vi, e, 4), (vi, e, 5).

Ìåæäó ïðîâåðÿþùèìè ïîêðûòèå êîìïîíåíòàìè ïåðâûé ðîäèòåëü-

ñêèé ìàðøðóò ïðîõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû

v ∈ V ′ ïðîèçâîëüíî óïîðÿäî÷èì ðåáðà ãðàôà G′, èíöèäåíòíûå v:

ev,1, ev,2, . . . , ev,deg(v), ãäå deg(v) � ñòåïåíü âåðøèíû v â ãðàôå G′. Âî

âñåõ êîìïîíåíòàõ ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî â âûáðàííîì ïî-

ðÿäêå ev,1, ev,2, . . . , ev,deg(v) ïåðâûé ìàðøðóò ïðîõîäèò ïî 6 âåðøèí âèäà

(v, e, k), k = 1, . . . , 6, e ∈ {ev,1, ev,2, . . . , ev,deg(v)}. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ

ïðîâåðÿþùàÿ ïîêðûòèå êîìïîíåíòà Ve, ãäå e = {u, v} ∈ E ′, îêàæåòñÿ ïîë-

íîñòüþ ïðîéäåííîé äâóìÿ ó÷àñòêàìè ìàðøðóòà ïî 6 âåðøèí â êàæäîì.

Âòîðîé ðîäèòåëüñêèé ìàðøðóò ïðîõîäèò ïðîâåðÿþùèå ïîêðûòèå

êîìïîíåíòû â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ðåáåð Ve1, . . . , Vem′ , íà÷èíàÿ ïðîõîæäå-

íèå êîìïîíåíòû Vek äëÿ êàæäîãî ek = {vik, vjk} ∈ E ′, ik < jk, k = 1, . . . ,m′,

ñ (vik, ek, 2) è çàêàí÷èâàÿ (vik, ek, 5). Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü èíäåêñîâ âåðøèí i1, . . . , im′, â êîòîðîé âîçìîæíû ïîâòîðåíèÿ.

Ïîñòðîåííûå ó÷àñòêè ìàðøðóòîâ çàìûêàþòñÿ â ãàìèëüòîíîâû îáõî-

äû ñ èñïîëüçîâàíèåì âåðøèí a1, . . . , an′+1: ïåðâûé çàìûêàåòñÿ äóãàìè

(a1, (v1, e
v1,1, 1)), ((v1, e

v1,deg(v1), 6), a2),

(a2, (v2, e
v2,1, 1)), ((v2, e

v2,deg(v2), 6), a3),

. . . ,

(an′, (vn′, evn′ ,1, 1)), ((vn′, evn′ ,deg(vn′), 6), an′+1), (an′+1, a1),

à âòîðîé � äóãàìè

(a1, a2), . . . , (an′−1, an′), (an′, an′+1),
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(an′+1, (vi1, e1, 2)), ((vim′ , em′, 5), a1).

Íàçíà÷èì â ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G åäèíè÷íûå âåñà âñåì

äóãàì (ai, (vi, e
vi,1, 1)), i = 1, . . . , n′. Êðîìå òîãî, íàçíà÷èì âåñà, ðàâ-

íûå n′+1, âñåì äóãàì âòîðîãî ìàðøðóòà, ñîåäèíÿþùèì ìåæäó ñîáîé êîì-

ïîíåíòû Ve1, . . . , Vem′ è äóãàì (an′+1, (vi1, e1, 2)) è ((vim′ , em′, 5), a1). Âñåì äðó-

ãèì äóãàì ãðàôà G ïðèïèñûâàåòñÿ âåñ 0.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ C ãðàôà G′ ìíî-

æåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÇÎÐ ñ óêàçàííûìè äâóìÿ ðîäèòåëüñêèìè

ìàðøðóòàìè ñîäåðæèò êîíòóð R(C), óñòðîåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì (êîí-

òóð R(C) äëÿ ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé èç Ðèñóíêà 3.2 ñì. íà Ðèñóíêå 3.3).

Ïóñòü äëÿ êàæäîé vi ∈ C â R(C) âõîäÿò äóãè (ai, (vi, e
vi,1, 1)) è

((vi, e
vi,deg(vi), 6), ai+1), à êîìïîíåíòû Ve, e ∈ {evi,1, evi,2, . . . , evi,deg(vi)}, ìåæ-

äó ñîáîé ñâÿçûâàþò äóãè ïåðâîãî ìàðøðóòà. Äëÿ êàæäîé vi ̸∈ C â êîíòó-

ðå R(C) ïðèñóòñòâóåò äóãà (ai, ai+1). Òàêæå â R(C) èìååòñÿ äóãà (an′+1, a1).

Ïóñòü R(C) ïðîõîäèò êàæäóþ êîìïîíåíòó Ve îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:

1. åñëè îáà êîíöà ðåáðà e ïðèíàäëåæàò C, òî R(C) ïðîõîäèò äàííóþ

êîìïîíåíòó ïî òåì æå äóãàì, ÷òî è ïåðâûé ðîäèòåëüñêèé ìàðøðóò;

2. åñëè e = {u, v}, u ∈ C, v ̸∈ C, òî R(C) ïðîõîäèò âåðøèíû äàííîé

êîìïîíåíòû â ïîðÿäêå

(u, e, 1), (u, e, 2), (u, e, 3), (v, e, 1), . . . , (v, e, 6), (u, e, 4), (u, e, 5), (u, e, 6).

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îáõîä êîì-

ïîíåíòû Ve íå íàðóøàåò óñëîâèé çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè.

Âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé ÇÎÐ äëÿ ïîñòðîåííîãî êîíòóðà ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, âñå äóãè, èñïîëüçîâàííûå â R(C), ïðåäñòàâëåíû

ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîì èç ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé, ñ äðóãîé ñòîðîíû, â

îáà ðîäèòåëüñêèõ ìàðøðóòà âõîäÿò ëèøü äóãè âèäà

((u, e, 2), (u, e, 3)), ((u, e, 4), (u, e, 5)), ((v, e, 1), (v, e, 2)),

((v, e, 2), (v, e, 3)), ((v, e, 4), (v, e, 5)), ((v, e, 5), (v, e, 6))
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Ðèñ. 3.3. Ðåøåíèå R(C) çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå âåðøèííîìó ïîêðûòèþ {v1, v3} ãðàôà G′ = K3.

èç êîìïîíåíò Ve, e = {u, v} ∈ E ′, ãäå u èìååò ìåíüøèé ïîðÿäêîâûé íîìåð,

÷åì v. Âñå ýòè äóãè âõîäÿò â R(C). Äëèíà êîíòóðà R(C) ðàâíà |C|.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ R ïîñòðî-

åííîé ÇÎÐ íàáîð âåðøèí C(R) ñëåäóþùèì îáðàçîì: vi, i ∈ {1, . . . , n̂},

âõîäèò â C(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â R âõîäèò äóãà (ai, (vi, evi,1, 1)).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðåøåíèÿ R ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíê-

öèè íå áîëåå n′, ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå â íèõ äóã âòîðîãî ìàðøðóòà,

ñîåäèíÿþùèõ ìåæäó ñîáîé êîìïîíåíòû ïðîâåðêè ïîêðûòèÿ, à òàêæå äóã

(an′+1, (vi1, e1, 2)) è ((vim′ , em′, 5), a1).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äóãà (ai, (vi, e
vi,1, 1)) âõîäèò â R. Êàæäàÿ

êîìïîíåíòà Ve, ãäå e = {vi, vj} ∈ E ′, â òàêîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðîéäåíà

îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ: ëèáî êàê â ïåðâîì ìàðøðóòå (â ýòîì ñëó÷àå, ââèäó

ãàìèëüòîíîâîñòè R, vj òàêæå áóäåò âûáðàíà â C(R)), ëèáî â ïîðÿäêå

(vi, e, 1), (vi, e, 2), (vi, e, 3), (vj, e, 1), . . . , (vj, e, 6), (vi, e, 4), (vi, e, 5), (vi, e, 6)
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(â ýòîì ñëó÷àå vj íå áóäåò âûáðàíà â C(R)). Ïîñêîëüêó ñäåëàíî ïðåäïîëî-

æåíèå, ÷òî äóãà (ai, (vi, e
vi,1, 1)) âõîäèò â R, òî êîìïîíåíòû ïðîâåðêè ïî-

êðûòèÿ Ve, e ∈ {evi,1, evi2, . . . , evi,deg(vi)}, ñâÿçûâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé äóãàìè

èç ïåðâîãî ìàðøðóòà è, êðîìå òîãî, â R âõîäèò äóãà ((vi, e
vi,deg(vi), 6), ai+1).

Çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà äóã êîíòóðà R ðàâíà |C(R)|, à ìíîæå-

ñòâî C(R) � âåðøèííîå ïîêðûòèå â G′, òàê êàê ïðîõîæäåíèå ìàðøðóòà R

ïî êàæäîé êîìïîíåíòå Ve ãàðàíòèðóåò ïîêðûòèå êàæäîãî ðåáðà e ∈ E ′.

Èòàê, èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùåå çíà-

÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé, ìåæäó âåðøèííûìè ïîêðûòèÿìè â G′ è äîïóñòè-

ìûìè ðåøåíèÿìè ÇÎÐ ñ äëèíîé ìàðøðóòà íå áîëåå n̂. �

Ñâîäèìîñòü ê çàäà÷å êîììèâîÿæåðà íà ãðàôàõ ñ îãðàíè÷åííîé

ñòåïåíüþ âåðøèí

Â äàííîì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷

îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ñ ìîäèôèêàöèåé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà íà ãðà-

ôå ñ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíüþ âåðøèí, ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè

äëèíàìè ðåáåð è çàäàííûì ìíîæåñòâîì ïðåäïèñàííûõ ðåáåð èëè äóã. Â

òàêîì ãðàôå òðåáóåòñÿ íàéòè êðàò÷àéøèé ãàìèëüòîíîâ öèêë èëè êîíòóð,

ïðîõîäÿùèé ïî âñåì ïðåäïèñàííûì ðåáðàì èëè äóãàì.

Îáùèé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé çàäà÷è, êîãäà â îðèåíòèðî-

âàííîì ïîëíîì ãðàôå G = (V,A) çàäàíî äâà ðîäèòåëüñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ

ìàðøðóòà ñ ìíîæåñòâàìè äóã A1,A2 è òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìàëü-

íîé ðåêîìáèíàöèè. Äàííàÿ çàäà÷à ïðåîáðàçóåòñÿ â çàäà÷ó îòûñêàíèÿ êðàò-

÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâà êîíòóðà â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G′ = (V ′,A′),

ïîëó÷åííîì èç G èñêëþ÷åíèåì âñåõ äóã, ëåæàùèõ â A\(A1 ∪A2), è ñòÿãè-

âàíèåì êàæäîãî ïóòè, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáîèõ ðîäèòåëüñêèõ ìàðøðóòàõ, â

ïðåäïèñàííóþ ïñåâäîäóãó òîé æå äëèíû è íàïðàâëåííîñòè, ÷òî è äàííûé

ïóòü. Äëèíû ïðî÷èõ ñîõðàíèâøèõñÿ äóã â G′ îñòàþòñÿ òåìè æå, ÷òî è â G.
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Êðàò÷àéøèé ãàìèëüòîíîâ êîíòóð â G′ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â îïòèìóì çàäà-

÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè íà G îáðàòíîé çàìåíîé êàæäîé ïñåâäîäóãè

íà ñîîòâåòñòâóþùèé åé ïóòü â îïòèìàëüíîì ìàðøðóòå.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà â G′ èìååò íå áîëåå ÷åì äâå âõîäÿùèå

äóãè è íå áîëåå ÷åì äâå èñõîäÿùèå. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà íà òàêîì îðèåí-

òèðîâàííîì ãðàôå ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å êîììèâîÿæåðà íà êóáè÷åñêîì îðè-

åíòèðîâàííîì ãðàôå G′′ = (V ′′,A′′), ãäå êàæäàÿ âåðøèíà v ∈ V ′ ñòåïåíè 4

çàìåíåíà äâóìÿ âåðøèíàìè v̌, v̂, ñîåäèíåííûìè ôèêòèâíîé äóãîé íóëåâîé

äëèíû (v̌, v̂), ïðè ýòîì â v̌ âõîäÿò äóãè, âõîäèâøèå â v, à èç v̂ âûõîäÿò

äóãè, âûõîäèâøèå èç v. Äóãà e ∈ A′′ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïèñàííîé è íàçûâàåòñÿ

ïñåâäîäóãîé, åñëè åé ñîîòâåòñòâóåò ïñåâäîäóãà ãðàôà G′.

Ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïåðåáîðîì âñåõ äî-

ïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ñ ïðåäïèñàííûìè ðåáðàìè íà

âñïîìîãàòåëüíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå Ḡ = (V ′′, Ē), ãäå ïàðà âåðøèí

u, v ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè âåðøèíû ñâÿçûâà-

åò äóãà â ãðàôå G′′. Ðåáðî {u, v} ∈ Ē ïîëàãàåòñÿ ïðåäïèñàííûì, åñëè (u, v)

èëè (v, u) � ïñåâäîäóãà èëè ôèêòèâíàÿ äóãà â ãðàôå G′′. Ìíîæåñòâî ïðåä-

ïèñàííûõ ðåáåð â Ḡ îáîçíà÷èì ÷åðåç F̄ . Âûïèñàòü âñå ãàìèëüòîíîâû öèêëû

â ãðàôå Ḡ ñ ó÷åòîì ïðåäïèñàííûõ ðåáåð ïîçâîëÿåò àëãîðèòì òðóäîåìêîñòè

O(|V ′′| · 2(|Ē|−|F̄ |)/4), ïðåäëîæåííûé â [171]. Äàëåå äëÿ ëþáîãî ãàìèëüòîíîâà

öèêëà èç Ḡ çà âðåìÿ O(|V ′′|) âûÿñíÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè ïî íåìó

êîíòóðû â G′′ â êàæäîì èç äâóõ íàïðàâëåíèé è âû÷èñëÿþòñÿ äëèíû òàêèõ

êîíòóðîâ, åñëè îíè ñóùåñòâóþò. Çàìåòèì, ÷òî |Ē| − |F̄ | = d ≤ 2n̂, ãäå d

� ÷èñëî äóã, ïðèñóòñòâóþùèõ ðîâíî â îäíîì èç ðîäèòåëüñêèõ ìàðøðóòîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè

íà ãðàôå G ðàâíà O(n̂ · 2d/4) èëè O(n̂ · 1.42n̂).

Ñòÿãèâàíèå ïóòåé, ñîäåðæàùèõñÿ â îáîèõ ðîäèòåëüñêèõ ìàðøðóòàõ,

ìîæåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ÇÎÐ, åñëè

èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ñîâïàäåíèé ìåæäó ðîäèòåëüñêèìè ðåøåíèÿìè.
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Ñèììåòðè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïóñòü â ãðàôå G = (V,E) çàäàíî äâà ðî-

äèòåëüñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëà ñ ìíîæåñòâàìè ðåáåð E1, E2 è òðåáóåòñÿ

ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè. Ïîñòðîèì ñâîäèìîñòü äàííîé

çàäà÷è ê çàäà÷å êîììèâîÿæåðà íà ãðàôå ñî ñòåïåíüþ âåðøèí íå áîëåå 4 è

çàäàííûì ïîäìíîæåñòâîì ïðåäïèñàííûõ ðåáåð. Ïîäîáíî îáùåìó ñëó÷àþ,

çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êîììèâîÿæåðà íà

ãðàôå G′ = (V ′, E ′), ïîëó÷åííîì èç G èñêëþ÷åíèåì âñåõ ðåáåð, ëåæàùèõ

â E\(E1 ∪ E2), è ñòÿãèâàíèåì öåïåé, ñîäåðæàùèõñÿ â îáîèõ ðîäèòåëüñêèõ

öèêëàõ. Ïîä ñòÿãèâàíèåì â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå îòîáðà-

æåíèå. Ïóñòü íåêîòîðàÿ öåïü Puv ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ u è v ÿâëÿåòñÿ

îáùèì ó÷àñòêîì ðîäèòåëüñêèõ öèêëîâ è íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êàêîé-òî äðó-

ãîé öåïè, ñîäåðæàùåéñÿ â îáîèõ ðîäèòåëüñêèõ öèêëàõ. Ñòÿãèâàíèå öåïè Puv

ïåðåâîäèò âñå åå âåðøèíû è ðåáðà â îäíî ïðåäïèñàííîå ðåáðî {u, v} íóëå-

âîé äëèíû. Âñå ïðî÷èå âåðøèíû è ðåáðà ãðàôà îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Ïóñòü F ′ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ðåáåð, ïðåäïèñàííûõ â G′ ïðè ñòÿãèâàíèè

âñåõ öåïåé, ñîäåðæàùèõñÿ â îáîèõ ðîäèòåëüñêèõ öèêëàõ.

Ñòåïåíü âåðøèí â G′ íå ïðåâûøàåò ÷åòûðåõ, à ÷èñëî âåðøèí íå ïðå-

âûøàåò n̂. Åñëè îïòèìóì â çàäà÷å êîììèâîÿæåðà ñ îáÿçàòåëüíûì âêëþ-

÷åíèåì ðåáåð èç F ′ íà ãðàôå G′ íåêîòîðûì îáðàçîì óæå ïîëó÷åí, òî çà-

ìåíà ïðåäïèñàííûõ ðåáåð èç F ′ íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì öåïè â ãðàôå G

îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé ÇÎÐ. Öåëåâûå ôóíêöèè äâóõ ýòèõ çàäà÷

îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó, ðàâíóþ îáùåé äëèíå èñêëþ÷åííûõ öåïåé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà íà ãðàôå G′ ìîæåò áûòü èñïîëü-

çîâàí ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â [171] äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è êîììèâîÿæåðà íà ãðàôàõ ñî ñòåïåíüþ âåðøèí íå áîëåå 4 è çàäàííûì

ìíîæåñòâîì ïðåäïèñàííûõ ðåáåð. Îñîáåííîñòü àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì,

÷òî êðîìå èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è íà âõîä ïîäàåòñÿ çíà÷åíèå p, óêàçûâà-

þùåå òðåáóåìóþ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà. Åñëè p ∈ [0, 1) � êîí-

ñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, òî òðóäîåìêîñòü ðàíäî-
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ìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà [171] ñîñòàâëÿåò O((27/4)n̂/3), ÷òî åñòü O(1.89n̂).

Êàê îòìå÷àëîñü â ï. 1.2.1, ïðè èñïîëüçîâàíèè îïåðàòîðà êðîññèíãî-

âåðà â ÃÀ óêàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð Pc, îïðåäåëÿþùèé âå-

ðîÿòíîñòü ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðåêîìáèíàöèÿ îñîáåé. Â òàêîì ñëó÷àå

åñòåñòâåííî ïîëîæèòü p = Pc, åñëè Pc ∈ [0, 1). Åñëè æå Pc = 1, òî äëÿ îï-

òèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äåðàíäîìèçèðîâàííûé

âàðèàíò àëãîðèòìà èç [171], èìåþùèé íåñêîëüêî áîëüøóþ òðóäîåìêîñòü.

3.3.6. Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îïòè-

ìàëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ äëÿ ìíîãèõ NP-òðóäíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îï-

òèìèçàöèè òàêæå NP-òðóäíà. Îäíàêî åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî çà÷àñòóþ

ÇÎÐ áóäåò èìåòü ñóùåñòâåííî ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ èñ-

õîäíîé çàäà÷åé, îñîáåííî ïîñëå âûïîëíåíèÿ çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà èòåðàöèé

ÃÀ, êîãäà îñîáè ïîïóëÿöèè ïðèîáðåòàþò ìíîãî ñîâïàäàþùèõ ãåíîâ. Â òàêîé

ñèòóàöèè äàæå NP-òðóäíàÿ ÇÎÐ ìîæåò óñïåøíî ðåøàòüñÿ ñîâðåìåííûìè

ìåòîäàìè âåòâåé è ãðàíèö. Ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàòîðîâ êðîññèí-

ãîâåðà, â êîòîðûõ ðåøàþòñÿ NP-òðóäíûå ÇÎÐ, ïðèâîäÿòñÿ â ãëàâå 5.

Ñíèæåíèå òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè äëÿ

çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, ïðåäëîæåííîãî â ï. 3.3.5, ìîæåò îêàçàòüñÿ âîçìîæ-

íûì çà ñ÷åò óñêîðåíèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà íà ãðàôå

ñ îãðàíè÷åííûìè ñòåïåíÿìè âåðøèí. Â [43] óêàçàíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøå-

íèé, ïðè êîòîðîì ¾ïî÷òè âñå¿ èíäèâèäóàëüíûå ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è î êðàò-

÷àéøåì ãàìèëüòîíîâîì ïóòè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû. Ðàññìîòðåííûå

â äàííîì ðàçäåëå ÇÎÐ ìîãóò îáëàäàòü àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè.

Êðîìå òîãî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå

ïðåäëîæåííûõ îïåðàòîðîâ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè â ñîñòàâå ãåíåòè-

÷åñêèõ àëãîðèòìîâ è èõ ñðàâíåíèå ñ îïåðàòîðàìè îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíà-

öèè, îñíîâàííûìè íà äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè [294].
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4. Ïîñòðîåíèå ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñî

ñâîéñòâàìè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ïðåäëîæåíû ìíîãîêðèòåðèàëüíûå ýâîëþöèîííûå àë-

ãîðèòìû ñî ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî â äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ,

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå îïåðàòîðîâ ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà, åãî ñðåä-

íÿÿ òðóäîåìêîñòü ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíà îòíîñèòåëüíî òðóäîåìêîñòè

àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ êëàññà çàäà÷, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìà-

öèîííîé ñõåìû Ã. Âîåãèíãåðà [293], ïðåäëîæåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ

ðàíäîìèçèðîâàííàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà, îñíîâàííàÿ íà ýâîëþöèîí-

íîì àëãîðèòìå.

Â ðàáîòàõ [35,279,286] òåîðåòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå èçâåñò-

íûå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ìîãóò áûòü ðåøåíû ýâîëþöèîí-

íûìè àëãîðèòìàìè ñ ïðèåìëåìîé òðóäîåìêîñòüþ, åñëè â ýòèõ àëãîðèòìàõ

èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîäÿùèé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé è ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé åìó îïåðàòîð ìóòàöèè. Ïðèìåðû äàííîãî ïîäõîäà ïðîäåìîíñòðèðîâà-

íû íà çàäà÷å î êðàò÷àéøåì ïóòè â ãðàôå [279], çàäà÷å êîììèâîÿæåðà [286] è

çàäà÷å î ðþêçàêå [35]. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé â ýòèõ ðàáîòàõ ñóùåñòâåííî

îòëè÷àåòñÿ îò óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà, ñîñòîÿùåãî â èñïîëüçîâàíèè äâîè÷-

íîé êîäèðîâêè ðåøåíèé èç ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìè-

çàöèè. Âìåñòî ýòîãî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé îòðàæàåò íåêîòîðûå ñâîéñòâà

÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëÿåò ýâîëþöèîííîìó àëãîðèòìó äî-

ñòðàèâàòü èìåþùèåñÿ ãåíîòèïû äî îïòèìàëüíûõ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî

îñóùåñòâëÿåòñÿ â ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ).
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Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå óïîìÿíóòûõ âûøå ðåçóëü-

òàòîâ â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà. Ðàçðàáîòàííûé çäåñü ÝÀ ñîîòâåòñòâóåò

ñõåìå ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ÝÀ (ñì. ï. 1.2.2).

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

çàäà÷à, ðåøàåìàÿ äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì çà âðåìÿ T , ìîæåò

áûòü ðåøåíà ñîîòâåòñòâóþùèì ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìîì â ñðåäíåì çà

âðåìÿ O(T n̄ log |DP |), ãäå n̄ � ÷èñëî ñòàäèé ÄÏ, à |DP | � ÷èñëî ñîñòîÿ-

íèé, âû÷èñëåííûõ çà âðåìÿ ðàáîòû ÄÏ. Ïðè ýòîì îïåðàòîðû ÝÀ èìåþò

òðóäîåìêîñòü òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è áàçîâûå îïåðàöèè ÄÏ.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû íå äàþò áîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ÷åì èçâåñòíûå ðàíåå. Îñíîâíîé

öåëüþ ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå êëàññà çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò áûòü óñïåøíî ðå-

øåíû ñ ïîìîùüþ ÝÀ.

Ãëàâà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 4.1 äàåòñÿ îáùàÿ

ñõåìà àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îïèñûâàåòñÿ âèä ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Äàííàÿ ñõåìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðå-

îáðàçóåòñÿ â ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì â ðàçäåëå 4.2. Òàì æå ïðèâîäèòñÿ

ðÿä ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ ÝÀ íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

äëÿ íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ çàäà÷. Â ðàçäåëå 4.3 äëÿ êëàññà çàäà÷ êîìáèíà-

òîðíîé îïòèìèçàöèè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå

ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû Ã. Âîåãèíãåðà [293], ïðåäëîæå-

íà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà,

îñíîâàííàÿ íà ýâîëþöèîííîì àëãîðèòìå.

4.1. Ôîðìàëèçàöèÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ êî ìíîãèì çà-

äà÷àì êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñâåäå-

íèå èñõîäíîé çàäà÷è Π ê íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ìíîãîêðè-

òåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè Π′, ïðè ýòîì ïîñëåäíÿÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
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¾ñòàíäàðòíîãî¿ àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ ïðîñòî-

òû çäåñü áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåïóñòîòó ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,

ò. å. Sol(I) ̸= ∅.

4.1.1. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-

öèè

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-

öèè Π′, ïðè ýòîì â äîïîëíåíèå ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé

îïòèìèçàöèè èç ï. 1.2.2 ââåäåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è è

ôîðìàëèçóåì ïîíÿòèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è.

Ïóñòü èìååòñÿ d′ ∈ N êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè (ìàêñèìèçàöèè èëè

ìèíèìèçàöèè). Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I ′ èç ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà-

÷è Π′ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòâåðêîé (d′, g,S,D). Çäåñü S � ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà,

g:S → (R∪ {∞})d′ � âåêòîðíîçíà÷íàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, g(S) ⊆ Rd′ � ïðî-

ñòðàíñòâî êðèòåðèåâ è D ⊆ S � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Ââåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê≽ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ ïî Ïà-

ðåòî: (y′1, . . . , y
′
d′) ≽ (y1, . . . , yd′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y′j ≤ yj äëÿ

âñåõ j, òàêèõ ÷òî gj � êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè, è y′j ≥ yj äëÿ âñåõ j òàêèõ

÷òî gj � êðèòåðèé ìàêñèìèçàöèè.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå y′ ≻ y â ñëó÷àå, êî-

ãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿåòñÿ y′ ≽ y è y ̸≽ y′. Ôðîíòîì Ïàðåòî áóäåì

íàçûâàòü ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïî îòíîøåíèþ ≽ âî ìíîæå-

ñòâå g(D). Ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïîëíîãî ìíîæåñòâà àëüòåð-

íàòèâ (ÏÌÀ) S∗, ò. å. ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà â D, êîòîðîå

îòîáðàæàåòñÿ âî ôðîíò Ïàðåòî ïîä äåéñòâèåì g.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòðîåíèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ′ ïî èíäèâè-

äóàëüíîé çàäà÷å I îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. ÏÌÀ äëÿ çà-

äà÷è Π′ íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðîé ïðåîáðàçóåòñÿ â îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå x∗ ∈ Sol(I) èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I èç Π. Äàííàÿ ïðîöåäóðà, êàê
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ïðàâèëî, ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ìåòîäà îáðàòíîãî õîäà (ñì., íàïðèìåð, [70],

ãë. 15), êîòîðûé ìîæåò áûòü óñêîðåí, åñëè â ïðîöåññå ðàáîòû ÄÏ ñîõðà-

íÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêèì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ

êàæäîå íîâîå ñîñòîÿíèå.

4.1.2. Îáùàÿ ñõåìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Àëãîðòèì ÄÏ äëÿ çàäà÷è Π′ âûïîëíÿåòñÿ çà íåêîòîðîå ÷èñëî èòåðà-

öèé, íàçûâàåìûõ äàëåå ñòàäèÿìè. Íà êàæäîé ñòàäèè ÄÏ âû÷èñëÿåòñÿ è

çàïèñûâàåòñÿ â ïàìÿòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, ïðèíàäëåæàùèõ

ïðîñòðàíñòâó S. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå àëãîðèòìû ÄÏ,

ãäå âñÿêîå íîâîå ñîñòîÿíèå òåêóùåé ñòàäèè âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêî-

òîðîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèè, ïðè÷åì êàæäàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñâîèì

àðãóìåíòîì îäíî èç ñîñòîÿíèé, âû÷èñëåííûõ íà ïðåäûäóùåé ñòàäèè, è, âî-

îáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò èñõîäíûõ äàííûõ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ′ èç

ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è Π′.

Ïåðåéäåì ê áîëåå äåòàëüíîìó îïèñàíèþ ÄÏ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

ñíà÷àëà óïðîùåííûé àëãîðèòì ÄÏ. Ïóñòü äàííûé àëãîðèòì âûïîëíÿåò-

ñÿ çà n̄ ñòàäèé è íà ñòàäèè i âû÷èñëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Si ⊆ S.

Äëÿ îïèñàíèÿ ÄÏ ïîòðåáóåòñÿ n̄ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé Fi, i =

1, . . . , n̄, ñîñòîÿùèõ èç ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé âèäà F :S → S ′. Çäåñü S ′ ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïðîñòðàíñòâà S èëè ñîâïàäàåò ñ íèì. Ðåçóëüòàòîì

äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèÿ F ìîæåò îêàçàòüñÿ ñîñòîÿíèå F (S) ∈ S ′\S, íå ïðè-

íàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó ïîèñêà. Ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ

íà êàæäîé ñòàäèè i, i = 1, . . . , n̄, èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèîíàë äîïóñòèìî-

ñòè HF , HF :S → R, òàêîé ÷òî ïðè ëþáîì F ∈ Fi âûïîëíåíî F (S) ∈ S

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà HF (S) ≤ 0. Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî n̄, âñå

ôóíêöèè HF è ìíîæåñòâà ôóíêöèé Fi çàâèñÿò îò âõîäíûõ äàííûõ èíäè-

âèäóàëüíîé çàäà÷è èç ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è Π′.

Óïðîùåííûé àëãîðèòì ÄÏ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ýòà-
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ïå èíèöèàëèçàöèè ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî S0, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì ïîä-

ìíîæåñòâîì S. Íà i-òîé ñòàäèè âû÷èñëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Si ñ

èñïîëüçîâàíèåì óæå èìåþùåãîñÿ ìíîæåñòâà Si−1 ïî ôîðìóëå

Si = {F (S) | S ∈ Si−1, F ∈ Fi, HF (S) ≤ 0}. (4.1)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå çàâåðøåíèÿ ñòàäèè n̄ ìíîæåñòâî Sn̄ ìîæåò ñîäåðæàòü

òàêèå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè äîìèíèðóþòñÿ ïî

Ïàðåòî çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè íåêîòîðûõ äðóãèõ ñîñòîÿíèé èç Sn̄.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà óïðîùåííîãî àëãîðèòìà ÄÏ âû-

÷èñëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâî S ′
n̄ ⊆ Sn̄, òàêîå ÷òî

g(S ′
n̄) = g(Sn̄).

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñîñòîÿíèé, çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè êîòîðûõ äî-

ìèíèðóþòñÿ ïî Ïàðåòî, à òàêæå äëÿ ñíèæåíèÿ òðóäîåìêîñòè â ïðèëîæå-

íèÿõ ÄÏ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè Ð. Áåëëìàíà

(ñì., íàïðèìåð, [130]) èëè òàêèå åãî îáîáùåíèÿ, êàê â àëãîðèòìå ïîñëå-

äîâàòåëüíîãî àíàëèçà âàðèàíòîâ Â.Ñ. Ìèõàëåâè÷à è Í.Ç. Øîðà [79] (ñì.

àëãîðèòì ¾êèåâñêèé âåíèê¿ â [80]). Ýòî ïîçâîëÿåò óäàëèòü èç ðàññìîòðå-

íèÿ íåïåðñïåêòèâíûå ñîñòîÿíèÿ, íå íàðóøàÿ îïòèìàëüíîñòè ðåçóëüòàòà.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðèíöèïà Ð. Áåëëìàíà â ñëó÷àå çàäà÷

ñ îäíèì êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ñôîðìóëèðîâàíû â [241]. Âî ìíîãîêðèòå-

ðèàëüíîì ñëó÷àå êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï Áåëëìàíà, êàê ïðàâèëî, íåïðèìå-

íèì, îäíàêî íåïåðñïåêòèâíûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü óäàëåíû ñ ïîìîùüþ

ñîîòâåòñòâóþùåãî îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ÄÏ

� ñì., íàïðèìåð, [61,79,228]. Â íàñòîÿùåé ãëàâå èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íûé

ïîäõîä, ñîãëàñîâàííûé ñ ñèñòåìîé îáîçíà÷åíèé èç [293].

Ðàññìîòðèì ïðåäïîðÿäîê ≼dom (ò. å. ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå îò-

íîøåíèå) íà ìíîæåñòâå S ′, òàêîé ÷òî S ≼dom S ′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1) g(S) ≼ g(S ′) èëè 2) S ̸∈ S, S ′ ∈ S. Áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèå S äîìè-

íèðóåìûì ñîñòîÿíèåì S ′, åñëè S ≼dom S ′. Åñëè S ∈ T ⊆ S, òàêîå ÷òî íå

ñóùåñòâóåò S ′ ∈ T , S ≼dom S ′, òî S áóäåì íàçûâàòü íåäîìèíèðóåìûì â T .
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Êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì, äâà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ ïîçâî-

ëÿþò èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèå ≼dom äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåïåðñïåêòèâíûõ

ñîñòîÿíèé. Ïåðâîå óñëîâèå äàåò ãàðàíòèþ òîãî, ÷òî îòíîøåíèå äîìèíèðî-

âàíèÿ ìåæäó ïàðîé ñîñòîÿíèé ïåðåíîñèòñÿ è íà èõ îáðàçû ïðè äåéñòâèè

ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé.

Óñëîâèå C.1. Ïðè ëþáûõ S, S ′ ∈ S, i = 1, . . . , n̄, åñëè S ≼dom S ′, òî

F (S) ≼dom F (S ′) äëÿ âñåõ F ∈ Fi òàêèõ, ÷òî F (S ′) ∈ S.

Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äåéñòâèè ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé

îáðàç äîìèíèðóþùåãî ñîñòîÿíèÿ èìååò íå áîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

äîïóñòèìîñòè, ÷åì îáðàç äîìèíèðóåìîãî.

Óñëîâèå C.2. Äëÿ ëþáûõ S, S ′ ∈ S, i = 1, . . . , n̄ è F ∈ Fi, åñëè

S ≼dom S ′, òî HF (S
′) ≤ HF (S).

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Si ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé S. Áóäåì íà-

çûâàòü Ti ⊆ Si äîìèíèðóþùèì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Si, åñëè äëÿ

ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ S ∈ Si ñóùåñòâóåò S ′ ∈ Ti, òàêîå ÷òî S ≼dom S ′. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç M(Si) ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ äîìèíèðóþùèõ

ïîäìíîæåñòâ â Si.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ C.1 è C.2 â

àëãîðèòìå ÄÏ äîñòàòî÷íî õðàíèòü íå âñå ìíîæåñòâî Si, à ëèøü åãî äîìè-

íèðóþùåå ïîäìíîæåñòâî.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïóñòü óïðîùåííûé àëãîðèòì ÄÏ âû÷èñëÿåòñÿ ñî-

ãëàñíî (4.1), óñëîâèÿ C.1 è C.2 âûïîëíåíû, T0 ∈ M(S0) è äîìèíèðóþùèå

ìíîæåñòâà Ti, i = 1, . . . , n̄, âû÷èñëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

Ti ∈M({F (S) | S ∈ Ti−1 ∧ F ∈ Fi ∧HF (S) ≤ 0}). (4.2)
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ S∗ ∈ Si, i = 0, . . . , n̄, íàéäåòñÿ S ∈ Ti, òàêîå

÷òî S∗ ≼dom S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî i. Äëÿ i = 0 óòâåðæäåíèå

âåðíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ T0 ∈M(S0).

Ñîãëàñíî (4.1) ñîñòîÿíèå S∗ ∈ Si ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê

S∗ = F ∗(S ′), ïðè÷åì HF ∗(S ′) ≤ 0, F ∗ ∈ Fi, è S ′ ∈ Si−1. Îäíàêî ïî ïðåäïî-

ëîæåíèþ èíäóêöèè íàéäåòñÿ ñîñòîÿíèå S⋄ ∈ Ti−1, òàêîå ÷òî S ′ ≼dom S⋄.

Òîãäà èç óñëîâèé C.1 è C.2 âûòåêàåò, ÷òî S∗ = F ∗(S ′) ≼dom F ∗(S⋄)

è F ∗(S⋄) ∈ {F (S) | S ∈ Ti−1, F ∈ Fi, HF (S) ≤ 0}. Ñëåäîâàòåëüíî,

ââèäó (4.2) ñóùåñòâóåò S ∈ Ti, òàêîå ÷òî S∗ ≼dom F ∗(S⋄) ≼dom S.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäïîðÿäêà ≼dom åñëè óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 4.1 âû-

ïîëíÿþòñÿ è óïðîùåííûé àëãîðèòì ÄÏ âû÷èñëÿåò ÏÌÀ äëÿ çàäà÷è I ′, òî

ìíîæåñòâî Tn̄ ÿâëÿåòñÿ ÏÌÀ äëÿ I ′.

Äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî

M(S0) = {S0}, ò. å. íè îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà S0 íå äîìèíèðóåòñÿ

äðóãèì åãî ýëåìåíòîì. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå â èçâåñòíûõ àëãîðèòìàõ

ÄÏ, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ áîëüøåé îáùíîñòè ýòî ïðåäïîëîæåíèå,

îäíàêî, ìîæåò áûòü ñíÿòî (ñì., íàïðèìåð, [156]).

Ïîçäíåå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.1 áóäåò èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 4.2. Åñëè óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 4.1 âûïîëíÿþòñÿ, òî

ìîùíîñòü êàæäîãî ìíîæåñòâà Ti, i = 0, . . . , n̄, îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Â ñàìîì äåëå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà Si ïî îòíîøåíèþ ≼dom. Îïðåäåëèì êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè â ýòîì

ìíîæåñòâå íà îñíîâå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

S ≈ S ′ ⇔ (S ≼dom S ′ è S ′ ≼dom S) .

Ìîùíîñòü ìèíèìàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà Mmax ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ,

òàêîãî ÷òî Mmax äîìèíèðóåò âñå ìíîæåñòâî Si, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî,



163

òàê êàê Mmax íåèçáåæíî ñîäåðæèò ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî

êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (4.2) ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí â àëãîðèòìè÷åñêîé ôîðìå:

Àëãîðèòì 4.1. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå äëÿ çàäà÷è Π′

1. T0 := S0.

2. Äëÿ âñåõ i = 1 . . . n̄ :

3. Ti := ∅.

4. Äëÿ âñåõ S ∈ Ti−1 & F ∈ Fi :

5. Åñëè HF (S) ≤ 0 & @S ′ ∈ Ti:F (S) ≼dom S ′, òî

6. Ti := (Ti \ {S ′ ∈ Ti | S ′ ≺dom F (S)}) ∪ {F (S)}.

7. Êîíåö öèêëà.

8. Êîíåö öèêëà.

9. Ðåçóëüòàò: Tn̄.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, êîãäà âû÷èñëåíî ïîäìíîæåñòâî Ti ïî îêîí÷àíèè

öèêëà èç ñòðîê 4-8, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (4.2). Òàêèì îáðàçîì, åñëè

óïðîùåííûé àëãîðèòì ÄÏ ðåøàåò çàäà÷ó Π′ è óñëîâèÿ C.1 è C.2 âûïîëíå-

íû, òî ïî óòâåðæäåíèþ 4.1 àëãîðèòì 4.1 òàêæå ðåøàåò Π′.

Èçëîæåííàÿ îáùàÿ ñõåìà ÄÏ îòëè÷àåòñÿ îò îáùèõ ñõåì ìíîãîêðèòå-

ðèàëüíîãî ÄÏ èç [61,228] ãëàâíûì îáðàçîì òåì, ÷òî â [61,228] èñïîëüçóåò-

ñÿ èíîå ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ, âêëþ÷àþùåå â îäíî ñîñòîÿíèå öåëîå ñåìåéñòâî

îäíîòèïíûõ ñîñòîÿíèé â òåðìèíàõ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü ñõåìû ÄÏ. Îä-

íîòèïíîñòü ýòèõ ñîñòîÿíèé âûðàæàåòñÿ â [228] óñëîâèåì ñåïàðàáåëüíîñòè.

Óñëîâèÿì âèäà C.1 è C.2 â îáùåé ñõåìå ÄÏ [228] â íåêîòîðîé ìåðå ñîîò-

âåòñòâóåò óñëîâèå ìîíîòîííîñòè. Â [61] èñïîëüçóåòñÿ âåñüìà îãðàíè÷è-

òåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå îá àääèòèâíîñòè êðèòåðèåâ, íî îòñóòñòâóåò ÿâíîå
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ðàçäåëåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà íà ñòàäèè è íå òðåáóåòñÿ âûïîëíå-

íèÿ óñëîâèé âèäà C.1 è C.2.

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñòðî-

êå 5 ïðîâåðêà óñëîâèÿ @S ′ ∈ Ti:F (S) ≼dom S ′ âûïîëíÿåòñÿ âñÿêèé ðàç

íåçàâèñèìî îò çíàêà HF (S).

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ÄÏ çàâèñèò îò òðóäîåìêîñòè âû÷èñëå-

íèÿ ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé F ∈ Fi, ôóíêöèîíàëîâ äîïóñòèìîñòèHF , ïðîâåð-

êè îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ è äåéñòâèé ñ ìíîæåñòâàìè ñîñòîÿíèé. Ïîä

îáðàáîòêîé ñîñòîÿíèÿ â ÄÏ áóäåì ïîíèìàòü èòåðàöèþ âíóòðåííåãî öèêëà,

ò. å. ñòðîêè 5 è 6 àëãîðèòìà 4.1. Çà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÄÏ îáðàáîòêà

ñîñòîÿíèÿ âûïîëíÿåòñÿ täï ðàç, ãäå täï =
∑n̄−1

i=0 |Ti| · |Fi+1|.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ è τ ′ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè

òðóäîåìêîñòè îáðàáîòêè ñîñòîÿíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå îáùåå âðåìÿ âû÷èñëå-

íèé ÄÏ ñîäåðæèòñÿ â èíòåðâàëå [täïτ ′, täïτ ].

Çàìåòèì, ÷òî âðåìÿ âû÷èñëåíèé ÄÏ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíî îò-

íîñèòåëüíî äëèíû âõîäíûõ äàííûõ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ′, åñëè n̄, τ

òàê æå, êàê |Ti| è |Fi+1| ïðè i = 0, . . . , n̄ − 1, ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû

îòíîñèòåëüíî äëèíû âõîäà I ′.

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ÄÏ âû÷èñëåíèå ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé è

ôóíêöèîíàëîâ äîïóñòèìîñòè âûïîëíÿþòñÿ çà êîíñòàíòíîå âðåìÿ. Êðîìå

òîãî, ïðåäïîðÿäîê ≽dom íà S çà÷àñòóþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå

ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ è íà êàæäîé ñòàäèè äîñòàòî÷íî õðàíèòü âñåãî îäèí

ýëåìåíò (ìàêñèìàëüíûé ñðåäè íàéäåííûõ) äëÿ êàæäîãî ëèíåéíîãî ïîðÿä-

êà. Òàêàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü îáðàáîòêó ñîñòîÿíèÿ çà

âðåìÿ Θ(1), è èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 4.3. Ïóñòü âðåìÿ îáðàáîòêè ñîñòîÿíèÿ åñòü Θ(1). Òîãäà

îáùåå âðåìÿ ñ÷åòà ÄÏ ñîñòàâëÿåò

Θ

(
n̄−1∑
i=0

|Ti| · |Fi+1|

)
. (4.3)
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4.1.3. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ îáùåé ñõåìû äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ïðåäñòàâëåííîé âûøå

îáùåé ñõåìû ÄÏ ê íåêîòîðûì êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì êîìáèíàòîðíîé îï-

òèìèçàöèè. Âî âñåõ ýòèõ ïðèìåðàõ ≼dom íà S ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ëè-

íåéíûõ ïîðÿäêîâ. Äàëåå ñèìâîë id îáîçíà÷àåò ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ, äåé-

ñòâóþùóþ êàê òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà. Ïðèìåíèì îïèñàííóþ âûøå îáùóþ ñõåìó ÄÏ

ê çàäà÷å êîììèâîÿæåðà (ñì. ïîñòàíîâêó çàäà÷è â ðàçäåëå 1.1). Ïóñòü n̄ =

|V | � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà.

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé S çàäà÷è Π′, ñîîòâåòñòâóþùåé àëãîðèòìó

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ì. Õåëüäà è Ð. Êàðïà [211], ñîñòîèò

èç ïðîñòûõ ïóòåé S = (vk1, . . . , vki), ãäå k1 = 1, èìåþùèõ ÷èëî âåðøèí

i = 1, . . . , n̄. Ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé S ′ ñîñòîèò èç âñåâîçìîæ-

íûõ ïóòåé äëèíû íå áîëåå n̄, íà÷èíàþùèõñÿ â âåðøèíå v1 (îäíà âåðøèíà

ïðè ýòîì ìîæåò âõîäèòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S ∈ S ′ áîëåå îäíîãî ðàçà).

Ïðè M ⊆ V \{v1} è vk ∈ M îáîçíà÷èì ÷åðåç π(k,M) ìíîæåñòâî ïðîñòûõ

ïóòåé, ñîñòîÿùèõ èç |M |+ 1 âåðøèíû, íà÷èíàþùèõñÿ â âåðøèíå v1, çàòåì

ïðîõîäÿùèõ ïî âñåìó ìíîæåñòâóM è îêàí÷èâàþùèõñÿ â vk. Ïóñòü âåêòîð-

íîçíà÷íàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ g : S → (R ∪ {∞})d′, d′ = (n̄ − 1)2(n̄−1) èìååò

çíà÷åíèÿ gkM(S),M ⊆ V \{v1}, vk ∈M , ðàâíûå äëèíå ïóòè S â òîì è òîëü-

êî òîì ñëó÷àå, êîãäà S ∈ π(k,M). Äëÿ âñåõ äðóãèõ S ̸∈ π(k,M) ïîëîæèì

gkM(S) = ∞. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D = ∪n̄
k=2π(k, V \{v1}).

Íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî S0 ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà v1. Ìíîæåñòâî Fi

äëÿ âñÿêîãî i ñîñòîèò èç n̄ − 1 ôóíêöèè Fv:S → S ′, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

äîáàâëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíó v ∈ V \{v1} â êîíåö ïðîñòîãî ïó-

òè, çàäàííîãî â êà÷åñòâå àðãóìåíòà. Â ñëó÷àå åñëè ñîñòîÿíèå S ′ = Fv(S)

íåäîïóñòèìî, ò. å. S ′ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïóòåì, ôóíêöèîíàë HF (S) èìååò
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çíà÷åíèå 1. Íà ïðî÷èõ àðãóìåíòàõ åãî çíà÷åíèå ðàâíî 0.

Ñ ó÷åòîì âûáîðà ôóíêöèè g îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì. S ≼dom S ′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà: 1) ëèáî S è

S ′ � ïðîñòûå ïóòè, ïðîõîäÿùèå ïî îäíîìó ìíîæåñòâó âåðøèí è çàêàí÷è-

âàþùèåñÿ â vk, ïðè÷åì ïóòü S ′ íå äëèííåå, ÷åì S; 2) ëèáî S íå ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì ïóòåì, à S ′ ÿâëÿåòñÿ. Ñîñòîÿíèÿ èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ π(k,M) íå

ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé. Óñëîâèÿ C.1 è C.2 ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Îïèñàííûé âûøå îáùèé àëãîðèòì ÄÏ ñ âûáðàííûìè êîìïîíåíòàìè

äëÿ ÇÊ ñîñòàâëÿåò îñíîâíóþ ÷àñòü àëãîðèòìà Ì. Õåëüäà è Ð. Êàðïà [211]

êðîìå åãî ïîñëåäíåãî øàãà, íà êîòîðîì ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÇÊ

íà îñíîâå ñåìåéñòâà êðàò÷àéøèõ ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé. Äàííûé øàã ñîîò-

âåòñòâóåò âû÷èñëåíèþ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I èç

çàäà÷è Π íà îñíîâå ÏÌÀ çàäà÷è I ′. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü èç Tn̄
ñîñòîÿíèå, ìèíèìèçèðóþùåå âåëè÷èíó gk,V \{v1}(S) + ck1, k ̸= 1. Èñïîëü-

çîâàíèå ïîäõîäÿùèõ ñòðóêòóð äàííûõ ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü êîíñòàíòíûå

òðóäîåìêîñòè âû÷èñëåíèÿ ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëîâ HF è îá-

ðàáîòêè ñîñòîÿíèÿ â öåëîì. Ïðè ýòîì |Ti| = i
(
n̄−1
i

)
, |Fi| = n̄ − 1 äëÿ âñåõ

i = 1, . . . , n̄. Â òàêîì ñëó÷àå èç óòâåðæäåíèÿ 4.3 âûòåêàåò, ÷òî îáùàÿ òðó-

äîåìêîñòü ÄÏ åñòü Θ(|V |22|V |).

Çàäà÷à îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå. Äðóãèì èçâåñòíûì ïðèìå-

ðîì çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ðàçðåøèìûõ ñ ïîìîùüþ ÄÏ, ÿâëÿ-

åòñÿ çàäà÷à îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå (ñì. ðàçäåë 1.1). Ðàññìîòðèì

ýòó çàäà÷ó â ðàìêàõ îáùåé ñõåìû ÄÏ, îïèñàííîé âûøå. Â äàííîì ñëó÷àå

n̄ = n. Ïóñòü êàæäîå ñîñòîÿíèå S = (s1, s2) ∈ Si, i = 1, . . . , n, ñîîòâåòñòâåò

÷àñòè÷íîìó ðåøåíèþ, îòíîñÿùåìóñÿ ê ïåðâûì i ïðåäìåòàì, ãäå êîìïîíåí-

òà s1 ñîäåðæèò âåñ ïðåäìåòîâ, âûáðàííûõ â ÷àñòè÷íîì ðåøåíèè, à êîìïî-

íåíòà s2 � èõ ñóììàðíóþ ïîëåçíîñòü. Íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî S0 ñîñòîèò èç

îäíîãî ýëåìåíòà (0, 0), ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèþ, â êîòîðîì íå âûáðàí
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íè îäèí ïðåäìåò.

Âåêòîðíûé êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè g:S → RA èìååò âèä

ga(S) :=

 s2 åñëè s1 = a

0 èíà÷å
, a = 0, . . . , A. (4.4)

Ïóñòü S = (s1, s2), S
′ = (s′1, s

′
2). Â òàêîì ñëó÷àå S ≼dom S ′ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà 1) ëèáî s1 = s′1 è s2 ≤ s′2; 2) ëèáî s1 > A è s′1 ≤ A.

Ìíîæåñòâî Fi ñîñòîèò èç äâóõ ôóíêöèé: id è

Fi(s1, s2) = (s1 + ai, s2 + ci). Çäåñü Fi ñîîòâåòñòâóåò âêëþ÷åíèþ â ÷à-

ñòè÷íîå ðåøåíèå ïðåäìåòà i, à ôóíêöèÿ id ñîîòâåòñòâóåò ïðîïóñêó ýòîãî

ýëåìåíòà. Íîâîå ñîñòîÿíèå S = (s1, s2) ïðèíèìàåòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ, åñëè

îíî íå íàðóøàåò îãðàíè÷åíèå íà îáùèé âåñ ïðåäìåòîâ, ò. å. HFi
(S) ≤ 0,

ãäå HFi
(S) = s1 + ai − A.

Óñëîâèÿ C.1 è C.2 ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îï-

òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî âûáðàòü ñîñòîÿíèå â Tn, èìåþùåå

íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êîìïîíåíòû s2.

Ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ òðóäîåìêîñòè ïðîöåäóðû ñðàâíåíèÿ èìååò

ñìûñë îðãàíèçîâàòü õðàíåíèå ñîñòîÿíèé ÄÏ â ìàòðèöå ðàçìåðíîñòè (A×n).

Ýëåìåíò â ñòðîêå a, a = 1, . . . , A, è ñòîëáöå i, i = 1, . . . , n, ñîäåð-

æèò ëó÷øåå íàéäåííîå çíà÷åíèå s1 äëÿ âñåõ âû÷èñëåííûõ ñîñòîÿíèé âèäà

S = (s1, s2) ∈ Ti, ãäå s2 = a. Òîãäà, ïîëàãàÿ τ ðàâíîé êîíñòàíòå, ïîëó÷àåì

òðóäîåìêîñòü ÄÏ O(nA), òàê êàê
∑n

i=1 |Ti−1| ≤ nA.

Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè. Ðàññìîò-

ðèì çàäà÷ó î êðàò÷àéøåì ïóòè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè: äàí ñâÿçíûé

ãðàô G = (V,E), ãäå V = {v1, . . . , v|V |} � ìíîæåñòâî âåðøèí, E � ìíî-

æåñòâî ðåáåð, è çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå âåñà åãî ðåáåð w:E → R+. Çàäà÷à

ñîñòîèò â îòûñêàíèè êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû èñòî÷íèêà vs = v1 â

öåëåâóþ âåðøèíó vt = v|V |.
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Ïóñòü n̄ = |V |. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-

æåñòâî ïðîñòûõ ïóòåé â ãðàôå G, íà÷èíàþùèõñÿ â âåðøèíå vs. Ìíîæåñòâî

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D ñîâïàäàåò ñ S.

Ââèäó òîãî, ÷òî äîáàâëåíèå âåðøèíû ê ïðîñòîìó ïóòè ìîæåò ïðè-

âåñòè ê ïîâòîðó èìåþùåéñÿ â ïóòè âåðøèíû, ðàññìîòðèì ðàñøèðåííîå

ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà S ′, ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ïóòåé äëèíîé íå

áîëåå n̄, íà÷èíàþùèõñÿ ñ âåðøèíû vs. Ìíîæåñòâî S0 íà÷àëüíûõ ðåøå-

íèé ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà vs. Äëÿ âñåõ i, i = 1, . . . , n̄, îïðåäåëèì

Fi := {Fv | v ∈ V } ∪ {id}, ãäå Fv:S → S ′ � îòîáðàæåíèå, ñîñòîÿùåå â

äîáàâëåíèè âåðøèíû v ê óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí. Ïîëîæèì

HFv
(S) = −1, åñëè Fv(S) � ïðîñòîé ïóòü â G, íà÷èíàþùèéñÿ â âåðøèíå vs;

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå HFv
(S) = 1.

Ïóñòü âåêòîðíàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ g èìååò d′ = n̄ êîìïîíåíò gv(S),

v ∈ V , çíà÷åíèå êàæäîé èç êîòîðûõ ðàâíî äëèíå ïóòè S, åñëè òîëüêî S �

ïðîñòîé ïóòü, ïðîõîäÿùèé îò âåðøèíû vs ê âåðøèíå v; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ïîëàãàåì gv(S) = ∞. Òàêèì îáðàçîì, S ≺dom S ′ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà: 1) ëèáî ïðîñòûå ïóòè S è S ′ âåäóò èç vs â îäíó è òó æå âåðøèíó è

ïóòü S ′ êîðî÷å ïóòè S; 2) ëèáî S íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïóòåì, à S ′ ÿâëÿåòñÿ.

Îáùàÿ ñõåìà ÄÏ ïðèìåíèìà ê äàííîé çàäà÷å, τ ′ = Ω(1), τ = O(1), è

|Ti−1| = Θ(n̄), |Fi| = Θ(n̄) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n̄. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðàò÷àé-

øåãî ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè vs è vt äîñòàòî÷íî âûáðàòü â Tn̄ ñîñòîÿíèå S

ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì gvt(S). Ââèäó (4.3) îáùàÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèò-

ìà 4.1 ñîñòàâëÿåò Θ(|V |3). Ñ òîé æå òðóäîåìêîñòüþ ìîæåò áûòü íàéäåíî

ìíîæåñòâî âñåõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò âåðøèíû vs � â äàííîì ñëó÷àå ýòî

âñå ÏÌÀ çàäà÷è I ′.

Çàìåòèì, ÷òî èçâåñòíûé àëãîðèòì Äeéêñòðû èìååò îöåíêó òðóäîåìêî-

ñòè O(|V |2), íî â îòëè÷èå îò ðàññìàòðèâàåìîé îáùåé ñõåìû ÄÏ â àëãîðèòìå

Äeéêñòðû íà êàæäîé ñòàäèè ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ îäíîêðàò-

íî (ïðè ýòîì áëèæàéøàÿ âåðøèíà ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ìíîæåñòâó âåðøèí,
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äîñòèãíóòûõ ðàíåå). Òàêèå ñïåöèàëüíûå ìîäèôèêàöèè ÄÏ â ðàìêàõ îáùåé

ñõåìû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ïðèìåíåíèå îáùåé ñõåìû ÄÏ ê çàäà÷å ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé

ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí ãðàôà îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðà-

çîì [156].

4.2. Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ â òåõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà ê çàäà÷å ïðèìåíèìà îáùàÿ ñõåìà ÄÏ, îïèñàííàÿ âûøå. Äëÿ ýòîãî

ñíà÷àëà èçëîæèì ïîäîáíóþ åé îáùóþ ñõåìó ÝÀ äëÿ çàäà÷è Π′, áàçèðóþùå-

ãîñÿ íà ÄÏ, çàòåì îöåíèì òðóäîåìêîñòü òàêîãî ÝÀ è ðàññìîòðèì ïðèìåðû

ïðèìåíåíèÿ ýòîé îáùåé ñõåìû.

4.2.1. Îáùàÿ ñõåìà ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà íà îñíîâå äèíà-

ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïóñòü B := {0, . . . , n̄} × S ′ � ìíîæåñòâî ãåíîòèïîâ ÝÀ, ãäå ïåðâàÿ

êîìïîíåíòà ãåíîòèïà óêàçûâàåò íîìåð ñòàäèè, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ ñîñòîÿ-

íèå, çàêîäèðîâàííîå âî âòîðîé êîìïîíåíòå (êîíêðåòíûé ñïîñîá êîäèðîâêè

îáåèõ êîìïîíåíò íå èìååò çíà÷åíèÿ). Ìíîæåñòâîì ôåíîòèïîâ ÿâëÿåòñÿ S ′.

Ôóíêöèÿ Ψ : B → S ′ äåéñòâóåò êàê ïðîåêöèÿ ãåíîòèïà ξ = (i, S) ∈ B â òî÷-

êó S ∈ S ′. Â ïðåäëàãàåìîì ÝÀ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìíî-

ãîêðèòåðèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè Φ(ξ) = (Φ1(ξ), . . . ,Φd′(ξ))

íà îñíîâå d′-ìåðíîé öåëåâîé ôóíêöèè g çàäà÷è I ′. Åñëè ξ = (i, S),

i ∈ {0, . . . , n̄}, S ∈ S, òî äëÿ âñåõ j, òàêèõ ÷òî gj � êðèòåðèé ìàêñèìèçàöèè,

ïîëàãàåì Φj(ξ) = gj(S); äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ j ïîëàãàåì Φj(ξ) = −gj(S).

Åñëè æå S ∈ S ′\S, òî Φj(ξ) = −∞, j = 1, . . . , d′.

Çàìåòèì, ÷òî íà îñíîâå âåêòîðíîçíà÷íîé öåëåâîé ôóíêöèè g ïîñðåä-
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ñòâîì ≼dom ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäïîðÿäîê ≼EA íà ìíîæåñòâå ãåíîòèïîâ:

(i, S) ≼EA (i′, S ′) ⇔ (i = i′ è S ≼dom S ′). (4.5)

Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ïðåäïîðÿäêà âìåñòî âåêòîðíîé ôóíêöèè ïðèñïî-

ñîáëåííîñòè â äàëüíåéøåì ïîçâîëèò óïðîñòèòü îïèñàíèå ïðåäëàãàåìîãî

ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ÝÀ.

Â ïðîöåññå ðàáîòû ÝÀ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ îñîáåé èñïîëüçóþòñÿ

îïåðàòîð ñåëåêöèè Sel⋄ è îïåðàòîð ìóòàöèè Mut⋄, êîòîðûå áóäóò îïèñàíû

íèæå. ÝÀ äëÿ çàäà÷è Π′ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì 4.2. Ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è Π′

1. X̂ := {0} × S0.

2. Ïîêà íå âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâêè :

3. ξ := Mut⋄(Sel⋄(X̂)).

4. Åñëè @ξ′ ∈ X̂, òàêîé ÷òî ξ ≼EA ξ
′, òî

5. X̂ := (X̂ \ {ξ′ ∈ X̂ | ξ′ ≺EA ξ}) ∪ {ξ}.

6. Êîíåö åñëè.

7. Êîíåö öèêëà.

8. Ðåçóëüòàò: {Ψ(ξ) | ξ = (i, S) ∈ X̂, S ∈ D}.

Îïåðàòîðîì ñåëåêöèè Sel⋄ âûáèðàåòñÿ îñîáü ξ ∈ X̂. Äëÿ ýòî-

ãî, âî-ïåðâûõ, âûáèðàåòñÿ èíäåêñ i ≤ n̄ − 1 ðàâíîâåðîÿòíî íà ìíî-

æåñòâå ñòàäèé, ïðåäñòàâëåííûõ â îñîáÿõ òåêóùåé ïîïóëÿöèè, ò. å. èç

{k : k ≤ n̄− 1, ∃(k, S) ∈ X̂}. Âî-âòîðûõ, ðàâíîâåðîÿòíî (ñ âîçâðàùåíèåì)

âûáèðàåòñÿ ãåíîòèï ξ ñðåäè îñîáåé âèäà (i, S) â òåêóùåé ïîïóëÿöèè X.

Ïðè çàäàííîì âõîäíîì ãåíîòèïå ξ = (i, S) â îïåðàòîðå ìóòàöèè Mut⋄

ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåòñÿ ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ F ∈ Fi+1 è ïðè óñëî-

âèè HF (S) ≤ 0 ðåçóëüòàò ìóòàöèè èìååò âèä Mut⋄((i, S)) = (i + 1, F (S));

èíà÷å (ïðè HF (S) > 0) Mut⋄(ξ) = ξ. Âîïðîñ î ñîîòâåòñòâèè îïåðàòîðà Mut⋄

èçâåñòíûì áèîëîãè÷åñêèì ìåõàíèçìàì ìóòàöèè îáñóæäàåòñÿ â [156].
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Íà ïîñëåäíåì øàãå ÝÀ ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ψ((i, S)) = S äëÿ èñ-

êëþ÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î íîìåðå ñòàäèè ñ öåëüþ ïîëó÷èòü

íàáîð äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è I ′. Ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî â àëãîðèòìå 4.2 êðèòåðèé îñòàíîâêè íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ñîîòâåòñòâóåò îáùåé ñõåìå ìíîãîêðèòåðè-

àëüíîãî ÝÀ [257], ãäå ÷èñëåííîñòü ïðîìåæóòî÷íîé ïîïóëÿöèè N = 1 (ñì.

àëãîðèòì 1.4).

4.2.2. Ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà

Îáîçíà÷èì íàèáîëüøóþ èç ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé, âû÷èñ-

ëåííûõ çà âñå âðåìÿ ðàáîòû ÄÏ, ÷åðåç Wmax, ò. å. Wmax = maxi=0,...,n̄ |Ti|.

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíàWmax îïðåäåëåíà êîððåêòíî, òàê êàê ìîùíîñòè ìíî-

æåñòâ Ti îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 4.2.

Ëåììà 4.1. Åñëè çàäà÷à Π′ ðàçðåøèìà àëãîðèòìîì ÄÏ è óñëîâèÿ C.1,

C.2 âûïîëíåíû, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà èòåðàöèé ýâîëþöè-

îííîãî àëãîðèòìà 4.2 äî ïîñòðîåíèÿ ÏÌÀ åñòü

O

(
n̄ · logWmax ·

n̄−1∑
i=0

|Ti| · |Fi+1|

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè

äîêàçàòåëüñòâàì òåîðåìû 7 â [279] è òåîðåìû 1 â [35]. Ðàññìîòðèì ðàáîòó

ÝÀ êàê ïîýòàïíûé ïðîöåññ, ãäå ýòàï i, i = 0, . . . , n̄, çàâåðøàåòñÿ, êîãäà äëÿ

êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ S ∈ Ti ïîñòðîåíà îñîáü (i, S ′) ∈ X̂, òàêàÿ ÷òî S ′ äîìè-

íèðóåò S. Çäåñü è äàëåå â íàñòîÿùåì äîêàçàòåëüñòâå ÷åðåç Ti, i = 0, . . . , n̄,

îáîçíà÷àþòñÿ òå æå ïîäìíîæåñòâà, ÷òî âû÷èñëÿþòñÿ â àëãîðèòìå 4.1. Çà-

ìåòèì, ÷òî ïîñëå çàâåðøåíèÿ ýòàïà i ïîäìíîæåñòâî ãåíîòèïîâ, èìåþùèõ

âèä (i, S) â ïîïóëÿöèè X, óæå íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ íà ïîñëåäóþùèõ èòå-

ðàöèÿõ ÝÀ. Ïóñòü T ′
i îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â

òàêèõ îñîáÿõ ïîñëå çàâåðøåíèÿ ýòàïà i, i = 0, . . . , n̄. Ïî ñõåìå àëãîðèò-
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ìà 4.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T ′
i , i = 0, . . . , n̄, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.2),

è, ñëåäîâàòåëüíî, |T ′
i | = |Ti|, i = 0, . . . , n̄, ââèäó óòâåðæäåíèÿ 4.2.

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà θi ðàâíà ÷èñëó èòåðàöèé ñ ìîìåíòà îêîí-

÷àíèÿ ýòàïà i − 1 äî îêîí÷àíèÿ ýòàïà i, i = 1, . . . , n̄. Òîãäà ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà èòåðàöèé ÝÀ äî ïîëó÷åíèÿ ÏÌÀ ðàâíî E[θ], ãäå

θ = θ1 + . . .+ θn̄.

Ëþáîå ñîñòîÿíèå S ∈ Ti+1 âû÷èñëÿåòñÿ â àëãîðèòìå 4.1 ïîñðåäñòâîì

íåêîòîðîé ôóíêöèè F̃ ∈ Fi+1, ïðèìåíåííîé ê îäíîìó èç ñîñòîÿíèé S̃ ∈ Ti.

Òàêèì îáðàçîì, íà ýòàïå i + 1 âî âðåìÿ ìóòàöèè òà æå ïåðåõîäíàÿ ôóíê-

öèÿ F̃ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê íåêîòîðîé îñîáè ξ′ = (i, S ′), òàêîé ÷òî

S̃ ≼dom S ′. Ïîñëå ýòîé ìóòàöèè, ââèäó óñëîâèé C.1 è C.2, ïîïóëÿöèÿ X

áóäåò ñîäåðæàòü îñîáü ξ′′ = (i + 1, S ′′), ãäå S ′′ � ñîñòîÿíèå, òàêîå ÷òî

S ≼dom F̃ (S ′) ≼dom S ′′.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èòåðàöèþ ÝÀ íà ýòàïå i+1. Ïóñòü k � ÷èñ-

ëî ñîñòîÿíèé èç Ti+1, êîòîðûå óæå äîìèíèðóþòñÿ êàêèìè-òî ñîñòîÿíèÿìè,

ïðåäñòàâëåííûìè â îñîáÿõ ïîïóëÿöèè X. Òîãäà íàéäåòñÿ |Ti+1| − k íîâûõ

ãåíîòèïîâ âèäà (i+ 1, S), êîòîðûå ìîãóò áûòü äîáàâëåíû â ïîïóëÿöèþ X,

òàêèõ ÷òî ïîñëå èõ äîáàâëåíèÿ ýòàï i + 1 áóäåò îêîí÷åí (íàïîìíèì, ÷òî

|T ′
i+1| = |Ti+1|). Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ îñîáè (i, S ′), ãäå S ′ äîìèíèðóåò

êàêîå-ëèáî èç ðàíåå íå äîìèíèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâà Ti+1, ñîñòàâ-

ëÿåò íå ìåíåå (|Ti+1| − k)/(n̄|Ti| · |Fi+1|). Ïî ñâîéñòâàì ãåîìåòðè÷åñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåå ÷èñëî èñïûòàíèé äî íàñòóïëåíèÿ ïåðâîãî òàêîãî

ñîáûòèÿ íå ïðåâûøàåò (n̄|Ti| · |Fi+1|)/(|Ti+1| − k). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà èòåðàöèé íà ýòàïå i+1 îãðàíè÷èâàåòñÿ ñâåðõó:

E[θi+1] ≤
|Ti+1|∑
t′=1

n̄|Ti| · |Fi+1|
t′

= n̄|Ti| · |Fi+1| · H(|Ti+1|),

ãäå H(K) îáîçíà÷àåò K-å ãàðìîíè÷åñêîå ÷èñëî, H(K) =
∑K

j=1 1/j. Ñëåäî-
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âàòåëüíî,

E[θ] ≤
n̄−1∑
i=0

n̄|Ti| · |Fi+1| · H(|Ti+1|) ≤ n̄(lnWmax + 1) ·
n̄−1∑
i=0

|Ti| · |Fi+1|.

Åñëè â àëãîðèòìå 4.2 ïîïóëÿöèÿ õðàíèòñÿ â ïàìÿòè êàê íàáîð íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ãåíîòèïîâ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè êîì-

ïîíåíòû i, i = 0, . . . , n̄, òî ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü ïðåäëîæåííîãî ÝÀ åñòü

O

(
n̄ logWmax ·

n̄−1∑
i=0

(|Fi+1| · |Ti| · τ)

)
.

Ñðàâíåíèå ÝÀ è ÄÏ ïðåäïîëàãàåò îòûñêàíèå äëÿ àëãîðèòìà ÄÏ íåêî-

òîðîãî ÝÀ è àíàëèç òðóäîåìêîñòè ýòèõ äâóõ àëãîðèòìîâ. Îäíàêî îáùàÿ

ñõåìà ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ÝÀ, ïðèâåäåííàÿ â ðàçäåëå 1.2.2, èìååò äîñòà-

òî÷íî îáùèé âèä, äîïóñêàþùèé, íàïðèìåð, âíåäðåíèå èñõîäíîãî àëãîðèòìà

ÄÏ â ëþáîé èç îïåðàòîðîâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ÝÀ. Äëÿ âûÿâëåíèÿ ýô-

ôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñïåöèôèêîé ÝÀ, íåîáõîäèìî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ íà òðóäîåìêîñòü êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî

ÝÀ. Òàêîé ïîäõîä ê ñðàâíåíèþ ÝÀ è ÄÏ ðåàëèçîâàí â ñëåäóþùåé òåîðå-

ìå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç TDP òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ÄÏ, ñîîòâåòñòâóþùåãî

ñõåìå àëãîðèòìà 4.1.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü çàäà÷à Π′ ðàçðåøèìà àëãîðèòìîì ÄÏ, óñëîâèÿ C.1,

C.2 âûïîëíåíû, à îáðàáîòêà ñîñòîÿíèÿ â ÄÏ èìååò òðóäîåìêîñòü Θ(1).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ÝÀ, ãäå òðóäîåìêîñòü êàæäîãî

îïåðàòîðà åñòü O(1), è ÏÌÀ çàäà÷è Π′ âû÷èñëÿåòñÿ â ñðåäíåì çà âðåìÿ

O(TDPn̄ logWmax).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.3 îáùåå âðåìÿ ñ÷åòà ÄÏ

ñîñòàâëÿåò

TDP = Θ

(
n̄−1∑
i=0

|Ti| · |Fi+1|

)
. (4.6)
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Ïî ëåììå 4.1 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà èòåðàöèé ýâîëþöèîííîãî

àëãîðèòìà 4.2 äî ïîñòðîåíèÿ ÏÌÀ åñòü

O

(
n̄ · logWmax ·

n̄−1∑
i=0

|Ti| · |Fi+1|

)
,

à çíà÷èò, ÏÌÀ âû÷èñëèìî äàííûì ÝÀ â ñðåäíåì çà âðåìÿ

O

(
n̄ logWmax ·

n̄−1∑
i=0

(|Ti| · |Fi+1|)

)
= O(n̄TDP logWmax).

Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âðåìÿ

îáðàáîòêè ñîñòîÿíèÿ ÄÏ è òðóäîåìêîñòè îïåðàòîðîâ ÝÀ ïîëèíîìèàëüíî

îãðàíè÷åíû. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå â ýòîì ñëó÷àå ñó-

ùåñòâóåò âåðõíÿÿ îöåíêà ñðåäíåé òðóäîåìêîñòè ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ÝÀ,

îòëè÷àþùàÿñÿ îò òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ íà ìíîæèòåëü, îãðàíè÷åííûé ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäíûõ äàííûõ è

÷èñëà ñîñòîÿíèé ÄÏ.

Óòâåðæäåíèå 4.4. Ïóñòü çàäà÷à Π′ ðàçðåøèìà àëãîðèòìîì ÄÏ, óñëîâèÿ

C.1, C.2 âûïîëíåíû, à îáðàáîòêà ñîñòîÿíèÿ â ÄÏ èìååò ïîëèíîìèàëü-

íî îãðàíè÷åííóþ òðóäîåìêîñòü. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîãîêðèòåðèàëüíûé

ÝÀ, â êîòîðîì êàæäûé îïåðàòîð ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèì, è ÏÌÀ çàäà-

÷è Π′ â ñðåäíåì âû÷èñëÿåòñÿ çà âðåìÿ TDP ·poly(|I|)n̄ logWmax, ãäå poly(·)

� íåêîòîðûé ïîëèíîì.

Óòâåðæäåíèå 4.4 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 4.1.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíåíèÿ ÄÏ ïðåäïîðÿäîê ≼dom ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ (ñì. ïðèìåðû âûøå). Â òàêèõ

ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî âû÷èñëåííûõ ñîñòîÿíèé ÄÏ öåëåñîîáðàçíî õðàíèòü â

òàáëèöå, ãäå ÷èñëî ñòðîê ðàâíî ÷èñëó ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, à ÷èñëî ñòîëáöîâ
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ðàâíî n̄+1. Äëÿ àëãîðèòìîâ ÄÏ ñ òàêèì òàáëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ñîñòî-

ÿíèé â [35,36] ïðåäëîæåíà ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ ýâîëþöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ ñ

îöåíêîé ñðåäíåãî ÷èñëà èòåðàöèé, àíàëîãè÷íîé îöåíêå ëåììû 4.1.

4.2.3. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà íà áàçå

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà. Ïî ëåììå 4.1 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà

èòåðàöèé ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà 4.2 íà îñíîâå ÄÏ Ì. Õåëüäà è Ð. Êàðïà

åñòü O
(
|V |4 · 2|V |).

Çàäà÷à îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå. Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîí-

íûé àëãîðèòì 4.2 íà îñíîâå ïðèâåäåííîãî ðàíåå ÄÏ òðóäîåìêîñòè O(nA).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà èòåðàöèé äî ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðå-

øåíèÿ â äàííîì ÝÀ åñòü O
(
n2A log (A)

)
ïî ëåììå 4.1.

Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè. Ïðèìåíå-

íèå ëåììû 4.1 ê ÝÀ, îñíîâàííîìó íà ÄÏ äëÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè

ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè, ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé ýâîëþ-

öèîííîãî àëãîðèòìà 4.2 äî ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà åñòü O
(
|V |4 log |V |

)
. Ýòà

îöåíêà ìîæåò áûòü ñíèæåíà äî O(|V |3 log |V |) ïðè íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèè

îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ â ÝÀ (ñì. [155]). Äàëüíåéøåå óëó÷øåíèå îöåíêè

äî O(|V |3) áûëî äîñòèãíóòî â [279] ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî

âàðèàíòà ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèè.

4.2.4. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäîâàíû âîçìîæíîñòè âûáîðà ôóíêöèè ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ÝÀ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

äàííûé àëãîðèòì äîñòàâëÿë ðåøåíèÿ òîãî æå êà÷åñòâà, ÷òî è ìåòîä äè-

íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íà îñíîâå îáùåé ñõåìû ÄÏ ïðåäëîæåí
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ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ÝÀ ñ âîçìîæíîñòÿìè àëãîðèòìîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ è èññëåäîâàíà ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãî-

ðèòìîâ â ñðàâíåíèè ñ òðóäîåìêîñòüþ ÄÏ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé Ó. Áåðòåëå è Ô. Áðèîøè â íàñòîÿ-

ùåì è ïðåäûäóùåì ðàçäåëàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåðèàëüíîå ÄÏ. Ïðåäñòàâëÿ-

åò èíòåðåñ âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà àëãîðèòìû

íåñåðèàëüíîãî ÄÏ [131]. Êðîìå òîãî, áûëî áû èíòåðåñíî îáîáùåíèå ýòèõ

ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé, êîãäà ïåðåõîäíûå ôóíêöèè èìåþò áîëåå îäíîãî àð-

ãóìåíòà (ñì., íàïðèìåð, [104,188]).

Îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòÿõ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ýâî-

ëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ÄÏ è èõ ñðàâíåíèè ñ ïà-

ðàëëåëüíûìè àëãîðèòìàìè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì. [188]).

Îáùàÿ ñõåìà ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàíà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Á. Äîýððîì, Ô. Íåéìàí-

íîì, Ê. Òèññåíîì è Ì. Òèëå íà áàçå ïîäõîäà èç [35]. Ïðè ýòîì ñîàâòîðàìè

áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ìíîãîêðèòåðèàëüíîûé ÝÀ âìåñòî ìíîãî-

êðèòåðèàëüíîé ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèè (ñì. [35]), ÷òî ïîçâîëèëî ñíèçèòü

îáùóþ òðóäîåìêîñòü ÝÀ, è ïðèâåäåíû èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðû. Ê. Òèñ-

ñåíîì äîêàçàíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå 4.2.

4.3. Âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ àïïðîêñèìà-

öèîííàÿ ñõåìà

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè Π îïè-

ñàííûé âûøå ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ ñî ñêîëü

óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðè ïîìîùè ÝÀ.

Â [293] Ã. Âîåãèíãåðîì ïðåäëîæåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ äî-

ñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ íà îñíîâå óæå èçâåñòíîãî àëãîðèòìà ÄÏ

ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà.

Â ýòîò êëàññ, íàïðèìåð, âõîäèò çàäà÷à î áóëåâîì îäíîìåðíîì ðþêçàêå è
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òàêèå çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé, êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåâçâåøåí-

íîãî âðåìåíè çàâåðøåíèÿ ðàáîò íà ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ïàðàëëåëüíûõ

ìàøèí ðàçíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåâçâåøåí-

íîãî îòêëîíåíèÿ îò çàäàííîãî ñðîêà çàâåðøåíèÿ ðàáîò íà îäíîé ìàøèíå,

çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîãî ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ äåòàëåé è äð.

Çäåñü äëÿ êëàññà çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Ã. Âîåãèíãåðà, íà

îñíîâå ÝÀ èç ðàçäåëà 4.2 áóäåò ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, ÿâëÿþùå-

åñÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõå-

ìîé. Ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [222]).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïîä âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé àï-

ïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ àë-

ãîðèòìîâ ïðè âñåâîçìîæíûõ 0 < ε < 1 ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ, ïîëè-

íîìèàëüíî çàâèñÿùåé îò äëèíû âõîäà çàäà÷è è îò 1/ε, äàþùèõ (1 + ε)-

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 3/4.

Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ (1+ε)-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

ñ ðîñòîì ÷èñëà íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà óáûâàåò

ýêñïîíåíöèàëüíî, ïîýòîìó âìåñòî 3/4 â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò èñïîëüçîâàòü-

ñÿ ëþáàÿ êîíñòàíòà èç èíòåðâàëà (0,1).

Ñäåëàííîå â íà÷àëå ãëàâû ïðåäïîëîæåíèå î ñâîäèìîñòè çàäà÷è Π ê Π′

îçíà÷àåò, ÷òî ÏÌÀ S∗ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ′ èç Π′ ìîæåò áûòü ýô-

ôåêòèâíî ïðåîáðàçîâàíî â îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I

èç Π. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ââåäåì ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ¾òåõíè÷åñêèõ¿

ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî äàííîé ñâîäèìîñòè.

1. Ïóñòü âñÿêîå S ∈ S∗ ýôôåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ â ðåøå-

íèå y(S) ∈ Sol(I). Ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ fI(y(S)) äà-

ëåå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç G(S).

2. Óïðîùåííûé àëãîðèòì ÄÏ ðåøàåò çàäà÷ó Π′, ïîýòîìó èìååò ìåñòî
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ðàâåíñòâî

f ∗I = min{G(S) : S ∈ Sn̄}, (4.7)

åñëè Π � çàäà÷à ìèíèìèçàöèè, èëè

f ∗I = max{G(S) : S ∈ Sn̄}, (4.8)

åñëè Π � çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè.

3. Îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è Π ïðåäïîëîæèì,

÷òî âõîä I ñîñòîèò èç n̄ âåêòîðîâ X1, . . . ,Xn̄ ∈ Zα
+ è öåëî÷èñëåí-

íûå êîìïîíåíòû x1k, . . . , xαk êàæäîãî èç âåêòîðîâ Xk ïðåäñòàâëå-

íû â äâîè÷íîé êîäèðîâêå. Ðàçìåðíîñòü α ìîæåò çàâèñåòü îò êîí-

êðåòíîãî âõîäà çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, äëèíà âõîäà |I| ñîñòàâëÿåò

Θ
(
n̄+ α+ log

(∑n̄
k=1

∑α
i=1 xik

))
.

4. Ïðè êàæäîì i, i = 1, . . . , n̄, êàæäàÿ ôóíêöèÿ F ∈ Fi è ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ åé ôóíêöèÿHF íå çàâèñÿò îò âåêòîðîâ âõîäà Xk ñ íîìåðàìè k ̸= i

è êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà S ′ � âåêòîð âèäà S = (s1, . . . , sβ) ∈ Zβ
+.

Ðàçìåðíîñòü β ôèêñèðîâàíà è íå çàâèñèò îò èíäèâèäóàëüíîé çàäà-

÷è I.

Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S ′ ñóòü öåëî÷èñëåí-

íûå âåêòîðû, äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàíî ïî ñóùåñòâó â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî

êàæäûé êîìïîíåíò ñîñòîÿíèÿ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íåêîòîðûé êîëè-

÷åñòâåííûé ïàðàìåòð, êîòîðûé ìîæåò ìàñøòàáèðîâàòüñÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ

óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè ìîæåò áûòü îñëàáëåíî è ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä

ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ïîñòðîåíèÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûõ àïïðîêñè-

ìàöèîííûõ ñõåì ê ÄÏ, ãäå ñîñòîÿíèÿ èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîìïîíåíòû

(ñì., íàïðèìåð, [144]).

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àï-

ïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû. Ïðè ïîñòðîåíèè âïîëíå ïîëèíîìèàëüíûõ
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àïïðîêñèìàöèîííûõ ñõåì íà êàæäîé ñòàäèè ÄÏ ìîãóò èñêëþ÷àòüñÿ íåêî-

òîðûå ñîñòîÿíèÿ, áëèçêèå ê óæå ïîñòðîåííûì. Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò,

ãäå èñïîëüçîâàëñÿ òàêîé ìåòîä ¾ïðîðåæèâàíèÿ¿ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé,

ÿâëÿåòñÿ [215]. Äðóãèå ïðèìåðû åãî èñïîëüçîâàíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû

â [60,144,293].

Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ áëèçîñòè ñîñòîÿíèé, ñëåäóÿ [293], ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî çàäàí âåêòîð ñòåïåíåé D = (d1, . . . , dβ) ∈ Zβ
+, íå çàâèñÿùèé îò

èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I. Ïðè çàäàííîì âåùåñòâåííîì ìàñøòàáèðóþùåì

ìíîæèòåëå ∆ > 1 áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå S = (s1, . . . , sβ) ÿâëÿåòñÿ

(D,∆)-áëèçêèì ê ñîñòîÿíèþ S ′ = (s′1, . . . , s
′
β), åñëè

∆−dℓsℓ ≤ s′ℓ ≤ ∆dℓsℓ, ℓ = 1, . . . , β.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå L0 äëÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ 1 ≤ ℓ ≤ β, òàêèõ ÷òî

dℓ = 0, è ïóñòü L1 = {1, . . . , β}\L0.

Îñíîâíûì ñðåäñòâîì èñêëþ÷åíèÿ ¾íåïåðñïåêòèâíûõ¿ ñîñòîÿíèé âî

âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìå íà îñíîâå ÄÏ [293] ÿâ-

ëÿåòñÿ îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïðåäïîðÿäêà ≼qua, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå ñî-

ñòîÿíèé. Ïðè ¾ïðîðåæèâàíèè¿ íà êàæäîé ñòàäèè i, i = 1, . . . , n̄, ìîãóò

óäàëÿòüñÿ òîëüêî òå èç ñîñòîÿíèé, êîòîðûå óñòóïàþò êàêîìó-ëèáî óæå ïî-

ñòðîåííîìó íà ýòîé ñòàäèè ñîñòîÿíèþ â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ≼qua è ïðè ýòîì

(D,∆)-áëèçêè ê íåìó.

Ëèíåéíûé ïðåäïîðÿäîê ≼qua âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí

áûë ðàñøèðåíèåì ïðåäïîðÿäêà ≼dom, ò. å. åñëè S ≼dom S ′, òî S ≼qua S
′

ïðè ëþáûõ S, S ′ ∈ Zβ
+. Äëÿ ñîâìåñòèìîñòè ñ ðåçóëüòàòàìè [293] ââåäåì

áîëåå îãðàíè÷èòåëüíîå, ÷åì â ðàçäåëàõ 4.1 è 4.2, ïðåäïîëîæåíèå î òîì,

÷òî îòíîøåíèå ≼dom ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì. Äàííîå îãðàíè÷åíèå

íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ÄÏ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è I ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-

äîê ≼dom íà ñåìåéñòâå êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ S1, . . . ,Sn̄ ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà êðèòåðèåâ g1, . . . , gd′ â ñîîòâåòñòâóþ-
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ùåé I èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å P ′ òàê, ÷òîáû îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ ïî

Ïàðåòî áûëî ýêâèâàëåíòíûì îòíîøåíèþ ≼dom íà ýòîì ìíîæåñòâå (ñì., íà-

ïðèìåð, [3], ãë. 2, ï. 4). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîâìåñòèìîñòè ñ ïîäõîäîì èç

ðàçäåëîâ 4.1 è 4.2 ìîæåò áûòü óêàçàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ≼dom çàäà÷à Π′.

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ [293], îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå âïîëíå

ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû. Â äîïîëíåíèå ê C.1 è C.2

ââåäåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ C.1′, C.2′, C.3 è C.4.

Óñëîâèå C.1′. Ïðè ëþáûõ ∆ > 1, S, S ′ ∈ Zβ
+ è F ∈ Fi, i = 1, . . . , n̄,

åñëè S ÿâëÿåòñÿ (D,∆)-áëèçêèì ê S ′, F (S ′) ∈ S è S ≼qua S ′, òî ëè-

áî F (S) ≼qua F (S ′) è F (S) ÿâëÿåòñÿ (D,∆)-áëèçêèì ê F (S ′), ëèáî

F (S) ≼dom F (S ′).

Óñëîâèå C.2′. Ïðè ∆ > 1, S, S ′ ∈ Zβ
+, i = 1, . . . , n̄ è F ∈ Fi, åñëè ñî-

ñòîÿíèÿ S è S ′ ÿâëÿþòñÿ (D,∆)-áëèçêèìè è S ≼qua S
′, òî HF (S

′) ≤ HF (S).

Óñëîâèå C.3. Ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà γ ∈ Z+, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò

ôóíêöèè G è âåêòîðà D, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ ∆ > 1 è S, S ′ ∈ Zβ
+,

(i) åñëè S ÿâëÿåòñÿ (D,∆)-áëèçêèì ê S ′ è S ≼qua S ′, òî

G(S ′) ≤ ∆γG(S) â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè è ∆−γG(S) ≤ G(S ′) â

ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè;

(ii) åñëè S ≼dom S ′, òî G(S ′) ≤ G(S) â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè è

G(S ′) ≥ G(S) â ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè.

Óñëîâèå C.4.

(i) Âñå ôóíêöèè F ∈ Fi è HF ïðè ëþáîì i = 1, . . . , n̄, ôóíêöèÿ G, à

òàêæå îòíîøåíèå ≼qua âû÷èñëèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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(ii) Ìîùíîñòè |Fi|, i = 1, . . . , n̄, ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû.

(iii) Ìíîæåñòâî S0 âû÷èñëèìî çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ.

(iv) Ñóùåñòâóåò ïîëèíîì π1(n̄, log2 |I|), òàêîé ÷òî êîìïîíåíòû

ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâ Si, i = 1, . . . , n̄, ñóòü öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèå eπ1(n̄,log2 |I|). Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ ℓ ∈ L0 ìîù-

íîñòü ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü êîîðäèíàòà sℓ

âåêòîðà S ∈ Si, îãðàíè÷åíà íåêîòîðûì ïîëèíîìîì π2(n̄, log2 |I|), ò. å.

|{sℓ : (s1, . . . , sℓ, . . . , sβ) ∈ Si}| ≤ π2(n̄, log2 |I|).

Ïóñòü ïðè óñëîâèÿõ, ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå,

ñóùåñòâóþò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≼dom, ëèíåéíûé ïðåäïîðÿäîê ≼qua è

âåêòîð ñòåïåíåé D, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì C.1, C.2, C.1′, C.2′, C.3

è C.4. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé èç [293] çàäà÷à Π ÿâëÿåòñÿ

DPB-çàäà÷åé (îò àíãëèéñêîãî òåðìèíà DP-benevolent problem).

Âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà. Ðàññìîòðèì

àëãîðèòì ÄÏ∆, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ÄÏ ñ ¾ïðîðåæèâà-

íèåì¿ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé íà êàæäîé ñòàäèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàáîðîâ

ñîñòîÿíèé, ÿâëÿþùèõñÿ (D,∆)-áëèçêèìè ìåæäó ñîáîé, â àëãîðèòìå ÄÏ∆

èñïîëüçóåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé íà âûáðàííûå ñïåöèàëüíûì

îáðàçîì ïàðàëëåëåïèïåäû (îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî íèæå). Òàêîå ðàçáèåíèå

ïîçâîëÿåò èñêëþ÷àòü èç ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðûå ¾áëèçêèå¿ ê óæå èìåþ-

ùèìñÿ ñîñòîÿíèÿ.

Ïóñòü L � äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ âåëè÷èíà, âûáðàííàÿ äëÿ äàííîé èí-

äèâèäóàëüíîé çàäà÷è I è ïîãðåøíîñòè ε (âûáîð âåëè÷èíû L áóäåò îáñóæ-

äàòüñÿ äàëåå). Ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà ÄÏ∆ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ðàçáèå-

íèåì ìíîæåñòâà P (L,∆) = Zβ
+ ∩ [0,∆L]β íà ñåìåéñòâî ïàðàëëåëåïèïåäîâ

{P(k1,...,kβ) : kℓ = 0, . . . , L, ℓ = 1, . . . , β},



182

ãäå ïàðàëëåëåïèïåä P(k1,...,kβ) ñ èíäåêñîì (k1, . . . , kβ) ∈ Zβ
+ ñîäåðæèò âñå

öåëî÷èñëåííûå òî÷êè S = (s1, . . . , sβ), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

sℓ ∈


{0}, åñëè kℓ = 0;

[∆kℓ−1,∆kℓ − 1], åñëè 0 < kℓ < L;

[∆kℓ−1,∆kℓ], åñëè kℓ = L

(4.9)

ïðè ℓ ∈ L1, è

sℓ = kℓ (4.10)

ïðè ℓ ∈ L0.

Àëãîðèòì 4.3. ÄÏ∆

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü T0 := S0.

2. Äëÿ i îò 1 äî n̄ âûïîëíÿòü:

3. Ïîëîæèòü Ti := ∅.

4. Äëÿ êàæäîãî S ∈ Ti−1 è êàæäîãî F ∈ Fi âûïîëíÿòü:

5. Ïóñòü F (S) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì P(k1,...,kβ).

6. Åñëè HF (S) ≤ 0 è â ïàðàëëåëåïèïåäå P(k1,...,kβ)

íå ñóùåñòâóåò òàêîãî S ′ ∈ Ti , ÷òî F (S) ≼qua S
′, òî

äîáàâèòü F (S) â Ti è óäàëèòü èç Ti âñå ñîñòîÿíèÿ

S ′′ ∈ P(k1,...,kβ) ∩ Ti, òàêèå ÷òî S ′′ ≼qua F (S).

7. Êîíåö öèêëà ïî S è F .

8. Êîíåö öèêëà ïî i.

9. Âûáðàòü min{G(S) : S ∈ Tn̄} â ñëó÷àå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

ëèáî max{G(S) : S ∈ Tn̄} â ñëó÷àå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè.

Êàê ïîêàçàíî â [293], äëÿ ïîëó÷åíèÿ âïîëíå ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîê-

ñèìàöèîííîé ñõåìû â ÄÏ∆ äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

∆ = 1 +
ε

2γn̄
, (4.11)
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L =

⌈
π1(n̄, log2 |I|)

ln∆

⌉
. (4.12)

Ïðè ýòîì, êàê âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû, L ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷å-

íà îò äëèíû âõîäà è îò 1/ε.

Ëåììà 4.2. [293] Ïóñòü ∆ = 1+ε/(2γn̄), òîãäà âåëè÷èíà L =
⌈
π1(n̄,log2 |I|)

ln∆

⌉
ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíà îòíîñèòåëüíî äëèíû âõîäà è îò 1/ε è âñÿêîå

ñîñòîÿíèå èç ìíîæåñòâà Si, i = 1, . . . , n̄, ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ïàðàë-

ëåëåïèïåäîâ P(i1,...,iβ), çàäàííûõ óñëîâèÿìè (4.9) è (4.10).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò [293] ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü Π � DPB-çàäà÷à. Òîãäà ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ ÄÏ∆

ñ âûáîðîì ïàðàìåòðîâ ∆ è L ñîãëàñíî (4.11) è (4.12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

âïîëíå ïîëèíîìèàëüíóþ àïïðîêñèìàöèîííóþ ñõåìó.

4.3.1. Ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì

Ïðåäëàãàåìûé çäåñü ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì EA∆ àíàëîãè÷åí ýâî-

ëþöèîííîìó àëãîðèòìó 4.2. Îñíîâíîé öèêë àëãîðèòìà îòëè÷àåòñÿ ëèøü

ïðàâèëîì äîáàâëåíèÿ îñîáåé â ïîïóëÿöèþ, ÷òî âûðàæàåòñÿ â çàìåíå îò-

íîøåíèÿ ≼EA íà íîâîå îòíîøåíèå ≼∆, ãäå (i, S) ≼∆ (i′, S ′) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà i = i′ è ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð èíäåêñîâ k1, . . . , kβ, ÷òî

S, S ′ ∈ P(k1,...,kβ), ïðè÷åì S ≼qua S
′.

Àëãîðèòì EA∆ äåéñòâóåò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Π ÿâëÿåòñÿ DPB-

çàäà÷åé. Ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ èñõîäíîé ïîïóëÿöèè X, òàêîé ÷òî X̂ =

{0}×S0, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ïðîöåäóðà,

ñóùåñòâóþùàÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ C.4 (iii).

Èç ñõåìû àëãîðèòìà 4.2 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n̄} îñîáè

âèäà (i, S) â ïîïóëÿöèè EA∆ ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî ñîñòîÿíèÿ S ∈ Si, òàê

êàê ñîñòîÿíèÿ èç Zβ\Si íå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ

Sel⋄ è Mut⋄ çà i èòåðàöèé.
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4.3.2. Âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ àïïðîêñè-

ìàöèîííàÿ ñõåìà íà îñíîâå ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Π �

çàäà÷à ìèíèìèçàöèè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî S ∈ Si îáîçíà÷èì ÷åðåç θ(i, S)

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ íîìåðó èòåðàöèè EA∆, íà êîòîðîé âïåðâûå

ïîëó÷åíà îñîáü (i, S ′), òàêàÿ ÷òî S ′ (D,∆i)-áëèçêî ê S è S ≼qua S
′. Çàìåòèì,

÷òî ïî ñõåìå EA∆, íà÷èíàÿ ñ èòåðàöèè θ(i, S), â ïîïóëÿöèè âñåãäà ìîæíî

íàéòè íåêîòîðóþ îñîáü, óäîâëåòâîðÿþùóþ äàííîìó óñëîâèþ.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò èç [293], êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàí â ëåììå 4.4.

Ëåììà 4.3. [293] Ïóñòü S � íåäîìèíèðóåìîå ñîñòîÿíèå â Si äëÿ íåêî-

òîðîãî 1 ≤ i ≤ n̄, òîãäà äëÿ S íàéäåòñÿ íåäîìèíèðóåìîå â Si−1 ñîñòîÿ-

íèå S# è îòîáðàæåíèå F# ∈ Fi, òàêèå ÷òî F
#(S#) = S.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåäîìèíèðóåìîãî

S ∈ Si â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå îò |I| è 1/ε ÷èñëî èòå-

ðàöèé îáíàðóæèâàåòñÿ îñîáü (i, S ′), òàêàÿ ÷òî S ′ (D,∆i)-áëèçêî ê S è

S ≼qua S
′.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü Π ÿâëÿåòñÿ DPB-çàäà÷åé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i =

0, . . . , n̄ è âñÿêîãî íåäîìèíèðóåìîãî â Si ñîñòîÿíèÿ S âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî E[θ(i, S)] ≤ n̄(Lπ2(n̄, log2 |I|))β ·
∑i

k=1 |Fk|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî i. Ïðè i = 0 óòâåð-

æäåíèå âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íåäîìèíèðóå-

ìîå ñîñòîÿíèå S â Si. Ïóñòü i > 0 è óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ i− 1.

Îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìà ÄÏ äîêàçàíî (ñì. ëåììó 4.3), ÷òî äëÿ S

íàéäóòñÿ íåäîìèíèðóåìîå â Si−1 ñîñòîÿíèå S# è îòîáðàæåíèå F# ∈ Fi, òà-

êèå ÷òî F#(S#) = S. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äàåò îöåíêó

ñâåðõó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷èñëà èòåðàöèé θ(i−1, S#) äî ïîëó-

÷åíèÿ îñîáè (i−1, U#), òàêîé ÷òî U# (D,∆i−1)-áëèçêî ê S# è S# ≼qua U
#.

Íàçîâåì ìóòàöèþ ñ ïðèìåíåíèåì F# ê îñîáè (i− 1, U#) óñïåøíîé.
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Ñîãëàñíî óñëîâèþ C.2′ èìååì:

HF#(U#) ≤ HF#(S#) ≤ 0,

à ïî ïðåäïîëîæåíèþ C.1′ ëèáî (à) F#(U#) (D,∆i−1)-áëèçêî ê S è

S ≼qua F
#(U#), ëèáî (á) S ≼dom F#(U#).

Â ñëó÷àå (à) ïîñëå óñïåøíîé ìóòàöèè ïîïóëÿöèÿ áóäåò ñîäåðæàòü

ýëåìåíò (i, F#(U#)) ëèáî íåêîòîðûé äðóãîé ýëåìåíò (i, U ′), òàêîé ÷òî

U ′ ïîïàäàåò â òîò æå ïàðàëëåëåïèïåä P(k1,...,kβ), ÷òî è F#(U#), è êðî-

ìå òîãî, U ′ ≽qua F#(U#). Òî åñòü ïîñëå óêàçàííîé ìóòàöèè ïîïóëÿöèÿ

áóäåò ñîäåðæàòü îñîáü (i, U), òàêóþ ÷òî U (D,∆)-áëèçêî ê F#(U#) è

F#(U#) ≼qua U . Äàëåå òàê êàê F#(U#) (D,∆i−1)-áëèçêî ê S, òî èç îïðå-

äåëåíèÿ áëèçîñòè ñîñòîÿíèé âûòåêàåò, ÷òî U (D,∆i)-áëèçêî ê S. Êðîìå

òîãî, S ≼qua F#(U#) ≼qua U , ñëåäîâàòåëüíî, S ≼qua U . Òî åñòü â ñëó-

÷àå (à) óñïåøíàÿ ìóòàöèÿ îáåñïå÷èâàåò ïðèñóòñòâèå èñêîìîãî ïðåäñòàâè-

òåëÿ äëÿ S â ïîïóëÿöèè íà øàãå èíäóêöèè i.

Â ñëó÷àå (á) ïîñëå óñïåøíîé ìóòàöèè áóäåò ïîëó÷åí ýëåìåíò (i, S),

òàê êàê S � íåäîìèíèðóåìîå ñîñòîÿíèå, à F#(U#) ≽dom S. Â ðåçóëüòàòå

ïîïóëÿöèÿ áóäåò ñîäåðæàòü ýëåìåíò (i, U), òàêîé ÷òî U (D,∆)-áëèçêî ê S,

è êðîìå òîãî, U ≽qua S. Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì U òàêæå (D,∆i)-áëèçêî ê

S. Òàêèì îáðàçîì, íà øàãå èíäóêöèè i óñïåøíàÿ ìóòàöèÿ îáåñïå÷èâàåò

ïðèñóòñòâèå èñêîìîãî ïðåäñòàâèòåëÿ äëÿ S â ïîïóëÿöèè.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ îöåíèòü ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ÷èñëà èñïûòàíèé θ∗ äî îñóùåñòâëåíèÿ óñïåøíîé ìóòàöèè

ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ îñîáè ξ# = (i− 1, U#) â òåêóùåé ïîïóëÿ-

öèè. Çàìåòèì, ÷òî ïî ñõåìå àëãîðèòìà âåðîÿòíîñòü óñïåøíîé ìóòàöèè

p∗ =
(
n̄ · |{(i− 1, S ′) ∈ X̂}| · |Fi|

)−1

, ïðè ýòîì

|X̂| =
n̄∑

i′=1

|{(i′, S ′) ∈ X̂}| ≤
n̄∑

i′=1

|{(k1, . . . , kβ) : P(k1,...,kβ) ∩ Si′ ̸= ∅}|. (4.13)

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.13) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàí-

íîì i′. Äëÿ êàæäîãî ℓ ∈ L1 èíäåêñ kℓ ïðèíèìàåò íå áîëåå ÷åì L+1 çíà÷åíèé.
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Êðîìå òîãî, ââèäó óñëîâèÿ C.4 (iv) äëÿ êàæäîãî ℓ′ ∈ L0 êîîðäèíàòà sℓ′ â

ñîñòîÿíèÿõ èç Si′ ìîæåò ïðèíèìàòü íå áîëåå π2(n̄, log2 |I|) çíà÷åíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4.13) íå ïðå-

âûøàåò n̄L|L1|π2(n̄, log2 |I|)|L0| ≤ n̄(Lπ2(n̄, log2 |I|))β, à çíà÷èò,

E[θ∗] = 1/p∗ ≤ n̄(Lπ2(n̄, log2 |I|))β|Fi|. Óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ øàãà

èíäóêöèè i âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî E[θ(i, S)] = E[θ(i− 1, U#)] + 1/p∗.

Ïîëó÷åííàÿ â ëåììå 4.4 îöåíêà âåëè÷èíû E[θ(i, S)] ñëóæèò îñíîâîé

äëÿ âûáîðà êðèòåðèÿ îñòàíîâêè àëãîðèòìà EA∆. Ïîëîæèì

τ = 4n̄(Lπ2(n̄, log2 |I|))β ·
n̄∑

i=1

|Fi|. (4.14)

Òåîðåìà 4.3. Åñëè Π ÿâëÿåòñÿ DPB-çàäà÷åé, òî ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ

EA∆ ñ âûáîðîì ïàðàìåòðîâ ∆ è L ñîãëàñíî (4.11) è (4.12) è êðèòåðèåì

îñòàíîâêè (4.14) îáðàçóåò âïîëíå ïîëèíîìèàëüíóþ ðàíäîìèçèðîâàííóþ

àïïðîêñèìàöèîííóþ ñõåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó îñíîâ-

íîãî ðåçóëüòàòà â [293]. Ñîãëàñíî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì f ∗I =

min{G(S) : S ∈ Sn̄}. Ïîýòîìó, ââèäó óñëîâèÿ C.3 (ii), ñóùåñòâóåò íåäîìè-

íèðóåìîå ñîñòîÿíèå S∗ ∈ Sn̄, òàêîå ÷òî f ∗I = G(S∗). Ïî ëåììå 4.4 â ñðåäíåì

íå áîëåå ÷åì çà n̄(Lπ2(n̄, log2 |I|))β
∑n̄

i=1 |Fi| èòåðàöèé â EA∆ âû÷èñëÿåòñÿ

ïîïóëÿöèÿ, â êîòîðîé íàéäåòñÿ îñîáü (n̄, T ∗), òàêàÿ ÷òî T ∗ (D,∆n̄)-áëèçêî

ê S∗ è S∗ ≼qua T
∗. Òîãäà ïî óñëîâèþ C.3 (i):

G(T ∗) ≤ ∆γn̄G(S∗) =

(
1 +

ε

2γn̄

)γn̄

f ∗I ≤ (1 + ε)f ∗I .

(Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî γn̄ ≥ 1, ïîýòîìó (1 + ε
2γn̄)

γn̄,

êàê ôóíêöèÿ îò ε, íà îòðåçêå ε ∈ [0, 2] âûïóêëà è íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî

ïðè ε ∈ {0, 2}.) Â òàêîì ñëó÷àå àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò òðåáóåìóþ òî÷íîñòü

ïî öåëåâîé ôóíêöèè è ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû îáðàòíîãî õîäà ïî T ∗ ìîæåò

áûòü ýôôåêòèâíî ïîëó÷åíî (1 + ε)-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.
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Ïðè âûïîëíåíèè EA∆ ñ êðèòåðèåì îñòàíîâêè (4.14), ñîãëàñíî íåðà-

âåíñòâó Ìàðêîâà, âåðîÿòíîñòü íå íàéòè (1 + ε)-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 1/4, êàê è òðåáóåòñÿ â îïðåäåëåíèè âïîëíå ïîëèíîìè-

àëüíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû.

Ïî óñëîâèþ C.4 òðóäîåìêîñòü èòåðàöèè EA∆ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè-

÷åíà îò |I| è 1/ε, ïîýòîìó äàííîå ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå

ïîëèíîìèàëüíîé ðàíäîìèçèðîâàííîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé.

Äëÿ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

4.3.3. Çàêëþ÷åíèå

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ê ýâîëþöèîííûì àëãîðèò-

ìàì íàðÿäó ñî ñõîäèìîñòüþ ê îïòèìóìó ïî÷òè íàâåðíîå (ñì., íàïðè-

ìåð, [277,278]) åñòåñòâåííî ïðåäúÿâèòü íîâûå òðåáîâàíèÿ â òåðìèíàõ ñðåä-

íåãî âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çà ïîëèíîìè-

àëüíîå âðåìÿ.

Â óñëîâèÿõ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà âåðõíèå îöåíêè ñðåäíåãî âðåìåíè

ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â ÝÀ, îñ-

íîâàííîì íà ÄÏ, ìîãóò áûòü ñíèæåíû çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ ëîãàðèôìè÷å-

ñêîãî ìíîæèòåëÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óëó÷øåííûõ îöåíîê äîñòàòî÷íî âìåñòî

ëåììû 4.1 âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàññóæäåíèÿìè àíàëîãè÷íûìè äîêàçàòåëüñòâó

ëåììû 4.4.
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5. Ïðèìåíåíèå îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè â

ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ

5.1. Çàäà÷à î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàèìåíüøåãî ïîêðûòèÿ (ÇÍÏ), ôîðìóëèðîâ-

êà êîòîðîé ïðèâåäåíà â ðàçäåëå 1.1. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå

ðàññìàòðèâàòü ÇÍÏ êàê çàäà÷ó ÖËÏ: íàéòè

max cx (5.1)

ïðè óñëîâèÿõ

Qx ≥ e, (5.2)

x ∈ {0, 1}n, (5.3)

ãäå e îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé âåêòîð-ñòîëáåö äëèíûm;Q � (m×n)-ìàòðèöà,

ïðè÷åì qij = 1, åñëè ýëåìåíò i ïîêðûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Mj (ò. å.

i ∈ Mj), è qij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëèðîâêîé,

ÇÍÏ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ñòðîê ìàò-

ðèöû Q åå ñòîëáöàìè, ãäå ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâàì Mj. Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ cj.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ÇÍÏ â ëèòåðàòóðå ïðåäëîæåíû àë-

ãîðèòìû, îñíîâàííûå íà âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåìàõ ìåòîäîâ âåòâåé è ãðàíèö,

îòñå÷åíèé, ïåðåáîðà L-êëàññîâ è äð. [40,52,63,120]. Ïëîäîòâîðíûì îêàçàë-

ñÿ ãèáðèäíûé ïîäõîä, â ÷àñòíîñòè, êîìáèíàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ñ

ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèåé [119] è îòñå÷åíèÿìè [120, 128] ïîçâîëèëè çíà÷è-

òåëüíî ïîâûñèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷, ðåøàåìûõ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Íàðÿäó ñ òî÷íûìè ìåòîäàìè äëÿ ÇÍÏ ðàçðàáîòàí ðÿä ïðèáëèæåííûõ

àëãîðèòìîâ ïîëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòè ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè
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òî÷íîñòè (ñì., íàïðèìåð, [83,146]). Â òî æå âðåìÿ îòûñêàíèå ïîëèíîìèàëü-

íîãî àëãîðèòìà ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè (1− ε) lnm ïðè ε > 0

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì (ñì. ññûëêè â [40]).

Îäíèì èç ïåðâûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ äëÿ

íåâçâåøåííîé ÇÍÏ, ÿâëÿåòñÿ æàäíûé àëãîðèòì. Â ýòîì àëãîðèòìå íà êàæ-

äîé èòåðàöèè â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ïîêðûòèÿ âûáèðàåòñÿ ïîä-

ìíîæåñòâî, ïîêðûâàþùåå íàèáîëüøåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ èçM , íå ïîêðûòûõ

íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ. Â [83] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè êàæäàÿ ñòðîêà â Q

ñîäåðæèò íå ìåíåå k åäèíèö, òî ìîùíîñòü ïîëó÷àåìîãî ïîêðûòèÿ îöåíè-

âàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé 1 + n
k

(
1 + ln mk

n

)
. Äàííîå íåðàâåíñòâî äàåò òàêæå

âåðõíþþ îöåíêó ìîùíîñòè îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ äëÿ óêàçàííîãî êëàññà

ìàòðèö. Íåàëãîðèòìè÷åñêèå âåðõíèå îöåíêè ìîùíîñòè íàèìåíüøèõ ïîêðû-

òèé äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ íåâçâåøåííûõ çàäà÷ ïîëó÷åíû â [77,92,99].

Äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ íàèìåíüøåãî ïîêðûòèÿ ñ

áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ýâðèñòè÷åñêèå

àëãîðèòìû, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè [141], ãåíåòè÷å-

ñêèå àëãîðèòìû [112, 127], àëãîðèòìû ìóðàâüèíîé êîëîíèè [111], íåéðîí-

íûå ñåòè [205] è äðóãèå. Áîëüøèíñòâî èç íèõ îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè

ýôôåêòèâíûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð ñ ó÷åòîì íåêîòîðîé ñòàòèñòè÷åñêîé

èíôîðìàöèè, íàêîïëåííîé â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

5.1.1. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ íåäâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì

Äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûé âàðèàíò ÃÀ äëÿ ÇÍÏ ïðåäëîæåí Äæ. Áèñ-

ëè è Ï. ×ó (J. Beasley, P. Chu) â ðàáîòå [127]. Ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåò

äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé â âèäå ñòðîê èç íóëåé è åäèíèö äëèíû n.

Ñòîëáåö j ïðè ýòîì âõîäèò â ïîêðûòèå, åñëè j-é áèò ãåíîòèïà ðàâåí 1.

Ïðîáëåìà ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçàíà ñ âîçìîæíî-

ñòüþ ïîëó÷åíèÿ íåäîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïîñëå ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äîïóñòèìîñòè â [127] ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð êîððåêòè-
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ðîâêè ðåøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ýâðèñòèêó æàäíîãî òèïà.

Â ïðåäëàãàåìîì â äàííîì ðàçäåëå ÃÀ èñïîëüçóåòñÿ íåäâîè÷íîå ïðåä-

ñòàâëåíèå ðåøåíèé, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó îáåñïå÷èâàåòñÿ äîïóñòèìîñòü ôå-

íîòèïà ïðè äåêîäèðîâàíèè ëþáîãî ãåíîòèïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ui ìíîæå-

ñòâî íîìåðîâ ñòîëáöîâ, ïîêðûâàþùèõ ñòðîêó i. Â ÃÀ ñ íåäâîè÷íûì ïðåä-

ñòàâëåíèåì (GANP) ãåíîòèï ξ ñîñòîèò èç l = m ãåíîâ ξ1, ξ2, ..., ξm, ïðè-

÷åì ξi ∈ Ui, ãäå i = 1, 2, ...,m, ò. å. êàæäûé ãåí êîäèðóåò îäèí èç ñòîëá-

öîâ, ïîêðûâàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó. Ãåíîòèïó ξ ñîïîñòàâëÿåòñÿ

âåêòîð-èíäèêàòîð ïîêðûòèÿ x(ξ), ãäå xi(ξ) = 1 ïðè óñëîâèè, ÷òî ñòîë-

áåö j ïðåäñòàâëåí õîòÿ áû â îäíîì èç ãåíîâ ãåíîòèïà ξ. Â òàêîì ñëó÷àå íåò

íåîáõîäèìîñòè â îïåðàòîðå êîððåêòèðîâêè, îäíàêî äëÿ ó÷åòà ñïåöèôèêè

çàäà÷è â äàííîì ÃÀ òðåáóåòñÿ îïåðàòîð ëîêàëüíîé êîððåêòèðîâêè ðåøå-

íèé, èñêëþ÷àþùèé ïîñëå êðîññèíãîâåðà è ìóòàöèè íåêîòîðûå èçáûòî÷íûå

ñòîëáöû. Ñ ýòîé öåëüþ â ïðåäëîæåííîì àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ æàäíûå

ýâðèñòèêè, âû÷èñëÿþùèå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

íàèìåíüøåãî ïîêðûòèÿ ñòðîê ìàòðèöû Q ïîñðåäñòâîì ñòîëáöîâ èç ìíîæå-

ñòâà J(ξ) = {j|xj(ξ) = 1}, ãäå ξ � ïîëó÷åííûé ïîñëå ìóòàöèè ãåíîòèï.

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ îñîáü äîáàâëÿåòñÿ â ïîïóëÿöèþ ïðè óñëîâèè, ÷òî

òàì îòñóòñòâóþò îñîáè ñ òåì æå ôåíîòèïîì. Ãåíîòèïû íà÷àëüíîé ïîïóëÿ-

öèè ïîðîæäàþòñÿ íåçàâèñèìî, è êàæäûé ãåí ξi âûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî

èç ìíîæåñòâà ¾ïåðñïåêòèâíûõ¿ ñòîëáöîâ Ui(α) ⊆ Ui. Çäåñü Ui(α) ââîäèòñÿ

ïî àíàëîãèè ñ ïîäõîäîì èç [127]. Ïóñòü Wi, i = 1, ...,m, � ìíîæåñòâî èç α

ñòîëáöîâ ñ íàèìåíüøåé ñòîèìîñòüþ ñðåäè ïîêðûâàþùèõ ñòðîêó i. Ïîëàãà-

åì Ui(α) =
m∪
k=1

(Wk ∩ Ui), i = 1, ...,m. Çíà÷åíèå α ôèêñèðîâàíî â ïðîöåññå

ðàáîòû ÃÀ è âûáèðàåòñÿ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ðåøàåìîé çàäà÷è.

Ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè Φ(ξ) íà èòåðàöèè t èìååò âèä:

Φ(ξ) = cx(ξj(t))− cx(ξ) + cn,

ãäå j(t) � íîìåð îñîáè, èìåþùåé íàèáîëüøóþ ñòîèìîñòü ïîêðûòèÿ â ïî-

ïóëÿöèè íà äàííîé èòåðàöèè. Îòáîð ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïîâ ðåàëèçîâàí ñ
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ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèè (ñì. ï. 1.2.1).

Àëãîðèòì GANP áàçèðóåòñÿ íà ñòàöèîíàðíîé ñõåìå óïðàâëåíèÿ ïî-

ïóëÿöèåé. Îïåðàòîðû êðîññèíãîâåðà, ìóòàöèè è òðè ïðîöåäóðû ëîêàëüíîé

êîððåêòèðîâêè ðåøåíèé Lmin, Grd è DGrd, èñïîëüçóåìûå â ïðåäëàãàåìîì

àëãîðèòìå, áóäóò îïèñàíû ïîñëå îáùåé ñõåìû GANP.

Àëãîðèòì 5.1. Àëãîðèòì GANP

1. Ïîëîæèòü t := 0.

2. Äëÿ k îò 1 äî N âûïîëíÿòü:

2.1. Ïîñòðîèòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíîòèï ξ, âûáèðàÿ êàæäûé ãåí ξi ðàâ-

íîâåðîÿòíî èç ìíîæåñòâà Ui(α).

2.2. Ïîëîæèòü ξk,0 := Lmin(ξ).

Èòåðàöèÿ t.

3. Âûáðàòü îñîáè ξu := ξSel(X
t),t, ξw := ξSel(X

t),t ñ ïîìîùüþ ïðîïîðöèîíàëü-

íîé ñåëåêöèè.

4. Âû÷èñëèòü ξ := Mut(Cross(ξu, ξw)).

5. Âû÷èñëèòü η := Grd(ξ), η′ := DGrd(ξ) è Φ(η), Φ(η′).

6. Åñëè Φ(η) > Φ(η′), òî ïîëîæèòü ξ′ := η; èíà÷å ξ′ := η′.

7. Åñëè â X t íåò îñîáåé ñ ôåíîòèïîì x(ξ′), òî çàìåíèòü ãåíîòèï ñ

íàèìåíüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ â X t íà ξ′; èíà÷å çàìåíèòü ãåíîòèï ñ

íàèìåíüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ ãåíîòèïîì ξ, ïîëó÷åííûì íà øàãå 4.

8. Ïîëîæèòü X t+1 := X t, t := t+ 1.

9. Åñëè óñëîâèå îñòàíîâêè íå âûïîëíåíî, òî èäòè íà øàã 3.

10. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îñîáü ñ íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ

ñðåäè íàéäåííûõ çà âñå èòåðàöèè.
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Îïåðàòîðû êðîññèíãîâåðà

Â ÃÀ äëÿ ÇÍÏ ïðåäëîæåí íîâûé îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà, íàçûâàå-

ìûé ËÏ-êðîññèíãîâåðîì [173]. Ïðè äåéñòâèè äàííîãî îïåðàòîðà ðåøåíèå-

ïîòîìîê âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà äàííîãî îïåðàòîðà: ËÏ-

êðîññèíãîâåð ñ ðåøåíèåì ÇÎÐ (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1) è ËÏ-êðîññèíãîâåð

ñ ðåøåíèåì îñëàáëåííîé ÇÎÐ (ñì. óñëîâèå (3.2)).

Ïî óìîë÷àíèþ ÷åðåç GANP îáîçíà÷àåòñÿ âàðèàíò ÃÀ ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ËÏ-êðîññèíãîâåðà, îñíîâàííîãî íà ðåøåíèè îñëàáëåííîé ÇÎÐ. Â ñëó÷àå

èñïîëüçîâàíèÿ ËÏ-êðîññèíãîâåðà, îñíîâàííîãî íà ðåøåíèè ÇÎÐ, èëè ðàâ-

íîìåðíîãî êðîññèíãîâåðà (ñì. ï. 1.2.1), ýòî ñïåöèàëüíî óòî÷íÿåòñÿ.

Äëÿ îïèñàíèÿ îïåðàòîðà ËÏ-êðîññèíãîâåðà ñôîðìóëèðóåì âñïîìî-

ãàòåëüíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñîñòîèò â îòûñêàíèè íàèìåíüøåãî ïîêðûòèÿ

ìíîæåñòâà M ïîñðåäñòâîì ïîêðûâàþùèõ ïîäìíîæåñòâ ñ èíäåêñàìè èç

U ′ = J(ξu) ∪ J(ξw), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ (3.2) îñëàáëåííîé ÇÎÐ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè

min
K⊆U ′

∑
j∈K

cj (5.4)

ïðè óñëîâèè ∪
j∈K

Mj =M. (5.5)

Ê çàäà÷å (5.4), (5.5) ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà óïðîùåíèÿ.

Îáîçíà÷èì S = {i ∈ M | |Ui ∩ U ′| = 1}. Òîãäà êàæäàÿ ñòðîêà ñ èíäåêñîì

i ∈ S â ðàññìàòðèâàåìîé ïîäçàäà÷å ìîæåò áûòü ïîêðûòà åäèíñòâåííûì

ñòîëáöîì j(i). Ïóñòü R = {j | j = j(i), i ∈ S} � ìíîæåñòâî ôèêñèðîâàííûõ

ñòîëáöîâ. Êàæäîìó ãåíó ξi, ãäå i ∈
∪
j∈R

Mj, íàçíà÷àåòñÿ èíäåêñ íåêîòîðîãî

ñòîëáöà èç ìíîæåñòâà R, ïîêðûâàþùåãî ñòðîêó i. Òàêèì îáðàçîì, çàäà-

÷à (5.4), (5.5) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàèìåíüøåãî ïîêðûòèÿ íåôèêñèðîâàííûìè

ñòîëáöàìè âñåõ ñòðîê èç M\
∪
j∈R

Mj.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ðåëàêñàöèþ çàäà÷è íàèìåíüøåãî ïîêðûòèÿ

ñòðîê èç M\
∪
j∈R

Mj íåôèêñèðîâàííûìè ñòîëáöàìè, ãäå óñëîâèÿ öåëî÷èñ-

ëåííîñòè çàìåíåíû íåðàâåíñòâàìè xj ≥ 0 äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ïîäçàäà÷è.

Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Åñ-

ëè ïîëó÷åííîå ðåøåíèå x′ îêàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì, òî íà åãî îñíîâå

íàçíà÷àþòñÿ îñòàâøèåñÿ íåîïðåäåëåííûìè â ïðîöåññå óïðîùåíèÿ çàäà÷è

ãåíû ãåíîòèïà ξ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêàì èç M\
∪
j∈R

Mj. Åñëè ðåøåíèå x′

ñîäåðæèò äðîáíûå êîìïîíåíòû, êðîññèíãîâåð íå âûïîëíÿåòñÿ è ðåçóëüòà-

òîì äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ êîïèÿ ãåíîòèïà îäíîãî èç ðîäèòåëåé.

Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ÷ðåçìåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ïîèñê îï-

òèìóìà ëèíåéíîé çàäà÷è îòìåíÿåòñÿ, åñëè ìîùíîñòüM\
∪
j∈R

Mj ïðåâûøàåò

íåêîòîðûé ïîðîã µ èëè âûïîëíåíî áîëåå óñòàíîâëåííîãî ÷èñëà ν èòåðàöèé

ñèìïëåêñ-ìåòîäà (äàëåå â ýêñïåðèìåíòàõ µ = 150, ν = 300). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ

îïåðàòîð òàêæå âîçâðàùàåò êîïèþ ãåíîòèïà îäíîãî èç ðîäèòåëåé.

Àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó îïåðàòîðó ËÏ-êðîññèíãîâåðà ìîæåò áûòü ïî-

ñòðîåí îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà ñ ðåøåíèåì ÇÎÐ, ñîîòâåòñòâóþùåé îïðåäå-

ëåíèþ 3.1. Â òàêîì ñëó÷àå ÃÀ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç GAOR.

Îïåðàòîðû ìóòàöèè

Îïåðàòîð ìóòàöèè îðãàíèçîâàí ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé ïðîïîðöèî-

íàëüíîé ñåëåêöèè. Îí ïðèìåíÿåòñÿ ê êàæäîìó ãåíó ñ çàäàííîé âåðîÿòíî-

ñòüþ ìóòàöèè Pm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìóòàöèÿ ïðîèñõîäèò â ãåíå ξi. Òîãäà

íîâîå çíà÷åíèå ãåíà âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Ui(α) è âåðîÿòíîñòü

íàçíà÷åíèÿ ñòîëáöà j ∈ Ui(α) ðàâíà

pi(j) =

1
cj∑

k∈Ui(α)

1
ck

.

Ïðè α ≥ max
i

|Ui| è Pm > 0 â ðåçóëüòàòå ìóòàöèè ëþáîå íàïåðåä çàäàí-

íîå ïîêðûòèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ. Ïóñòü q∗t �
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âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îïòèìóì íå áóäåò íàéäåí ê èòåðàöèè t. Òîãäà ïðè

α ≥ max
i

|Ui| è Pm > 0 äëÿ ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò òàêîå

δ < 1, ÷òî q∗t ≤ δt.

Ðàññìàòðèâàëèñü è äðóãèå âàðèàíòû ìóòàöèè. Â ÷àñòíîñòè, îïðîáî-

âàí îïåðàòîð, â êîòîðîì ìóòèðóåìûé ãåí ξi âûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî èç

ìíîæåñòâå èíäåêñîâ Ui(α), à òàêæå âàðèàíò ìóòàöèè ñ çàïðåòîì íà èñ-

ïîëüçîâàíèå òåõ ñòîëáöîâ, êîòîðûå óæå èìåþòñÿ â ðåøåíèè. Ïðåäëàãàåìûé

îïåðàòîð â õîäå ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàë ñåáÿ ëó÷øå äðóãèõ.

Ëîêàëüíàÿ êîððåêòèðîâêà ðåøåíèé

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èçáûòî÷íûõ ñòîëáöîâ èç ïîêðûòèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ãåíîòèïó, ïîëó÷åííîìó ïîñëå ìóòàöèè èëè ïðè ïîñòðîåíèè ïîïóëÿ-

öèè X0, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ýâðèñòèêè æàäíîãî òèïà.

Àëãîðèòì ïîèñêà ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ìèíèìóìà Lmin íà÷èíà-

åò ðàáîòó ñ äàííîãî íà âõîä ïîêðûòèÿ J(ξ) è, ïðîñìàòðèâàÿ åãî ñòîëáöû â

ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ, èñêëþ÷àåò òå ñòîëáöû, óäàëåíèå êîòîðûõ íå

íàðóøàåò äîïóñòèìîñòè ðåøåíèÿ. Äàííûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îá-

ðàòíûé æàäíûé àëãîðèòì è, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Â.Ï. Èëüåâà [216],

ÿâëÿåòñÿ (m− 1)-ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì. Âåêòîð ïîêðûòèÿ, ïîëó÷åí-

íûé â ðåçóëüòàòå ðàáîòû Lmin, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëåí ñðåäè äî-

ïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è ïîêðûòèÿ ñòðîê ìàòðèöû Q ñòîëáöàìè J(ξ).

Æàäíûé àëãîðèòì Grd � ýòî àëãîðèòì ïîäúåìà (ñì. [83, 146]), êîòî-

ðûé íà÷èíàÿ ñ ïóñòîãî ìíîæåñòâà ñòðîèò ïîêðûòèå J ⊆ J(ξ). Ïóñòü M ′ �

ìíîæåñòâî åùå íå ïîêðûòûõ ñòðîê. Íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ê ïî-

êðûòèþ J äîáàâëÿåòñÿ ñòîëáåö, äëÿ êîòîðîãî îòíîøåíèå åãî ñòîèìîñòè ê

÷èñëó ïîêðûâàåìûõ ñòðîê èç M ′ ìèíèìàëüíî. Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì

ïîêðûòèå J ìîæåò íå áûòü ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ê
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ïîêðûòèþ J ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì Lmin, îáåñïå÷èâàþùèé ìèíèìàëüíîñòü

ïî âêëþ÷åíèþ. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû Grd ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ãå-

íîòèï η. Êàê ñëåäóåò èç îöåíêè, ïîëó÷åííîé â [146], ïîêðûòèå J íå áîëåå

÷åì â 1 + lnm ðàç óñòóïàåò ïî öåëåâîé ôóíêöèè íàèìåíüøåìó ïî ñòîè-

ìîñòè ïîêðûòèþ, ñîäåðæàùåìóñÿ â J(ξ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðóäîåìêîñòü

àëãîðèòìà Grd íå ïðåâûøàåò O(sξ · |J |), ãäå sξ =
∑

j∈J(ξ) |Mj|.

Äâîéñòâåííûé æàäíûé àëãîðèòì DGrd ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðè-

àíò æàäíîãî àëãîðèòìà ñïóñêà ñ àäàïòèâíûì ïåðåñ÷åòîì îöåíîê ñòîëáöîâ.

Ïóñòü M ′ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî íåôèêñèðîâàííûõ ñòðîê, J ′ � ìíîæåñòâî

îñòàâøèõñÿ ñòîëáöîâ. Â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà ìíîæåñòâî ôèêñèðîâàí-

íûõ ñòðîê ïóñòî. Íà êàæäîé èòåðàöèè èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ èñ-

êëþ÷àåòñÿ îäèí ñòîëáåö. Ïóñòü ñòðîêà ñ èíäåêñîì i íàçûâàåòñÿ ¾êðèòè÷å-

ñêîé¿, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïîêðûòà òîëüêî îäíèì ñòîëáöîì k(i) èç J ′. Â

ñëó÷àå, åñëè ñðåäè íåôèêñèðîâàííûõ ñòðîê èìååòñÿ ¾êðèòè÷åñêàÿ¿ ñòðîêà

ñ íîìåðîì i, âñåì ãåíàì, ñîîòâåòñòâóþùèì íåôèêñèðîâàííûì ñòðîêàì, ïî-

êðûâàåìûì ñòîëáöîì k(i), ïðèñâàèâàåòñÿ èíäåêñ k(i). Ïîñëå ýòîãî äàííûé

ñòîëáåö èñêëþ÷àåòñÿ, à íåôèêñèðîâàííûå ñòðîêè, ïîêðûòûå èì, ñòàíîâÿò-

ñÿ ôèêñèðîâàííûìè. Åñëè æå ¾êðèòè÷åñêèõ¿ ñòðîê íå îêàçàëîñü, èñêëþ-

÷àåòñÿ òîò ñòîëáåö èç J ′, äëÿ êîòîðîãî ìàêñèìàëüíî îòíîøåíèå cj
|Mj∩M ′| .

Àëãîðèòì 5.2. DGrd

1. Ïîëîæèòü U ′
i := Ui ∩ J(ξ) äëÿ i = 1, ...,m; M ′ :=M,J ′ := J(ξ).

2. Ïîêà M ′ ̸= ∅ âûïîëíÿòü:

2.1. Åñëè åñòü òàêèå i ∈M ′, ÷òî |U ′
i | = 1, òî

Äëÿ k ∈ U ′
i ïîëîæèòü h

(j) := k ïðè âñåõ j ∈Mk ∩M ′.

Ïîëîæèòü M ′ :=M ′\Mk.

2.2. Èíà÷å âûáðàòü k ∈ J ′ òàêîé, ÷òî ck
|Mk∩M ′| ≥

cj
|Mj∩M ′| äëÿ

âñåõ j ∈ J ′, è äëÿ âñåõ j ∈Mk ∩M ′ ïîëîæèòü U ′
j := U ′

j\{k}.

2.3. Ïîëîæèòü J ′ := J ′\{k}.
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Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû DGrd ïîëó÷åí íîâûé ãåíîòèï η, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé íåêîòîðîìó ìèíèìàëüíîìó ïî âêëþ÷åíèþ ïîêðûòèþ. Òðóäîåìêîñòü

äàííîãî àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò O(sξ · |J(ξ)|).

Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì ñðàâíåíèè ïðîöåäóð êîððåêòèðîâêè âûÿñíè-

ëîñü, ÷òî îòêàç îò èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ Grd èëè DGrd ïðèâîäèò ê

ñóùåñòâåííîìó ïîíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè GANP (â ñìûñëå êà÷åñòâà ïî-

ëó÷åííûõ ðåøåíèé) äëÿ ìíîãèõ òåñòîâûõ çàäà÷. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ðå-

øåíèè îòäåëüíûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàíèå Grd èëè DGrd äëÿ êîððåêòèðîâêè

îñîáåé íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè â äàëüíåéøåì çàòðóäíÿåò ïîèñê îïòèìàëüíûõ

ðåøåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè ïîñòðîåíèè íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè èñïîëüçóåò-

ñÿ àëãîðèòì Lmin, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü áîëüøåå ðàçíîîáðàçèå îñîáåé.

5.1.2. Ãèáðèäíûé òî÷íûé àëãîðèòì

Ðàçðàáîòàííûé âûøå ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì GANP ìîæåò èñïîëüçî-

âàòüñÿ â êîìáèíàöèè ñ òî÷íûìè àëãîðèòìàìè òèïà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðèìåðîì òàêîãî èñïîëüçîâàíèÿ GANP

ÿâëÿåòñÿ ïðåäëàãàåìûé çäåñü ãèáðèäíûé àëãîðèòì, ïîñòðîåííûé íà îñíî-

âå àëãîðèòìà GANP, ìåòîäà ïåðåáîðà L-êëàññîâ [51, 52, 178] è ýâðèñòèêè

ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè.

Ìåòîä ïåðåáîðà L-êëàññîâ ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ À.À. Êîëîêîëîâà äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé

ýòèõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðíûõ ðàçáèåíèé [62, 63]. C èñïîëüçîâàíèåì

ðåãóëÿðíûõ ðàçáèåíèé ââåäåíû è èçó÷åíû íîâûå êëàññû îòñå÷åíèé, ïî-

ñòðîåíû îöåíêè ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ ðÿäà èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ

çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàíû íîâûå àëãîðèòìû,

èññëåäîâàíû âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè çàäà÷ è àëãîðèòìîâ [28,53,62�64,66,67].

Ðàáîòà àëãîðèòìà íà÷èíàåòñÿ ñ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

è íèæíåé îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè èñõîäíîé ÇÍÏ
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ïðè ïîìîùè ýâðèñòèêè ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè. Åñëè íà îñíîâå íèæíåé

îöåíêè âûÿñíÿåòñÿ îïòèìàëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, òî ðàáîòà çàâåð-

øàåòñÿ. Èíà÷å âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ

GANP. Ïîäðîáíåå ýâðèñòèêà ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè îïèñàíà íèæå.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïåðâîãî ýòàïà, êîãäà íàéäåíî íåêîòîðîå äîïóñòè-

ìîå ðåøåíèå ζ0, íà÷èíàåò ðàáîòó àëãîðèòì ïåðåáîðà L-êëàññîâ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì r = (c, ζ0) â êà÷åñòâå ðåêîðäà.

Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ïåðåáîðà L-êëàññîâ òðåáóåòñÿ ââåñòè íåêî-

òîðûå îïðåäåëåíèÿ. L-ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Rn îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: òî÷êè x, y èç Rn (x ≻ y) ýêâèâàëåíòíû, åñëè íå ñóùåñòâóåò

z ∈ Zn òàêîé, ÷òî x ≽ z ≽ y. Çäåñü ≻,≽ � ñèìâîëû ëåêñèêîãðàôè÷å-

ñêîãî ñðàâíåíèÿ. Ýëåìåíòû äàííîãî ðàçáèåíèÿ íàçûâàþòñÿ L-êëàññàìè.

L-ðàçáèåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîãëàñîâàííîñòè ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì

ïîðÿäêîì, ò. å. ýëåìåíòû Rn/L ìîãóò áûòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî-

÷åíû. Ïóñòü V1, V2 ∈ Rn/L. Ìíîæåñòâî V1 ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøå V2

(V1 ≻ V2), åñëè x ≻ x′ äëÿ âñåõ x ∈ V1, x′ ∈ V2. Òàê êàê äëÿ îãðàíè-

÷åííîãî ìíîæåñòâà S ôàêòîð-ìíîæåñòâî S/L êîíå÷íî, òî îíî ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå S/L = {V1, V2, . . . , Vθ}, ãäå Vk ≻ Vk+1, k = 1, . . . , θ−1.

Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ïåðåáîðà L-êëàññîâ â ïîðÿäêå ëåê-

ñèêîãðàôè÷åñêîãî âîçðàñòàíèÿ ïðîñìàòðèâàþòñÿ L-êëàññû òîé ÷àñòè ïîëè-

ýäðà ËÏ-ðåëàêñàöèè Ω, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íå ïðåâîñ-

õîäèò âåëè÷èíû r−ε. Â äàííîì ñëó÷àå ïðîñìîòð âåäåòñÿ ïî ëåêñèêîãðàôè-

÷åñêîìó âîçðàñòàíèþ L-êëàññîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïàðàìåòð

ε â ñëó÷àå öåëî÷èñëåííûõ ñòîèìîñòåé ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1, à åñëè èìåþòñÿ

äðîáíûå ñòîèìîñòè, òî ε = 0.

Â [62] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî Ω â ñëó÷àå ÇÍÏ îáëàäàåò àëüòåðíè-

ðóþùåé L-ñòðóêòóðîé, ò.å. äîïóñòèìûå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè è äðîáíûå

L-êëàññû ÷åðåäóþòñÿ ïðè èõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè. Â ÷àñò-

íîñòè, lexmin Ω ∈ Zn. Ïîýòîìó ïåðåáîð L-êëàññîâ âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñ öå-
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ëî÷èñëåííîé òî÷êè. Ðàññìîòðèì ñõåìó àëãîðèòìà ïåðåáîðà L-êëàññîâ, ó÷è-

òûâàþùåãî ñïåöèôèêó ÇÍÏ [51].

Àëãîðèòì 5.3. LCEscp

1. Íàéòè íåêîòîðîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ζ0 ∈ Zn.

1.1 Íàéòè x′ = lexmin Ω.

1.2 Âû÷èñëèòü ðåêîðä r := min{(c,x′), (c, ζ0)}.

1.3 Ïîëîæèòü p := max{j | x′j = 1, j = 1, ..., n− 1}.

2. Íàéòè φ = max{j | x′j = 0, j = 1, ..., p− 1}.

Åñëè òàêîãî φ íåò, òî ïåðåõîä íà øàã 5.

3. Íà÷àëî èòåðàöèè. Ïóñòü x′′ := x′. Ðåøèòü çàäà÷ó ËÏ:

x′ = lexmin{x ∈ Ω | (c,x) ≤ r − ε, x1 = x′′1, ..., xφ−1 = x′′φ−1, xφ = 1}.

3.1 Åñëè ïîäçàäà÷à íå èìååò ðåøåíèé è φ = 1, òî íà øàã 5.

3.2 Åñëè ïîäçàäà÷à íå èìååò ðåøåíèé è φ > 1, òî

ïîëîæèòü p := φ è ïåðåéòè íà øàã 2.

3.3 Åñëè x′ ∈ Zn è r > (c,x′), ïîëîæèòü r := (c,x′).

3.4 Åñëè x′ ∈ Zn, ïîëîæèòü p := max{j : x′j = 1, j = 1, ..., n− 1}

è ïåðåéòè íà øàã 2.

4. Íàéòè φ := min{j : x′j ̸= ⌊x′j⌋, j = 1, ..., n}, ïåðåéòè íà øàã 3.

5. Ëó÷øåå íàéäåííîå öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå ζ îïòèìàëüíî.

Íà øàãå 3 ïðè ïåðåõîäå ê î÷åðåäíîìó L-êëàññó ÷àñòî âîçíèêàþò çà-

äà÷è ËÏ, íå èìåþùèå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. ×òîáû èçáåæàòü íåíóæíûõ

âðåìåííûõ çàòðàò ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ â ãèáðèäíîì àëãîðèòìå èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííûé Ë.À. Çàîçåð-

ñêîé â [51, 52]. Ïðîöåäóðà ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò àíàëèçèðî-

âàòü íå îäèí î÷åðåäíîé L-êëàññ, à ñðàçó íåñêîëüêî. Äëÿ ýòîãî íà øàãå 3

â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ L-êëàññà, ãäå xj = x′′j äëÿ j = 1, . . . , φ − 1, è xφ = 1,
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ðåøàåòñÿ ïîäçàäà÷à ïîèñêà âåêòîðà x′, ðàâíîãî

lexmin{x ∈ Ω | (c,x) ≤ r−ε, x1 = x′′1, ..., xj0−1 = x′′j0−1,

j0+n0−1∑
j=j0

xj ≥ 1}, (5.6)

ãäå n0 � ÷èñëî íóëåé, ðàñïîëîæåííûõ ïîäðÿä â âåêòîðå x′′ ïåðåä ïåðâîé

äðîáíîé êîîðäèíàòîé, j0 � èíäåêñ ïåðâîãî íóëÿ â ýòîé ãðóïïå.

Åñëè âî ìíîæåñòâå {x ∈ Ω | (c,x) ≤ r − ε} íå ñóùåñòâóåò L-êëàññîâ,

äëÿ êîòîðûõ xj = x′′j, j = 1, ..., j0 − 1, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøèõ x′′, òî

çàäà÷à (5.6) íå èìååò ðåøåíèÿ. Èíà÷å áóäåò íàéäåí î÷åðåäíîé L-êëàññ è

ïðîöåññ ïåðåáîðà ïðîäîëæèòñÿ ñ íåãî.

Äî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.6) èìååò ñìûñë ïðîâåñòè åå ïðîâåðêó íà ñó-

ùåñòâîâàíèå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëü-

íóþ ïîäçàäà÷ó ËÏ: íàéòè

min
n∑

j=j0

cjxj (5.7)

ïðè óñëîâèÿõ

x ∈ Ω, (5.8)
j0+n0−1∑
j=j0

xj ≥ 1, (5.9)

xj = x′′j, j = 1, ..., j0 − 1. (5.10)

Åñëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.7) � (5.10) áîëüøå, ÷åì

r′ = r −
∑j0−1

j=1 cjx
′′
j − ε, òî çàäà÷à ïîèñêà ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ìèíè-

ìóìà (5.6) íå èìååò ðåøåíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè îïòèìóìà

çàäà÷è (5.7) � (5.10) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ïðèáëèæåííûì

ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ æàäíîãî àëãîðèò-

ìà (ñì. [52]). Äàííàÿ ýâðèñòèêà èìååò çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ òðóäîåìêîñòü

ïî ñðàâíåíèþ ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì äâîéñòâåííûì ñèìïëåêñ-ìåòîäîì,

ïðèìåíÿåìûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (5.6).

Íà ýòàïå òåñòèðîâàíèÿ â ïðåäëàãàåìîì ãèáðèäíîì àëãîðèòìå ïîìè-

ìî æàäíîãî àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ ýâðèñòèêà ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè.
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Â äàííîé ýâðèñòèêå îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåëàêñàöèÿ âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷å-

íèé, îïðåäåëÿåìûõ íåðàâåíñòâàìè (5.2), è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ââîäèò-

ñÿ â ðàññìîòðåíèå ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Ïåðåñ÷åò ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-

æà âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì ñóáãðàäèåíòíîé îïòèìèçà-

öèè [141]. Ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ â γ èòåðàöèé ïî èìåþùèìñÿ ìíîæèòåëÿì

ñòðîèòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîå ðåøåíèå y ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû

DualFeas, ïðåäëîæåííîé â [119]. Äëèíà ïåðèîäà γ ïîäáèðàåòñÿ ýêñïåðèìåí-

òàëüíî è ôèêñèðîâàíà îò íà÷àëà ðàáîòû àëãîðèòìà äî êîíöà. Íà îñíîâå

ðåøåíèÿ y ïîñðåäñòâîì ýâðèñòèêè ðåäóöèðîâàííûõ ñòîèìîñòåé [119] ïîëó-

÷àåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ζ̃ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íàèìåíüøåãî ïî-

êðûòèÿ ìíîæåñòâà (5.7) � (5.10) ïðè óñëîâèè x ∈ {0, 1}n. Åñëè (c, ζ̃) < r, òî

ïîëàãàåì r := (c, ζ̃). Ïåðåñ÷åò ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà çàâåðøàåòñÿ, êîãäà

â òå÷åíèå τ èòåðàöèé ýâðèñòèêè íå ïðîèñõîäèò óëó÷øåíèÿ íèæíåé îöåíêè

îïòèìóìà çàäà÷è (5.7) � (5.10) èëè åñëè íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè âûÿñíÿåòñÿ,

÷òî çíà÷åíèå ýòîé îöåíêè ïðåâîñõîäèò r′ − ε.

Æàäíûé àëãîðèòì è ýâðèñòèêà ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè â ãèáðèäíîé

ñõåìå ïðèìåíÿþòñÿ íå òîëüêî â ïðîöåäóðå ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ, íî è

ïåðåä êàæäûì ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ËÏ íà øàãå 3. Â ñëó-

÷àå, åñëè óäàåòñÿ óñòàíîâèòü íåðàçðåøèìîñòü î÷åðåäíîé ïîäçàäà÷è, ïîèñê

ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ìèíèìóìà íå âûïîëíÿåòñÿ.

Îïèñàííûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ íàõîäèò

ðåøåíèå ÇÍÏ. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ïðîñìàòðèâàåìûõ L-êëàññîâ, êàê ïðà-

âèëî, îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííîãî

èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà ïåðåáîðà L-êëàññîâ. Ãèáðèäíûé àëãîðèòì ïðåä-

ëîæåí àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ À.À. Êîëîêîëîâûì è Ë.À. Çàîçåðñêîé.
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5.1.3. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû

Òåñòîâûå çàäà÷è è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáúåì òåñòîâûõ çà-

äà÷ äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ è ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ ðåøå-

íèÿ ÇÍÏ. Ìíîæåñòâî òåñòîâûõ çàäà÷ ìîæíî ðàçáèòü íà òðè îñíîâíûå

ãðóïïû: çàäà÷è ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû [34, 91, 187, 205], ïðèêëàäíûå çà-

äà÷è [119, 141] è çàäà÷è, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äàò÷èêà ïñåâäî-

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë [111,120,128]. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýòèõ çàäà÷ äîñòóïíà â

ñåòè Èíòåðíåò è èñïîëüçóåòñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîå êî-

ëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ñîäåðæèòñÿ â ýëåêòðîííîé áèáëèîòåêå OR-Library [126]

(http://people.brunel.ac.uk/ �mastjjb/jeb/info.html).

Ïðè ñðàâíåíèè àëãîðèòìîâ ìíîãèìè àâòîðàìè èñïîëüçóþòñÿ íåâçâå-

øåííûå ÇÍÏ, âîçíèêàþùèå â êîìáèíàòîðèêå. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿþò çàäà÷è íà ñèñòåìàõ òðîåê Øòåéíåðà (ñåðèÿ Stein). Êàê áûëî îò-

ìå÷åíî â [187], çàäà÷è ýòîãî òèïà ïðåäñòàâëÿþò áîëüøóþ òðóäíîñòü äëÿ

ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ òî÷íûõ àëãîðèòìîâ. Ñóäÿ ïî ïóáëèêàöèÿì îïòèìàëü-

íûå ðåøåíèÿ èçâåñòíû äëÿ òàêèõ çàäà÷ ñ ðàçìåðíîñòüþ äî 243 ïåðåìåí-

íûõ [239,256]. Â ýêñïåðèìåíòàõ òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ïðèìåðû ñåðèè CLR,

ñâÿçàííûå ñ èçâåñòíîé çàäà÷åé Ýðäåøà [105,172] î ðàñêðàñêå ãèïåðãðàôà.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ÇÍÏ â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëü-

çóåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêîâ ïñåâäî-

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Íàèáîëåå èçâåñòíû ñåðèè 4,5,6, ïðåäëîæåííûå â ðàáî-

òå Ý. Áàëàøà è À. Õó [120], à òàêæå ñåðèè çàäà÷ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè

A,B,...,H, ñãåíåðèðîâàííûå Äæ. Áèñëè (ñì., íàïðèìåð, [125]) àíàëîãè÷íî

ñåðèÿì 4,5,6. Ýòè çàäà÷è ïîñòðîåíû ñ çàäàííîé ðàçðåæåííîñòüþ ìàòðèöû

(2%, 5%, 10% è 20% åäèíèö), ïðè÷åì êàæäàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ïî êðàéíåé

ìåðå äâå åäèíèöû è êàæäûé ñòîëáåö � ïî êðàéíåé ìåðå îäíó. Âåñà âûáðà-

íû ñëó÷àéíûì îáðàçîì â äèàïàçîíå îò 1 äî 100. Øèðîêèé ðàçáðîñ âåñîâ è
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íåáîëüøàÿ ïëîòíîñòü ýòèõ çàäà÷ ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ÷èñëî

àíàëèçèðóåìûõ âàðèàíòîâ â òî÷íûõ àëãîðèòìàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëíûì

ïåðåáîðîì (ñì., íàïðèìåð, [128]). Èñõîäíûå äàííûå îïèñàííûõ çàäà÷ äî-

ñòóïíû â áèáëèîòåêå OR-Library. Äîñòàòî÷íî òðóäíûå ñëó÷àéíûå çàäà÷è

ðàçìåðíîñòè n = 100,m = 100 ïîñòðîåíû â [111] (ñåðèÿ E5). Â ýòèõ çàäà-

÷àõ âñå âåñà ðàâíû åäèíèöå, à ìàòðèöà ñîäåðæèò îò 4 äî 5 åäèíèö â êàæäîé

ñòðîêå. Èíôîðìàöèÿ îá ýòèõ è äðóãèõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ äëÿ ÇÍÏ ìîæåò

áûòü íàéäåíà â îáçîðå [40].

Îïèñàííûé â ï. 5.1.2 ãèáðèäíûé àëãîðèòì è ýâðèñòèêà GANP áûëè

çàïðîãðàììèðîâàíû íà ÿçûêå Borland Pascal 7.0. Â ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëü-

çîâàëèñü ñåðèè òåñòîâûõ çàäà÷ 4-6, A-H, CLR è Stein èç ýëåêòðîííîé

áèáëèîòåêè OR-Library [126]. Êðîìå òîãî, ïðè òåñòèðîâàíèè íåêîòîðûõ àë-

ãîðèòìîâ èñïîëüçîâàëèñü çàäà÷è ñåðèè E5.

Âûáîð ïàðàìåòðîâ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà GANP

Ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò äî íà÷àëà ðàáîòû ÃÀ ðàç-

ìåðíîñòü èñõîäíîé çàäà÷è ïîíèæàåòñÿ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ èç ìàòðèöû Q

òåõ ñòîëáöîâ, êîòîðûå çàâåäîìî íå ìîãóò âîéòè íè â îäíî ðåøåíèå, ãå-

íåðèðóåìîå ÃÀ ïðè äàííîì ïàðàìåòðå α. Äëÿ ýòîãî èç èñõîäíîé çàäà÷è

âûäåëÿåòñÿ ¾ÿäðî¿, ñîñòîÿùåå èç ñòîëáöîâ ñ èíäåêñàìè èç ∪m
i=1Ui(α).

Â ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðè ïàðàìåòðå α = 10 çà 10 çàïóñêîâ

ÃÀ íàøåë îïòèìóì õîòÿ áû îäèí ðàç äëÿ âñåõ çàäà÷ ñåðèé 4-6, A-D,F, à

äëÿ âñåõ çàäà÷ èç E,G è H êðîìå H.1 è H.2 áûëè íàéäåíû íàèëó÷øèå èç-

âåñòíûå ðåøåíèÿ. Óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà α ïðèâîäèò ê çàäà÷àì ìåíüøåé

ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, ðåøàþòñÿ áûñòðåå è ñ áîëüøåé òî÷íî-

ñòüþ, îäíàêî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé ÇÍÏ â íåêîòîðûõ òåñòîâûõ

çàäà÷àõ ïðè ýòîì áûâàåò ïîòåðÿíî. Íàïðèìåð ïðè α = 5, îïòèìàëüíîå ðå-

øåíèå çàäà÷è 5.3 ïîñëå âûäåëåíèÿ ¾ÿäðà¿ ñòàíîâèòñÿ íåäîïóñòèìûì. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ïðè α = 5 óäàåòñÿ íàéòè íàèëó÷øåå èçâåñòíîå ðåøåíèå
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Òàáëèöà 5.1. Ïàðàìåòðû çàäà÷

Ñåðèÿ m n n′ ϱ(%) S χ
4 200 1000 640-696 2 10 0.97
5 200 2000 628-672 2 10 0.89
6 200 1000 293-315 5 5 0.70
A 300 3000 694-724 2 5 0.86
B 300 3000 312-329 5 5 0.58
C 400 4000 720-737 2 5 0.86
D 400 4000 328-341 5 5 0.65
E 500 5000 171-180 10 5 0.34
F 500 5000 91-96 20 5 0.14
G 1000 10000 808-817 2 5 0.81
H 1000 10000 353-370 5 5 0.48

äëÿ çàäà÷è H.2, à ñðåäíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà íà ñåðèè 4 óìåíü-

øàåòñÿ áîëåå ÷åì â 3 ðàçà. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ åäèíè÷íûìè ñòîèìîñòÿìè

ðåäóêöèÿ íå ïðèìåíÿåòñÿ è ïàðàìåòð α ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì n.

Â Òàáëèöå 5.1 ïðèâåäåíû èñõîäíûå ðàçìåðíîñòè çàäà÷, ÷èñëî ñòîëá-

öîâ n′ ïîñëå ðåäóêöèè ñ ïàðàìåòðîì α = 10, à òàêæå ïðîöåíò åäèíèö ϱ â

ìàòðèöàõ òåñòîâûõ çàäà÷. Â ñòîëáöå S óêàçàíî ÷èñëî çàäà÷ â ñåðèè, à â

ñòîëáöå χ � äîëÿ óñïåøíî ðåøåííûõ ïîäçàäà÷ ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè ïðè

âûïîëíåíèè ËÏ-êðîññèíãîâåðà. Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà GANP âûïîëíÿ-

ëèñü íà ÏÊ Pentium ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé ïðîöåññîðà 100 ÌÃö è 16 Ìá ÎÇÓ.

Ñ öåëüþ íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ÃÀ â [34] áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðè-

ìåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âåðîÿòíîñòè ìóòàöèè Pm è ðàçìåðà ïîïó-

ëÿöèè N . Äëÿ çàäà÷ ñî ñëó÷àéíûìè äàííûìè áûëà âûáðàíà âåðîÿòíîñòü

ìóòàöèè, ðàâíàÿ 0.1. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñåðèè CLR àëãîðèòì GANP îêà-

çàëñÿ âåñüìà ÷óâñòâèòåëåí ê ïàðàìåòðó Pm, â ñâÿçè ñ ýòèì Pm ïîäáèðàëàñü

ýêñïåðèìåíòàëüíî äëÿ êàæäîé çàäà÷è ýòîé ñåðèè. Ðàçìåð ïîïóëÿöèè áûë

âûáðàí ðàâíûì 100 äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå çàäà÷.
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Ñðàâíåíèå GANP ñ äðóãèìè ýâðèñòèêàìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷,

ïîñòðîåííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì

Â Òàáëèöàõ 5.2 è 5.3 àëãîðèòì GANP ñðàâíèâàåòñÿ ñ ãåíåòè÷å-

ñêèì àëãîðèòìîì Äæ. Áèñëè è Ï. ×ó [127] (îáîçíà÷åí BC) è àëãîðèò-

ìîì ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè À. Êàïðàðû, Ì. Ôèøåòòè è Ï. Òîòà [141]

(îáîçíà÷åí CFT). Â Òàáëèöå 5.2 òàêæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäèôè-

êàöèè àëãîðèòìà GANP, ãäå âìåñòî îñëàáëåííîé ÇÎÐ â îïåðàòîðå ËÏ-

êðîññèíãîâåðà ðåøàåòñÿ ÇÎÐ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïðåäåëåíèþ 3.1 (ñòîë-

áåö îáîçíà÷åí GAOR). Â ýêñïåðèìåíòàõ ïðîâîäèëîñü ïî 10 èñïûòàíèé

GANP è GAOR äëÿ êàæäîé çàäà÷è ïðè ïàðàìåòðàõ N = 100, Pm = 0.1,

tmax = 10000. Òàáëèöû ñîäåðæàò ñëåäóþùèå âåëè÷èíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pbst ÷àñòîòó ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øåãî èç íàéäåííûõ

ÃÀ ðåøåíèé ïðè 10 èñïûòàíèÿõ. Ñòîëáåö σ ñîäåðæèò ñðåäíèé ïðîöåíò

îòêëîíåíèÿ îò îïòèìóìà èëè íàèëó÷øåãî èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ, ò. å. σ =∑10
k=1

Fk−F ∗

10F ∗ · 100%, ãäå Fk � ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ, íàéäåííîãî ïðè k-ì èñïû-

òàíèè, à F ∗ � ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî èëè íàèëó÷øåãî èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tsol ñðåäíåå âðåìÿ ïîñëåäíåãî îáíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ; Tex

� ñðåäíåå ïîëíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè 10000 èòåðàöèé (â ñåêóí-

äàõ ÏÊ Pentium-100). Âðåìÿ ñ÷åòà àëãîðèòìà BC ïðèáëèæåííî îöåíåíî íà

îñíîâàíèè äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â [127] ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáëèöû áûñò-

ðîäåéñòâèÿ ÝÂÌ [168]. Â Òàáëèöå 5.2 óêàçàííûå âåëè÷èíû óñðåäíåíû ïî

âñåì çàäà÷àì äëÿ êàæäîé ñåðèè 4-6 è A-H.

Ïîëíîå âðåìÿ ñ÷åòà àëãîðèòìà CFT [141] íà âñåõ çàäà÷àõ áûëî îäèíà-

êîâûì, è ñîãëàñíî òàáëèöå [168] ñîîòâåòñòâóåò 2112 ñåêóíäàì Pentium-100).

Òðóäîåìêîñòü îäíîé èòåðàöèè GAOR áëèçêà ê òðóäîåìêîñòè îäíîé èòå-

ðàöèè GANP, ïîýòîìó â Òàáëèöå 5.2 âåëè÷èíû Tsol è Tex äëÿ GAOR íå

ïðèâîäÿòñÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè èç [127] ïðè 10 çàïóñêàõ àëãîðèòì BC íà-

õîäèë õîòÿ áû ðàç îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ çàäà÷ 4-6 è A-D êðîìå
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Òàáëèöà 5.2. Ýêñïåðèìåíòû ñ ñåðèÿìè 4-6 è A-D

Ñ
å
ð CFT BC GANP GAOR
è
ÿ Tsol Pbst σ Tsol Tex Pbst σ Tsol Tex Pbst σ
4 2.9 0.88 0.07 45.0 315 0.86 0.09 33.5 369 0.71 0.15
5 1.4 0.76 0.17 27.2 552 0.7 0.27 37.7 318 0.68 0.3
6 4.1 0.94 0.07 25.2 319 0.86 0.24 41.0 486 0.84 0.26
A 47.2 0.86 0.20 66.0 788 0.44 0.35 71.8 1693 0.68 0.23
B 3.3 1.00 0.00 68.6 938 1.00 0.00 20.8 344 1.0 0.0
C 29.2 0.68 0.41 87.9 1141 0.74 0.26 52.4 721 0.82 0.1
D 7.6 0.96 0.06 101.7 1373 0.94 0.08 23.3 583 1.0 0.0
E 54.6 0.74 0.92 124.6 3088 1.0 0.0 26.4 1195 1.0 0.0
F 48.2 0.86 1.08 69.2 5470 0.86 1.08 47.2 3798 0.82 1.39
G 223.4 0.24 1.16 366.1 3440 0.48 0.54 196.9 888 0.64 0.55
H 379.8 0.44 1.04 587.1 5596 0.6 0.64 172.4 4270 0.4 0.64

çàäà÷è 5.3. Àëãîðèòì CFT äëÿ êàæäîé çàäà÷è çàïóñêàëñÿ îäíîêðàòíî, ïðè

ýòîì âî âñåõ 45 ñëó÷àÿõ áûë íàéäåí îïòèìóì. Ðåçóëüòàòû ýòèõ ýêñïåðèìåí-

òîâ èçëîæåíû â ðàáîòå [141].

Èç ñðàâíåíèÿ ñòîëáöîâ GANP è GAOR â Òàáëèöå 5.2 ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä î òîì, ÷òî ñóùåñòâåííîãî ðàçëè÷èÿ ìåæäó äâóìÿ ðàññìîòðåííû-

ìè âàðèàíòàìè ËÏ-êðîññèíãîâåðà íå íàáëþäàåòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàëåå

ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî ðåçóëüòàòû GANP, ãäå â ËÏ-êðîññèíãîâåðå ðåøàåòñÿ

îñëàáëåííàÿ ÇÎÐ.

Êàê âèäíî èç Òàáëèöû 5.1, â áîëüøèíñòâå ðàññìîòðåííûõ ñåðèé ÷à-

ñòîòà óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ ËÏ-êðîññèíãîâåðà χ ñîñòàâëÿëà íå ìåíee 0.5.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòà ïðèìåíåíèÿ äàííîãî îïåðàòîðà áûëè ïðî-

âåäåíû äîïîëíèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ çàäà÷åé 4.1, â êîòîðûõ ïîä-

ñ÷èòûâàëàñü ÷àñòîòà ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà ÇÍÏ ïðè èñïîëüçîâàíèè ËÏ-

êðîññèíãîâåðà è áåç íåãî. Ïîñëå 1000 èòåðàöèé àëãîðèòìà ýòè ÷àñòîòû ñî-

ñòàâèëè ñîîòâåòñòâåííî 0.6 è 0.0, à ïîñëå 10000 èòåðàöèé îíè áûëè ðàâ-

íû 0.87 è 0.66. Ïðè ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷ ýòîé ñåðèè èñïîëüçîâàíèå ËÏ-

êðîññèíãîâåðà òàêæå ïðèâîäèëî ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ êà÷åñòâà ïî-
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ëó÷àåìûõ ðåøåíèé.

Â Òàáëèöå 5.3 ïðèâåäåíà áîëåå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ ïî ýêñïåðè-

ìåíòàì ñ çàäà÷àìè ñåðèé E-H. Çäåñü F ′ � ñòîèìîñòü íàèëó÷øåãî èçâåñò-

íîãî ðåøåíèÿ èç ëèòåðàòóðû [141,295]; LP � îöåíêà îïòèìóìà ñíèçó, ïîëó-

÷åííàÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè ÇÍÏ ñ ïîñëåäóþùèì îêðóãëåíèåì

ââåðõ; F � íàèëó÷øåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, íàéäåííîå ýâðèñòèêîé.

Â ñëó÷àå, åñëè ýòî çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñî ñòîèìîñòüþ ëó÷øåãî èçâåñòíîãî

ðåøåíèÿ, îíî âûäåëÿåòñÿ æèðíûì øðèôòîì. Ïîëíîå âðåìÿ ðàáîòû Tex àë-

ãîðèòìà BCH íà ñåðèÿõ E,F,G è H â ñðåäíåì ñîñòàâëÿåò, ñîîòâåòñòâåííî,

3089.2, 5470, 3428.4, è 5596.4 ñåêóíä ÏÊ Pentium-100. Ïîëíîå âðåìÿ ðàáî-

òû Tex àëãîðèòìà CFT è íà ýòèõ ñåðèÿõ ïðèáëèæåííî ñîîòâåòñòâóåò 2212

ñåêóíäàì ÏÊ Pentium-100. Åñëè íà îñíîâå íèæíèõ îöåíîê èç [141,295] ìîæ-

íî óòâåðæäàòü, ÷òî íàèëó÷øèå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ èç ëèòåðàòóðû ÿâëÿþò-

ñÿ îïòèìàëüíûìè, ýòè ðåøåíèÿ óêàçûâàþòñÿ ñ ñèìâîëîì '*' â ñòîëáöå F ′.

Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî

îòìåòèòü, ÷òî ïðè óêàçàííûõ ïàðàìåòðàõ ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû GANP

è BC ïîêàçàëè áëèçêèå ðåçóëüòàòû ïî êà÷åñòâó ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Ïðè

ýòîì íà ñåðèÿõ ìàëîé ðàçìåðíîñòè 4-6 è A-D ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû

èìåþò á�îëüøåå âðåìÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ CFT,

à íà ñåðèÿõ E-H ñðåäíåå âðåìÿ ïîñëåäíåãî îáíîâëåíèÿ ðåêîðäà â GANP

ìåíüøå, ÷åì ó äðóãèõ àëãîðèòìîâ.

Íà ñåðèè E àëãîðèòì GANP ïðåâîñõîäèò äâà äðóãèõ àëãîðèòìà; íà

÷àñòè çàäà÷ ñåðèé F è H îí óñòóïàåò CFT ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ èëè ïî

êà÷åñòâó íàéäåííûõ ðåøåíèé, à íà ÷àñòè çàäà÷ áîëåå ýôôåêòèâåí ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ íèì. Â öåëîì ïî êà÷åñòâó ðåøåíèé GANP óñòóïàåò àëãîðèòìó CFT

òîëüêî íà äâóõ èç 65 ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àéíûõ çàäà÷.

Àëãîðèòì GANP îïóáëèêîâàí â [173]. Ïîçäíåå â ðàáîòå [295] Ì. ßãè-

óðà, Ì. Êèøèäà è Ò. Èáàðàêè (M. Yagiura, M. Kishida, T. Ibaraki) ïðåä-

ëîæèëè ãèáðèäíûé àëãîðèòì, ñî÷åòàþùèé ìåòîä ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè
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Òàáëèöà 5.3. Ýêñïåðèìåíòû ñ ñåðèÿìè E-H

CFT BC GANP
F ′ LP F Tsol F Pbst σ Tsol F Pbst σ Tsol Tex

E.1 29∗ 22 29 12 29 1.0 0.0 17 29 1.0 0.0 1 562
E.2 30 23 30 181 30 0.4 2.0 266 30 1.0 0.0 95 1768
E.3 27∗ 21 27 42 27 0.3 2.6 85 27 1.0 0.0 23 1345
E.4 28∗ 22 28 12 28 1.0 0.0 238 28 1.0 0.0 11.0 1234
E.5 28∗ 22 28 16 28 1.0 0.0 16 28 1.0 0.0 2 1067
F.1 14∗ 9 14 15 14 1.0 0.0 34 14 1.0 0.0 8 1699
F.2 15∗ 10 15 14 15 1.0 0.0 34 15 1.0 0.0 1 1549
F.3 14∗ 10 14 110 14 1.0 0.0 117 14 1.0 0.0 55 1765
F.4 14∗ 9 14 14 14 1.0 0.0 92 14 1.0 0.0 20 5686
F.5 13∗ 8 13 89 13 0.3 5.4 67 13 0.3 5.4 151 8290
G.1 176 160 176 65 176 0.2 1.0 451 176 0.7 0.3 96 795
G.2 154 143 154 346 155 0.5 1.5 159 154 0.5 0.7 227 837
G.3 166 149 166 432 166 0.1 1.1 312 166 0.1 0.8 319 973
G.4 168 149 168 167 168 0.2 1.4 665 168 0.4 0.7 173 885
G.5 168 149 168 105 168 0.2 0.8 242 168 0.7 0.2 170 952
H.1 63 49 63 642 64 1.0 1.6 743 64 1.0 1.6 91 1574
H.2 63 49 63 392 64 1.0 1.6 234 64 1.0 1.6 35 9650
H.3 59 46 59 690 59 0.9 0.2 796 59 1.0 0.0 493 5620
H.4 58 44 58 105 58 0.4 1.6 962 58 1.0 0.0 218 3458
H.5 55 43 55 69 55 0.9 0.2 198 55 1.0 0.0 25 1049
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è ëîêàëüíûé ïîèñê. Ïî ïðèáëèæåííûì îöåíêàì íà ñåðèÿõ 4-6, A-H àë-

ãîðèòì [295] îáëàäàåò á�îëüøèì áûñòðîäåéñòâèåì, ÷åì âñå ðàññìîòðåííûå

âûøå àëãîðèòìû. Ê ñîæàëåíèþ, ó íàñ íåò èíôîðìàöèè î òîì, ïðèìåíÿëèñü

ëè àëãîðèòìû BC, CFT è àëãîðèòì [295] ê çàäà÷àì ñïåöèàëüíîé ñòðóêòó-

ðû, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

Ýêñïåðèìåíò ñ çàäà÷àìè, èìåþùèìè êîìáèíàòîðíóþ ïîñòàíîâêó

Ïðèìåðû ñåðèè CLR ñâÿçàíû ñ èçâåñòíîé çàäà÷åé Ï. Ýðäåøà î ðàñ-

êðàñêå ãèïåðãðàôà [172]: íàéòè çíà÷åíèå md(r), ðàâíîå ìèíèìàëüíîìó ÷èñ-

ëó ñî÷åòàíèé ïî r ýëåìåíòîâ, êîòîðûå äîñòàòî÷íî âûáðàòü èç áàçîâîãî

d-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà V , ÷òîáû ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå â 2 öâåòà ýëåìåí-

òîâ V , õîòÿ áû îäíî èç âûáðàííûõ r-ýëåìåíòíûõ ñî÷åòàíèé îêàçûâàëîñü

ìîíîõðîìàòè÷åñêèì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî d ≥ 2r − 1.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ r è d ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ÇÍÏ

(ñì., íàïðèìåð, [205]), â êîòîðîé M � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàñêðà-

ñîê áàçîâîãî ìíîæåñòâà, U � ìíîæåñòâî âñåõ ñî÷åòàíèé ïî r ýëåìåíòîâ

èç V . Ïîëàãàåì, ÷òî ñî÷åòàíèå ïîêðûâàåò òå ðàñêðàñêè, ïðè êîòîðûõ îíî

ìîíîõðîìàòè÷íî. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïîëîâèíó ðàñêðàñîê ìîæíî íå ðàñ-

ñìàòðèâàòü. Òîãäà ÇÍÏ èìååò ðàçìåðíîñòü n =
(
d
r

)
,m = 2d−1 − 1, è md(r)

ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëó÷àé r = 4. Äàæå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è íå

èçâåñòíû. Â Òàáëèöå 5.4 ïðèâåäåíû ðàçìåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ ÇÍÏ, íàè-

ëó÷øèå èçâåñòíûå èç ëèòåðàòóðû [201, 205, 254] âåðõíèå îöåíêè îïòèìóìà

(ñòîëáåö F ′), à òàêæå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîêðûòèé, íàéäåííûõ ñ ïîìîùüþ

GANP. Íîìåðà çàäà÷ â ñåðèè CLR ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà d.

Ñòîëáöû Pbst è Tsol èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â Òàáëèöå 5.3. Êàê è â ýêñïå-

ðèìåíòàõ, îïèñàííûõ âûøå, N = 100, tmax = 10000. ×àñòîòà ñðàáàòûâàíèÿ

ËÏ-êðîññèíãîâåðà χ è âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè Pm ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷

òàêæå ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 5.4.
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Òàáëèöà 5.4. Ýêñïåðèìåíòû ñ ñåðèÿìè CLR è Stein

Çàäà÷à m n F ′ GANP Pbst Tsol Pm χ
CLR.9 255 126 26 26 1.0 15.32 0.05 0.8
CLR.10 511 210 25 25 1.0 27.0 0.05 0.6
CLR.11 1023 330 23 23 1.0 274.6 0.05 0.6
CLR.12 2047 495 26 23 0.2 979.7 0.02 0.7
CLR.13 4095 715 26 23 0.3 4615.4 0.01 0.6
Stein.27 117 27 18∗ 18 1 1.2 0.1 0.01
Stein.45 330 45 30∗ 30 1 12.6 0.1 0.03
Stein.81 1080 81 61∗ 61 1 16.6 0.02 0.1
Stein.135 3015 135 103∗ 104 0.2 212.4 0.01 0.1
Stein.243 9801 243 198∗ 198 0.6 536.1 0.005 0.4

Äëÿ ñëó÷àåâ d = 12 è d = 13 èçâåñòíûå îöåíêè óëó÷øåíû ñ ïîìî-

ùüþ GANP, à äëÿ d = 9, 10, 11 íàéäåíû ðåøåíèÿ ñ òàêèìè æå çíà÷åíèÿìè

öåëåâîé ôóíêöèè, ÷òî è èçâåñòíûå ðàíåå (ñì., íàïðèìåð, [205,254]).

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ èç 23 ïîêðûâàþùèõ ýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü ïî-

ëó÷åíû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d > 11 è áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÝÂÌ. Äîñòàòî÷íî

çàìåòèòü, ÷òî åñëè íàáîð ñî÷åòàíèé {S1, ..., Sk} (ãäå |Si| = 4, i = 1, ..., k)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è ïðè d = d′, òî ýòîò æå íàáîð óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèÿì è ïðè ëþáîì d > d′.

Òàáëèöà 5.4 ñîäåðæèò òàêæå ðåçóëüòàòû ðàáîòû GANP íà çàäà÷àõ

ñåðèè Stein. Ñèñòåìà òðîåê Øòåéíåðà ñîñòîèò èç m = n(n−1)
6 òðåõýëåìåíò-

íûõ ïîäìíîæåñòâ áàçîâîãî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ãäå n ≡ 1, 3(mod 6),

è ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ áàçîâîãî ìíîæåñòâà ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â îäíîé

òðîéêå Øòåéíåðà. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå íàèìåíüøåãî ïîêðûòèÿ âñåõ

òðîåê ýëåìåíòàìè áàçîâîãî ìíîæåñòâà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëå-

ìåíò ïîêðûâàåò âñå òðîéêè ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå åãî).

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ýòèìè ïðèìåðàìè èçâåñòíûå èç [239,256] îïòèìàëü-

íûå ðåøåíèÿ íàéäåíû GANP âî âñåõ çàäà÷àõ, êðîìå Stein.135. Ïîêðû-

òèÿ ìîùíîñòüþ 103 è 198 äëÿ çàäà÷ Stein.135 è Stein.243 îïóáëèêîâàíû

â [253] ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ, êîãäà áûë ïðåäëîæåí GANP.
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Âëèÿíèå êðîññèíãîâåðà íà ðåçóëüòàòû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ êðîññèíãîâåðà íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû

GANP áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû íà çàäà÷àõ èç ðàçíûõ êëàññîâ:

4.1, G.2, Stein.243 è CLR.12. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëñÿ GANP ñ ËÏ-

êðîññèíãîâåðîì, ñ ðàâíîìåðíûì êðîññèíãîâåðîì è áåç êðîññèíãîâåðà.

Ïðåäâàðèòåëüíî äëÿ íàñòðîéêè ïàðàìåòðà âåðîÿòíîñòè ïðèìåíåíèÿ

ðàâíîìåðíîãî êðîññèíãîâåðà Pc áûëî âûïîëíåíî ïî 10 çàïóñêîâ àëãîðèòìà

GANP ñî çíà÷åíèÿìè Pc = 0, 0.1, . . . , 1. Ïðî÷èå ïàðàìåòðû ÃÀ áûëè òåìè

æå, ÷òî óêàçàíû âûøå. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷àñòîòû ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà íà

çàäà÷àõ 4.1, G.2 è Stein.243 îêàçàëîñü ìàêñèìàëüíûì ïðè Pc = 0.8, ïî-

ýòîìó â ïîñëåäóþùèõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ ðàâíîìåðíûì êðîññèíãîâåðîì ðàñ-

ñìàòðèâàëîñü òîëüêî çíà÷åíèå Pc, ðàâíîå 0.8.

Ïîñêîëüêó ðàçìåð ïîïóëÿöèè N ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ðàçíîîáðàçèå

îñîáåé â X t, äàííûé ïàðàìåòð ìîæåò âëèÿòü è íà ýôôåêòèâíîñòü êðîñ-

ñèíãîâåðà. Ââèäó ýòîãî äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ÃÀ áûëî âûïîëíåíî ïî 10

çàïóñêîâ ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè N . Ïðî÷èå ïàðàìåòðû èìåëè òå æå çíà÷å-

íèÿ, ÷òî è ðàíåå. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû íà Ðèñóíêàõ 5.1 �

5.4. Çäåñü ¾P* áåç êðîñc.¿ � ÷àñòîòà ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà áåç èñïîëüçî-

âàíèÿ êðîññèíãîâåðà, ¾P* ËÏ-êðîññ.¿ � ÷àñòîòà ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà ïðè

èñïîëüçîâàíèè ËÏ-êðîññèíãîâåðà è ¾P* óíèô. êðîññ., Pc=0.8¿ � ÷àñòîòà

ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàâíîìåðíîãî êðîññèíãîâåðà.

Êàê âèäíî èç Ðèñóíêîâ 5.1 è 5.2, â çàäà÷àõ 4.1 è G.2 ÃÀ ñ ËÏ-

êðîññèíãîâåðîì, êàê ïðàâèëî, èìååò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äâóìÿ äðóãèìè

âàðèàíòàìè àëãîðèòìà ïðè ìàëîì ðàçìåðå ïîïóëÿöèè, è ýòî ïðåèìóùåñòâî

óñèëèâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì N . Äîïîëíèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè,

÷òî òàêàÿ òåíäåíöèÿ òèïè÷íà äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ðàçðåæåííûõ ñåðèé

4-6 è A-D,G,H. Çàìåòèì, ÷òî ðàçðûâ äâîéñòâåííîñòè â ýòèõ çàäà÷àõ îò-

íîñèòåëüíî ìàë (ñì., íàïðèìåð, [128] è Òàáëèöó 5.3), è ìîæíî ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ËÏ-êðîññèíãîâåðà çäåñü âûçâàíà áëèçîñòüþ îï-
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Ðèñ. 5.1. ×àñòîòà ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà â çàäà÷å 4.1.

Ðèñ. 5.2. ×àñòîòà ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà â çàäà÷å G.2.

òèìóìà ÇÍÏ ê ðåøåíèþ ËÏ-ðåëàêñàöèè. Âûñîêàÿ ÷àñòîòà ñðàáàòûâàíèÿ

ËÏ-êðîññèíãîâåðà íà çàäà÷àõ ñî ñëó÷àéíûìè äàííûìè õîðîøî ñîãëàñóåò-

ñÿ ñ èññëåäîâàíèÿìè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òàêèõ çàäà÷, ïðîâåäåííûìè

Ê. Âåðöåëëèñîì [287]. Èç ðåçóëüòàòîâ Ê. Âåðöåëëèñà ñëåäóåò, ÷òî ñîâïà-

äåíèå çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ÇÍÏ è åå ËÏ-

ðåëàêñàöèè ÿâëÿåòñÿ ¾òèïè÷íîé¿ ñèòóàöèåé â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïà-

çîíå çíà÷åíèé ðàçðåæåííîñòè ìàòðèöû. Ïðè÷èíà âûñîêîé ÷àñòîòû ïîëó÷å-

íèÿ öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ËÏ-ðåëàêñàöèè ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà

â îïåðàòîðå ËÏ-êðîññèíãîâåðà îñòàåòñÿ íåâûÿñíåííîé.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íà çàäà÷àõ ñåðèé Stein è CLR ñóùåñòâåí-
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Ðèñ. 5.3. ×àñòîòà ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà â çàäà÷å Stein.243.

Ðèñ. 5.4. ×àñòîòà ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà â çàäà÷å CLR.12.

íî îòëè÷àþòñÿ îò ðàññìîòðåííûõ âûøå. Êàê âèäíî èç Ðèñóíêà 5.3 è Ðèñóí-

êà 5.4, â çàäà÷àõ Stein.243 è CLR.12 ãðàôèêè ÃÀ ñ ËÏ-êðîññèíãîâåðîì

áëèçêè ê ãðàôèêàì ÃÀ áåç êðîññèíãîâåðà. Íàèáîëüøàÿ ÷àñòîòà ïîëó÷åíèÿ

îïòèìóìà ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðàõ ïîïóëÿöèè íà ýòèõ çàäà÷àõ äîñòèãàåòñÿ

ÃÀ ñ ðàâíîìåðíûì êðîññèíãîâåðîì. Àíàëîãè÷íàÿ òåíäåíöèÿ íàáëþäàåòñÿ

è íà äðóãèõ çàäà÷àõ ñåðèé Stein è CLR. Ïî-âèäèìîìó, ïðè÷èíà íèçêîé

ýôôåêòèâíîñòè ËÏ-êðîññèíãîâåðà íà ýòèõ ñåðèÿõ ñîñòîèò â áîëüøîì ðàñ-

ñòîÿíèè ìåæäó îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ÇÍÏ è ðåøåíèåì ËÏ-ðåëàêñàöèè â

çàäà÷àõ ñ òàêîé êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðîé: ðàçðûâ äâîéñòâåííîñòè íà ñå-

ðèè CLR ñîñòàâëÿåò îò 16% äî 37% [205], à â çàäà÷àõ ñåðèè Stein çíà÷åíèå
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öåëåâîé ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ËÏ-ðåëàêñàöèè ñîñòàâëÿåò n/3

(ñì., íàïðèìåð, [187]), ÷òî â ñðàâíåíèè ñ äàííûìè Òàáëèöû 5.4 äàåò ðàç-

ðûâ äâîéñòâåííîñòè â 50% è áîëåå.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì,

÷òî ïðèìåíåíèå ËÏ-êðîññèíãîâåðà â GANP öåëåñîîáðàçíî ïðè ðåøåíèè

çàäà÷, ãäå ðàçðûâ äâîéñòâåííîñòè íåâåëèê. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåäïî-

÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà

Ýêñïåðèìåíòû ñ ãèáðèäíûì àëãîðèòìîì âûïîëíÿëèñü íà ÏÊ

Pentium-II c îáúåìîì ÎÇÓ 32 Ìá è ïðîöåññîðîì Celeron, ðàáîòàþùèì íà

òàêòîâîé ÷àñòîòå 460 ÌÃö. Âðåìÿ ñ÷åòà òåñòèðóåìûõ ïðîãðàìì íà äàííîì

ÏÊ ïðèáëèçèòåëüíî â 2.5 � 3 ðàçà ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ÏÊ Pentium-100.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëèñü òåñòîâûå çà-

äà÷è ñåðèé 4 è 6 èç ýëåêòðîííîé áèáëèîòåêè OR-Library [126], à òàêæå

ñåðèÿ E5 èç [111], ïðåäëîæåííàÿ Þ.À. Êî÷åòîâûì.

Íàñòðàèâàåìûå ïàðàìåòðû ÃÀ, âõîäÿùåãî â ãèáðèäíûé àëãîðèòì, áû-

ëè âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: N = 100, Pm = 0.2, tmax = 1000, α = 10.

Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì âûïîëíÿëñÿ äâàæäû, à ýâðè-

ñòèêà ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè � îäèí ðàç. Ïàðàìåòð τ , èñïîëüçóåìûé â

êðèòåðèè îñòàíîâêè ìåòîäà ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè, ïîëîæåí ðàâíûì 500.

Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìîãî ïîêðûòèÿ ïîäçàäà÷è â ýòîé ýâðèñòèêå âûïîëíÿ-

ëîñü ÷åðåç êàæäûå γ = 10 ïåðåñ÷åòîâ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Â ïðîöåññå

ïåðåáîðà L-êëàññîâ òåñòèðîâàíèå ïîäçàäà÷ ËÏ îñóùåñòâëÿëîñü ïðè ÷èñëå

ïåðåìåííûõ â ïîäçàäà÷å íå ìåíåå 30.

Â òàáëèöàõ, îïèñûâàþùèõ ýòè ýêñïåðèìåíòû, ñòîëáåö LP ñîäåðæèò

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ËÏ-ðåëàêñàöèè; ñòîëáöû Topt è Tex

ñîäåðæàò âðåìÿ îáíàðóæåíèÿ îïòèìóìà è ïîëíîå âðåìÿ ñ÷åòà ïðîãðàììû;

F ∗ îáîçíà÷àåò îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè. Â ñòîëáöå ¾ïðîö.¿
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Òàáëèöà 5.5. Ðåøåíèå çàäà÷ ñåðèè 4

çàäà÷à F ∗ LP LCESCP ãèáðèäíûé àëãîðèòì
Topt Tex L0 L1 Topt Tex ïðîö. L0 L1

4.1 429 429.0 96 365 18 0 3 3 LR 0 0
4.2 512 512.0 594 1461 86 0 2 2 LR 0 0
4.3 516 516.0 87 362 30 0 2 2 LR 0 0
4.4 494 494.0 318 947 59 0 16 16 GA 0 0
4.5 512 512.0 97 352 29 0 2 2 LR 0 0
4.6 560 557.3 149 842 49 0 23 57 GA 0 0
4.7 430 430.0 188 400 24 0 2 2 LR 0 0
4.8 492 488.7 164 764 31 1 16 79 GA 0 0
4.9 641 638.5 511 1485 123 3 100 128 LR 0 2
4.10 514 513.5 304 537 77 0 2 2 LR 0 0

óêàçàíà ïðîöåäóðà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îáíàðóæåí îïòèìóì (LCE � ïå-

ðåáîð L-êëàññîâ; Grd � æàäíàÿ ýâðèñòèêà ïîäúåìà; GA � ãåíåòè÷åñêèé

àëãîðèòì GANP; LR � ýâðèñòèêà ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè äî ïåðåáîðà L-

êëàññîâ). ×åðåç L0 è L1 çäåñü îáîçíà÷åíî ÷èñëî L-êëàññîâ, ïðîñìîòðåííûõ

äî îáíàðóæåíèÿ îïòèìóìà è ïîñëå íåãî.

Â Òàáëèöå 5.5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñ çàäà÷àìè ñå-

ðèè 4. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå áûëî íàéäåíî óæå ìåòîäîì ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè è íèæíÿÿ îöåíêà

îïòèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííàÿ ýòèì àëãîðèòìîì, ñðàçó ïîêàçû-

âàëà îïòèìàëüíîñòü îáíàðóæåííîãî ðåøåíèÿ. Ïåðåáîð L-êëàññîâ ïîòðåáî-

âàëñÿ òîëüêî äëÿ îäíîé èç äåñÿòè çàäà÷. Áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäà

ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèé ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà

íà ýòîé ñåðèè â ñðåäíåì îêàçàëîñü ïðèìåðíî â 26 ðàç ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ

ðàáîòû àëãîðèòìà LCESCP . Òàêîå óñêîðåíèå àëãîðèòìà âûçâàíî â ïåðâóþ

î÷åðåäü ìàëîé âåëè÷èíîé ðàçðûâà äâîéñòâåííîñòè.

Ñåðèè 6 è E5 ñîäåðæàò çàäà÷è ñ á�oëüøèì ðàçðûâîì ìåæäó ðåøåíèÿ-

ìè ÇÍÏ è ËÏ-ðåëàêñàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ 6.1

� 6.5 àëãîðèòìàìè, èñïîëüçóþùèìè äâîéñòâåííûå îöåíêè, êàê ïðàâèëî,

âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷àìè 4.1 � 4.10 (ñì., íàïðèìåð, [119,185]).
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Òàáëèöà 5.6. Ðåøåíèå çàäà÷ ñåðèé 6 è E5

çàäà÷à F ∗ LP LCESCP ãèáðèäíûé àëãîðèòì
Topt Tex L0 L1 Topt Tex Proc. L0 L1

6.1 138 133.1 761 1354 51 1 33 288 GA 0 10
6.2 146 140.4 130 751 39 8 45 199 GA 0 14
6.3 145 140.1 183 543 22 1 26 128 LR 0 3
6.4 131 129.0 61 531 18 1 22 88 LR 0 2
6.5 161 153.4 1322 2120 184 3 29 304 GA 0 15
E5.1 20 17.4 279 326 104 10 11 58 GA 0 11
E5.2 19 17.7 248 253 74 0 6 15 GA 0 1
E5.3 20 17.3 431 448 211 5 8 67 GA 0 16
E5.4 19 16.6 114 123 43 3 6 27 GA 0 6
E5.5 20 17.7 0 56 0 8 0 46 Grd 0 8
E5.6 19 16.9 268 276 89 1 87 91 LCE 25 1
E5.7 20 17.6 609 645 170 6 10 75 GA 0 15
E5.8 21 17.9 174 323 38 33 26 148 GA 0 35
E5.9 19 16.9 77 107 29 5 7 32 GA 0 6
E5.10 20 17.5 117 171 26 14 8 67 GA 0 16

Â ýêñïåðèìåíòàõ ïðè ðåøåíèè ñåðèé 6 è E5 ãèáðèäíûì àëãîðèòìîì

áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè çàíèìàë ïðîñìîòð äðîáíûõ L-êëàññîâ óæå ïîñëå

îáíàðóæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Âî âñåõ çàäà÷àõ ñåðèé 6 è E5, êðî-

ìå çàäà÷è E5.6, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå áûëî íàéäåíî ýâðèñòèêàìè åùå äî

íà÷àëà ïåðåáîðà L-êëàññîâ. Â ðåçóëüòàòå îáùåå ÷èñëî ïðîñìàòðèâàåìûõ

L-êëàññîâ â çàäà÷àõ ñåðèè 6 ñîêðàòèëîñü â ñðåäíåì ïðèìåðíî â 7 ðàç, à â

çàäà÷àõ ñåðèè E5 � áîëåå ÷åì â 6 ðàç. Ïðåäëîæåííûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì

çàòðà÷èâàë íà ðåøåíèå çàäà÷ ñåðèè 6 â ñðåäíåì ïî÷òè â 5 ðàç ìåíüøå âðå-

ìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ LCESCP , à äëÿ ñåðèè E5 óñêîðåíèå ñîñòàâèëî 4.5 ðàçà.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà ËÏ-êðîññèíãîâåðà â GANP öåëåñîîáðàçíî ïðè

ðåøåíèè çàäà÷, ãäå ðàçðûâ äâîéñòâåííîñòè íåâåëèê. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíûé êðîññèíãîâåð.

Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ âûñîêîé âå-

ðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïîäçàäà÷
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ÇÍÏ, âîçíèêàþùèõ â ËÏ-êðîññèíãîâåðå (ñì. ïï. 5.1.3 è 5.1.3).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áèáëèîòåêè OR-Library ïðåäëîæåííûé ÃÀ ïîêà-

çàë ðåçóëüòàòû, íå óñòóïàþùèå ðåçóëüòàòàì ÃÀ ñ äâîè÷íûì ïðåäñòàâëå-

íèåì Äæ. Áèñëè è Ï. ×ó [127]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ 50 òåñòîâûõ çàäà÷

ñî ñëó÷àéíûìè äàííûìè ïðè ðàçìåðíîñòè äî 5000 ïåðåìåííûõ ýòèì àëãî-

ðèòìîì íàéäåíû îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ äâóõ èíäèâèäó-

àëüíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ âîïðîñîì Ï. Ýðäåøà î ðàñêðàñêå ãèïåðãðàôà,

ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ, óëó÷øàþùèå èçâåñòíûå èç ëèòåðàòóðû îöåíêè îïòèìó-

ìà. Ðàçðàáîòàííûé ÃÀ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ êàê ìåòîä íàõîæäåíèÿ íà÷àëü-

íîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ òî÷íûõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå äëÿ áûñòðîãî ïîèñêà

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ýêñïåðèìåíòû ñ ïðåäëîæåííûì ãèáðèäíûì àëãîðèòìîì ïîêàçàëè

ïåðñïåêòèâíîñòü èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà. Ïðèìåíåíèå ÃÀ è ýâðèñòèêè

ëàãðàíæåâîé ðåëàêñàöèè â ýòîì àëãîðèòìå ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ñîêðà-

òèòü âðåìÿ ïîèñêà îïòèìóìà è ïîëíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

5.2. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè

ïðîäóêöèè, ñîñòîÿùàÿ â ìèíèìèçàöèè ñòîèìîñòè äîñòàâêè ïðîäóêöèè îò

ìíîæåñòâà ïîñòàâùèêîâ äî ìíîæåñòâà ïîòðåáèòåëåé. Ïðè ýòîì äîïóñòèìûé

ðàçìåð êàæäîé îòêðûòîé ïîñòàâêè îãðàíè÷åí ñíèçó è ñâåðõó, ðàçìåð ïî-

òðåáëåíèÿ äëÿ êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ îãðàíè÷åí ñíèçó, à ôóíêöèè ñòîèìîñòè

ïîñòàâêè ëèíåéíû ïðè íåíóëåâûõ îáúåìàõ ïîñòàâêè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è ïðåäëàãàþòñÿ äâà ãèáðèäíûõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìà è ïðîâîäèòñÿ

èõ èññëåäîâàíèå è ñðàâíåíèå. Òàêæå çäåñü ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñëîæíîñòè

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

â ï. 5.2.1 ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îòûñêàíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

ñ êàêîé-ëèáî ïðèåìëåìîé îöåíêîé òî÷íîñòè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ â ï. 5.2.2 ïðåäëîæåí
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ýôôåêòèâíûé 2-ïðèáëèæåííûé æàäíûé àëãîðèòì, èñïîëüçóåìûé äàëåå â

îäíîì èç ÃÀ, è, áîëåå òîãî â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âïîëíå ïîëè-

íîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà (ñì. [41,44,144,250]).

Ïåðâûé èç ïðåäëîæåííûõ ÃÀ îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè æàä-

íîãî äåêîäåðà, ïðè ýòîì äîïóñòèìîå ðåøåíèå ôîðìèðóåòñÿ â ðåçóëüòàòå

ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ æàäíîãî 2-ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà (ï. 5.2.3).

Âìåñòî æàäíîãî àëãîðèòìà â äàííîì ÃÀ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí àëãî-

ðèòì îäíîé èç èçâåñòíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñõåì. Âî âòîðîì ïðåäëî-

æåííîì ÃÀ èñïîëüçóåòñÿ äâîè÷íàÿ êîäèðîâêà ðåøåíèé è íîâûé îïåðàòîð

ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà, â êîòîðîì ðåøàåòñÿ îñëàáëåííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé

ðåêîìáèíàöèè (ï. 5.2.4). Ïðîâåäåííûå â ï. 5.2.5 âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðè-

ìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ÃÀ ñ ÖËÏ-êðîññèíãîâåðîì èìååò ïðåèìóùåñòâî ïî

êà÷åñòâó ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé â ñðàâíåíèè ñ ïåðâûì ÃÀ è â ñðàâíåíèè ñ

ïàêåòîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ÖËÏ CPLEX. Â òî æå âðåìÿ ÃÀ ñ èñïîëüçîâàíè-

åì æàäíîãî äåêîäåðà îêàçàëñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ

âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Îáà ïðåäëîæåííûõ ÃÀ îñíîâûâàþòñÿ íà ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè

óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé. Âûáîð ðîäèòåëüñêèõ îñîáåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ òóðíèðíîé ñåëåêöèè. Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ îñòàíîâêè ÃÀ íà÷èíàþò ðàáîòó çàíîâî. Ïðîöåññ

âû÷èñëåíèé ïðîäîëæàåòñÿ äî çàäàííîãî îãðàíè÷åíèÿ íà âðåìÿ âû÷èñëå-

íèé T . Ëó÷øåå èç íàéäåííûõ ðåøåíèé çà âðåìÿ T ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè èìååò ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó.

min
m∑
i=1

n∑
j=1

zijaij + cijxij, (5.11)

m∑
i=1

xij ≥ Aj, j = 1, ..., n, (5.12)
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n∑
j=1

xij ≤Mi, i = 1, ...,m, (5.13)

zij ∈ {0, 1}, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n, (5.14)

mijzij ≤ xij ≤Mizij, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n, (5.15)

ãäå m � ÷èñëî ïîñòàâùèêîâ; n � ÷èñëî ïîòðåáèòåëåé; ïåðåìåííûå zij ÿâëÿ-

þòñÿ èíäèêàòîðàìè íàëè÷èÿ ïîñòàâêè îò ïîñòàâøèêà i ïîòðåáèòåëþ j, à

ïåðåìåííûå xij îáîçíà÷àþò ðàçìåð ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñòàâêè. Aj � ìèíè-

ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, òðåáóåìîå ïîòðåáèòåëþ j; mij � ìèíèìàëü-

íîå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, êîòîðîå ïîñòàâùèê i ãîòîâ äîñòàâèòü ïîòðåáèòå-

ëþ j;Mi � ìàêñèìàëüíîå îáùåå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, êîòîðîå ïîñòàâùèê i

ìîæåò äîñòàâèòü. Â öåëåâóþ ôóíêöèþ âõîäÿò ôèêñèðîâàííûå äîïëàòû aij,

ñâÿçàííûå ñ îòêðûòèåì ïîñòàâêè (i, j) è ñòîèìîñòè òðàíñïîðòèðîâêè åäè-

íèöû ïðîäóêöèè cij. Ïàðàìåòðû aij, cij,mij,Mi, Aj ïðåäïîëàãàþòñÿ öåëî-

÷èñëåííûìè è íåîòðèöàòåëüíûìè ïðè âñåõ i, j.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö ïåðåìåííûõ Z = (zij),X = (xij).

Ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ (Z,X), çàäàííóþ âûðàæåíèåì (5.11), áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç f(Z,X). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöå Z çàäà-

÷à (5.11)�(5.15) ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò

áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè

èñïîëüçîâàíèè Z äëÿ êîäèðîâêè ðåøåíèé çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè

ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè (ñì. ðàç-

äåë 1.1).

Ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ çàäà÷è î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî îãðàíè-

÷åíèÿì (5.12)�(5.15), ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé äàæå â ñëó÷àå n = 2. Äåéñòâè-

òåëüíî, ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàçáèåíèè ïðåäìåòîâ: ìîæíî ëè ðàçáèòü ìíî-

æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {p1, p2, . . . , pm′} íà äâà ïîäìíîæåñòâà ñ ðàâíûìè

ñóììàìè? Åñëè ñóììà
m′∑
i=1

pi íå÷åòíà, òî îòâåò, î÷åâèäíî, îòðèöàòåëüíûé.
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì n = 2, m = m′, mi1 = mi2 = Mi = pi, i =

1, . . . ,m′, è A1 = A2 = 1
2

m′∑
i=1

pi. Ïðè ýòîì ñèñòåìà (5.12)�(5.15) ðàçðåøèìà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðåáóåìîå ðàçáèåíèå ñóùåñòâóåò.

Ìíîãèå ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå çàäà÷è ëîãèñòèêè, ñîñòàâëåíèÿ ðàñ-

ïèñàíèé è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà [190, 202, 218, 284, 285] ìîãóò áûòü

ñôîðìóëèðîâàíû êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè.

Åñëè mij = 0 ïðè âñåõ i, j è
m∑
i=1

Mi =
n∑

j=1

Aj, òî äàííàÿ çàäà÷à ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíóþ òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó ñ ôèêñèðîâàííûìè äîïëà-

òàìè � ñì., íàïðèìåð, [9, 22, 123, 285]. Òî÷íîìó è ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ

ïîñëåäíåé çàäà÷è ïîñâÿùåí ðÿä ïóáëèêàöèé. Òî÷íûå àëãîðèòìû, êàê ïðà-

âèëî, áàçèðóþòñÿ íà ìåòîäàõ âåòâåé è ãðàíèö ñ îòñå÷åíèÿìè [9,123,196,255].

Ñðåäè ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

ñ ôèêñèðîâàííûìè äîïëàòàìè, èçâåñòíû àëãîðèòìû ïîèñêà ñ çàïðåòà-

ìè [151,285], ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû [170,284] è äðóãèå ïîäõîäû. Â áîëü-

øèíñòâå ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâî

âåðøèí ìíîãîãðàííèêà ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè çàäà÷è ñîäåðæèò îïòèìàëü-

íîå ðåøåíèå. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè

ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðèìåð çàäà÷è, ãäå

m = n = 1, a11 = c11 = m11 =M1 = 1, A1 = 1/2).

Çàäà÷à (5.11)�(5.15) ÿâëÿåòñÿ îñëàáëåííîé âåðñèåé çàäà÷è óïðàâëå-

íèÿ ïîñòàâêàìè, ðàññìîòðåííîé â [142,145]: â ýòèõ ðàáîòàõ â óñëîâèè (5.12)

òðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî, à ïðè îòêðûòîé ïîñòàâêå åå ñòîèìîñòü ÿâëÿåòñÿ âî-

ãíóòîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé îò ðàçìåðà ïîñòàâêè. Íàõîæäåíèå ëþáî-

ãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîñòàâêàõ ïðîäóêöèè â ôîðìóëèðîâêå

èç [145] ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé äàæå ïðè îäíîì ïîòðåáèòåëå, õîòÿ

ïðè öåëî÷èñëåííûõ èñõîäíûõ äàííûõ ñóùåñòâóåò ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé

òî÷íûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ [142]. Íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà çàäà÷è

óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè â ïîñòàíîâêå èç [142, 145] ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû

è íà çàäà÷ó (5.11)�(5.15). Íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé ðàçðå-
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øèìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å ñ îäíèì ïîòðåáèòåëåì èìååòñÿ îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå, ãäå xi1 ∈ {0,mi1,Mi1} äëÿ âñåõ ïîñòàâùèêîâ i, êðîìå, áûòü ìîæåò,

îäíîãî èç íèõ [44], à ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ æàäíûì äåêîäåðîì (ï 5.2.3)

èìååò îáùóþ ñõåìó, ïîäîáíóþ ñõåìå ÃÀ, ðàçðàáîòàííîãî Ï.À. Áîðèñîâñêèì

â [13] äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ñ ðàâåíñòâîì â óñëîâèè (5.12).

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ï. 5.2.2, çàäà÷à (5.11)�(5.15) ïðåäñòàâëÿåò áîëü-

øå ïåðñïåêòèâ äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå îäíîãî ïîòðå-

áèòåëÿ, ÷åì çàäà÷à â ïîñòàíîâêå èç [142,145]. Çàïèøåì çàäà÷ó (5.11)�(5.15)

ïðè n = 1 â êîìïàêòíîì âèäå:

min
m∑
i=1

ki(xi), (5.16)

m∑
i=1

xi ≥ A, (5.17)

xi ∈ {0} ∪ [mi,Mi], i = 1, . . . ,m. (5.18)

Çäåñü ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî îáúåìû ïîñòàâîê xi, i = 1, . . . ,m, à

ñòîèìîñòè äîñòàâêè ïðîäóêöèè îò ïîñòàâùèêà i âûðàæåíû ôóíêöèÿìè

ki(xi) =

 0, åñëè xi = 0;

ai + cixi, åñëè xi > 0,
(5.19)

ãäå ai, ci,mi,Mi, A � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ïðè i = 1, . . . ,m. Ïîäîá-

íî îáùåìó ñëó÷àþ áóäåì îáîçíà÷àòü ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ x = (x1, . . . , xm),

çàäàííóþ âûðàæåíèåì (5.16), ÷åðåç f(x).

Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, òàê êàê îíà ñîäåðæèò êàê

÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷ó îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå (ñì. ðàçäåë 1.1).

Äëÿ òîãî ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü m ðàâíûì ÷èñëó

ïåðåìåííûõ â çàäà÷å î ðþêçàêå, mi =Mi = ai, i = 1, . . . ,m, è îñòàâèòü òå

æå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ci, i = 1, . . . ,m, ÷òî è â çàäà÷å î ðþêçàêå.

Â ï. 5.2.2 îïèñûâàåòñÿ æàäíûé àëãîðèòì [44] òðóäîåìêîñòè O(m2)

äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðè n = 1, çäåñü æå äîêàçàíî, ÷òî äàí-

íûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ 2-ïðèáëèæåííûì, åñëè ñòîèìîñòü ïîñòàâêè ki(xi)
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îò êàæäîãî ïîñòàâùèêà i ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé íà

îòðåçêå [0,Mi]. Â [41] íàìè ïðåäëîæåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñè-

ìàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, ãäå ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî îáúåì ïîñòàâêè îò êàæäîãî ïîñòàâùèêà ïðèíàäëåæèò îáúåäè-

íåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ, ôóíêöèè ñòîèìîñòè ïîñòàâîê ÿâëÿþòñÿ

âîãíóòûìè è íåóáûâàþùèìè â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ.

Â [144] ïîñòðîåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà,

ïðèãîäíàÿ äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà öåëåâûõ ôóíêöèé è îñíîâàííàÿ íà

ïîäõîäå, èçëîæåííîì â [293]. Â ïðèìåíåíèè ê ñëó÷àþ, êîãäà ôóíêöèè ñòî-

èìîñòè ïîñòàâêè èìåþò âèä (5.19), ýòà ñõåìà èìååò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü

O((m/ε)2 log2(mkmax) log2(kmax)), (5.20)

ãäå kmax = max
i=1,...,m

ki(Mi). Íåñêîëüêî ïîçäíåå áëèçêàÿ ïî ñâîéñòâàì âïîëíå

ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà áûëà ïðåäëîæåíà Ñ.Ò. Íã,

Ì.ß. Êîâàëåâûì è Ò.Ñ.Å. ×åíãîì â [250]. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òðóäîåìêîñòü

àëãîðèòìà [250] îêàçûâàåòñÿ íèæå òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà èç [144].

Äîêàæåì óïîìÿíóòîå âûøå ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî äëÿ ñëó÷àÿ n = 1.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à (5.16)�(5.19) èìååò îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå x ∈ Zm, ãäå xi ∈ {0,mi,Mi} ïðè âñåõ i = 1, . . . ,m, êðîìå, ìîæåò

áûòü, îäíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå x∗ ∈ Zm çàäà÷è (5.16)�(5.19). Ðåøåíèå x∗ ñóùåñòâóåò ââèäó òîãî,

÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ (zij) çàäà÷à (5.16)�(5.19) ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ öåëî÷èñëåííûì ìíîãîãðàííèêîì.

Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà èíäåêñîâ i, j, 1 ≤ i, j ≤ m, ÷òî

mi < x∗i < Mi,mj < x∗j < Mj è ci ≤ cj. Ïîëîæèì δ = min{Mi−x∗i , x∗j−mj},

yi = x∗i + δ è yj = x∗j − δ; îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðåøåíèé y è x∗ ñîâïàäàþò.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî y òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì è yi = Mi

ëèáî yj = mj. Èç öåëî÷èñëåííîñòè δ ñëåäóåò öåëî÷èñëåííîñòü y è x∗.
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5.2.1. Ñëîæíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ

ïîòðåáèòåëåé

Ïîêàæåì, ÷òî ïîèñê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ êàêîé-ëèáî êîíñòàíò-

íîé îöåíêîé òî÷íîñòè äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è (5.11)�(5.15) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé NP-òðóäíóþ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü

çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ íàëè÷èÿ âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ òðåáóåìîé ìîùíî-

ñòè K â ãðàôå G = (V,E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {1, 2, . . . , q} è ìíî-

æåñòâîì ðåáåð E = {e1, e2, . . . , er}. Ïóñòü deg j � ñòåïåíü âåðøèíû j.

Îïèøåì ñâåäåíèå ÇÂÏ ê çàäà÷å (5.11)�(5.15). Ïîñòàâèì â ñîîòâåò-

ñòâèå âåðøèíàì ãðàôà G ïóíêòû ïîòðåáëåíèÿ, à ðåáðàì � ïóíêòû ïðîèç-

âîäñòâà è ââåäåì äîïîëíèòåëüíûé ïóíêò ïðîèçâîäñòâà ñ íîìåðîì r + 1.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì m = r + 1 è n = q. Â äàííîì ñâåäåíèè îòêðûòèå

ïîñòàâîê îò ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà ñ íîìåðîì r + 1 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü

âêëþ÷åíèþ âåðøèí â ïîêðûòèå. Ñïðîñ Aj êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ j ïîëî-

æèì ðàâíûì deg j.

Äëÿ êàæäîãî ïîñòàâùèêà i, i = 1, . . . , r, íàçíà÷èì Mi = mij = 1,

cij = 0 ïðè âñåõ j, è ïóñòü aij = 0 äëÿ äâóõ åãî ¾âûäåëåííûõ¿ ïîòðåáè-

òåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì èíöèäåíòíûì ðåáðó ei â ãðàôå G. Äëÿ

îñòàëüíûõ ïîòðåáèòåëåé j ̸∈ ei ïîëàãàåì aij = Ω, ãäå Ω > q � äîñòàòî÷íî

áîëüøîå ÷èñëî. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé ïîñòàâùèê i, i = 1, . . . , r, ìî-

æåò îòïðàâèòü åäèíèöó ïðîäóêöèè ïî íóëåâîé öåíå òîëüêî îäíîìó èç ñâîèõ

äâóõ ¾âûäåëåííûõ¿ ïîòðåáèòåëåé. Äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòàâùèêà r+1

ïîëîæèì mr+1,j = q, ar+1,j = 1, cr+1,j = 0 ïðè âñåõ j; Mr+1 = Kq.

Äàëåå ïîëó÷åííóþ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ñâîäèìîñòè çàäà÷ó î ïîñòàâ-

êàõ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P (G).

Ëåììà 5.1. a) Åñëè G èìååò âåðøèííîå ïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëåå K,

òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â P (G) íå ïðåâûøàåò K.

b) Åñëè çàäà÷à P (G) èìååò äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñòîèìîñòè ìåíåå Ω, òî



223

ñóùåñòâóåò âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G ìîùíîñòè íå áîëåå K.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ïóñòü C � âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G. Ïî-

ëîæèì zr+1,j = 1 äëÿ êàæäîãî j è ðàçìåð ïîñòàâêè îò äîïîëíèòåëüíîãî

ïîñòàâùèêà ðàâíûì q, åñëè j ∈ C; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå xr+1,j = zr+1,j = 0.

Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû (Z,X) áûëî äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (5.11)�

(5.15), äîñòàòî÷íî äëÿ âñåõ i ≤ r è âñåõ j ïîëîæèòü xij = 1, zij = 1 ïðè

j ∈ ei, j ̸∈ C; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå xij = 0, zij = 1. Òàê êàê âñå ïîñòàâêè îò

ïîñòàâùèêîâ i = 1, 2, . . . , r íàïðàâëåíû òîëüêî ¾âûäåëåííûì¿ ïîòðåáèòå-

ëÿì è ïîñòàâùèê r+1 îáñëóæèâàåò íå áîëåå K êëèåíòîâ, òî f(Z,X) ≤ K.

(b) Ïóñòü (Z,X) � äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.11)�(5.15) è

f(Z,X) < Ω. Îáîçíà÷èì C(X) = {j|xr+1,j > 0}. Çäåñü |C(X)| ≤ K, òàê

êàê xr+1,j ≥ q äëÿ âñåõ j ∈ C(X), è xr+1,1 + . . . + xr+1,m ≤ Mr+1 = Kq.

Ïåðâûå r ïîñòàâùèêîâ ñíàáæàþò òîëüêî ¾âûäåëåííûõ¿ ïîòðåáèòåëåé, ïî-

ýòîìó C(X) � âåðøèííîå ïîêðûòèå, òàê êàê åñëè xr+1,u = 0 è xr+1,v = 0 äëÿ

êàêîãî-ëèáî ðåáðà ei = uv, òî
m∑
i=1

xiu+
m∑
i=1

xiv ≤ deg u+ deg v− 1 < Au+Av,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (5.12).

Òåîðåìà 5.1. Íàõîæäåíèå p(m,n)-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâ-

ëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè ïðè ëþáîì ïîëèíîìå p(m,n) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé NP-òðóäíóþ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷ó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí ãðàô G è Ω = qp(r, q). Â ñîîòâåòñòâó-

þùåé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å î ïîñòàâêàõ P (G) âñå ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû

îãðàíè÷åíû íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäà ÇÂÏ ãðàôà G.

Ïóñòü (Z∗,X∗) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.11)�(5.15), à (Z′,X′)

� åå p(r, q)-ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè ñóùåñòâóåò âåð-

øèííîå ïîêðûòèå ìîùíîñòè íå áîëåå K, òî ïî óòâåðæäåíèþ (a) ëåììû 5.1

èìååì f(Z∗,X∗) ≤ K, ñëåäîâàòåëüíî, f(Z′,X′) ≤ Kp(r, q) < Ω. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, åñëè f(Z′,X′) ≤ Kp(r, q), òî f(Z∗,X∗) < Ω è ïîêðûòèå ìîùíîñòè

íå áîëåå K ñóùåñòâóåò ïî óòâåðæäåíèþ (b) ëåììû 5.1.



224

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå p(m,n)-ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (Z′,X′) äëÿ

çàäà÷è (5.11)�(5.15) ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òðåáó-

åìîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ïîëîæèòåëüíî, åñëè f(Z′,X′) < Ω, è îòðèöà-

òåëüíî � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

5.2.2. 2-ïðèáëèæåííûé æàäíûé àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî ïî-

òðåáèòåëÿ

Â äàííîì ïîäïóíêòå ïðåäëàãàåòñÿ æàäíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà-

÷è (5.16)�(5.18), êîãäà ñòîèìîñòè ki(xi), i = 1, . . . ,m, çàäàíû ôóíêöèÿìè

ki(xi) =

 0, åñëè xi = 0;

ai + gi(xi), åñëè xi > 0,
(5.21)

ãäå ai ≥ 0 ïðè ëþáîì i, à ôóíêöèè gi(xi) ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíû-

ìè è íåóáûâàþùèìè ïðè xi ∈ [mi,Mi]. Îòíîñèòåëüíî âõîäíûõ äàííûõ

ai,mi,Mi, i = 1, . . . ,m, çäåñü áóäåì ïðåäïîëàãàòü òîëüêî òî, ÷òî îíè

ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

y = (y1, . . . , ym) ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.16)�(5.18), (5.21), íàé-

äåííîå æàäíûì àëãîðèòìîì; ℓ � òåêóùåå êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, êîòîðîå

åùå íåîáõîäèìî äîñòàâèòü. Íà êàæäîé èòåðàöèè æàäíîãî àëãîðèòìà äî-

áàâëÿåòñÿ íàèáîëåå äåøåâàÿ ïîñòàâêà â îòíîñèòåëüíîì âûðàæåíèè.

Àëãîðèòì 5.4. Æàäíûé àëãîðèòì

1. Ïîëîæèòü yk := 0, k = 1, 2, . . . ,m.

2. Ïîëîæèòü ℓ := A−
m∑
k=1

yk è âûáðàòü òàêîå j, ÷òî yj = 0 è

kj(min{max{ℓ,mj},Mj})
min{ℓ,Mj}

≤ ks(min{max{ℓ,ms},Ms})
min{ℓ,Ms}

, (5.22)

äëÿ âñåõ s òàêèõ, ÷òî ys = 0.

Åñëè yj > 0 äëÿ âñåõ j, òî êîíåö ðàáîòû.

3. Ïîëîæèòü yj := min{max{ℓ,mj},Mj}.
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4. Åñëè ℓ− yj > 0, ïåðåéòè íà øàã 2.

Êîíåö ðàáîòû.

Åñëè ïîñëå îñòàíîâêè àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
m∑
k=1

yk < A, òî

çàäà÷à íå èìååò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ïóñòü Tg � âåðõíÿÿ ãðàíèöà òðóäîåì-

êîñòè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè gi(xi) ïðè âñåõ i è ðàöèîíàëüíûõ xi ∈ [mi,Mi].

Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà åñòü O(m2Tg).

Òåîðåìà 5.2. Æàäíûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ 2-ïðèáëèæåííûì àëãîðèò-

ìîì äëÿ çàäà÷è (5.16)�(5.18) ïðè âîãíóòûõ ôóíêöèÿõ ki(xi) âèäà (5.21).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî íà øàãå 3 ïåðåìåííàÿ yj ïðèíèìàåò

çíà÷åíèåMj íà âñåõ èòåðàöèÿõ, êðîìå ïîñëåäíåé; íà íåé yj ðàâíà ℓ èëè mj

(çäåñü è äàëåå ïîä ℓ ïîíèìàåòñÿ çíà÷åíèå, êîòîðîå âåëè÷èíà ℓ ïðèíèìàåò

ïî îêîí÷àíèè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîñëå

çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïåðåíóìåðóåì êîîðäèíàòû ðåøåíèÿ òàê, ÷òî

ïðè íåêîòîðîì i âûïîëíåíî ðàâåíñòâî yj =Mj ïðè âñåõ j ≤ i; yi+1 < Mi+1

è yj = 0 ïðè âñåõ j > i + 1. Ïóñòü f ∗ � ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è (5.16)�(5.18), (5.21). Ïîëîæèì

h(x) =
m∑
j=1

(aj + gj(Mj))xj
Mj

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè h(x) íà ìíîæåñòâå, çàäàâàå-

ìîì îãðàíè÷åíèÿìè (5.17)�(5.18). Ðàññìàòðèâàÿ îïòèìóì x̂ ëèíåéíîé ðå-

ëàêñàöèè äàííîé çàäà÷è, ò. å. çàäà÷è, â êîòîðîé óñëîâèå (5.18) çàìåíåíî íà

0 ≤ xj ≤Mj, j = 1, . . . ,m, çàêëþ÷àåì, ÷òî

h(x̂) ≥
i∑

j=1

aj + gj(Mj) =
i∑

j=1

kj(Mj).

Ïî îïðåäåëåíèþ h(x) èìååì h(x) ≤ f(x) äëÿ ëþáîãî x, óäîâëåòâîðÿþùåãî

óñëîâèÿì (5.17)�(5.18). Òàêèì îáðàçîì,

f ∗ ≥
i∑

j=1

kj(Mj).
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè yi+1 = 0 (ò. å. ℓ =Mi íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè æàäíîãî

àëãîðèòìà), òî y � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Òåïåðü óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî åñëè yi+1 > 0, òî f ∗ ≥ ki+1(yi+1). Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå y′ òàêîå, ÷òî

m∑
j=1

kj(y
′
j) < ki+1(yi+1). (5.23)

Òàê êàê ℓ = A−
i∑

k=1

Mk, òî∑
r>i

y′r ≥ A−
∑
j≤i

y′j ≥ ℓ. (5.24)

Óìíîæàÿ (5.23) íà ℓ/ki+1(yi+1) è óáèðàÿ ïåðâûå i ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àåì∑
r>i

ℓks(y
′
r)

ki+1(yi+1)
< ℓ. (5.25)

Æàäíîå ïðàâèëî (5.22), ïðèìåíåííîå íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè, ïðè âñåõ r > i

îáåñïå÷èâàåò íåðàâåíñòâî

ki+1(yi+1)

ℓ
=

ki+1(yi+1)

min{ℓ,Mi+1}
≤ kr(min{max{ℓ,mr},Mr})

min{ℓ,Mr}
. (5.26)

Òàêèì îáðàçîì, èç (5.25) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî∑
r>i

min{ℓ,Mr}kr(y′r)
kr(min{max{ℓ,mr},Mr})

< ℓ. (5.27)

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå ýòîé ñóììû ñ y′r > 0. Åñëè ℓ < mr, òî èç (5.26) èìååì

kr(mr)/ℓ ≥ ki+1(yi+1)/ℓ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó kr(y′r) < ki+1(yi+1),

ïîëó÷åííîìó èç (5.23), ïîýòîìó ñëàãàåìûå ñ ℓ < mr îòñóòñòâóþò â (5.27).

Åñëè mr ≤ ℓ ≤ Mr, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå â (5.27) ïðèíèìà-

þò âèä ℓkr(y′r)/kr(ℓ). Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

(a) y′r ≥ ℓ. Òàê êàê kr(x) íå óáûâàåò, òî kr(y′r) ≥ kr(ℓ). Èç (5.26)

èìååì kr(ℓ) ≥ ki+1(yi+1). Ñëåäîâàòåëüíî, kr(y′r) ≥ ki+1(yi+1), ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò (5.23), ïîýòîìó ñëàãàåìûå ñ y′r ≥ ℓ òàêæå îòñóòñòâóþò â (5.27).

(b) y′r < ℓ. Èç âîãíóòîñòè ôóíêöèè kr ñëåäóåò, ÷òî ℓkr(y′r)/kr(ℓ) ≥ y′r.
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Íàêîíåö, åñëè ℓ > Mr, ñëàãàåìûå â (5.27) ïðåâðàùàþòñÿ â

Mrkr(y
′
r)/kr(Mr), è â ñèëó âîãíóòîñòè ôóíêöèè kr, Mrkr(y

′
r)/kr(Mr) ≥ y′r.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∑
r>i

y′r ≤
∑
r>i

min{ℓ,Mr}kr(y′r)
kr(min{max{ℓ,mr},Mr})

, (5.28)

è èç (5.27) è (5.28) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
∑
r>i

y′r < ℓ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (5.24).

Òàêèì îáðàçîì, f ∗ ≥ ki+1(yi+1) è

2f ∗ ≥
i∑

j=1

kj(Mj) + ki+1(yi+1).

5.2.3. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ æàäíûì äåêîäåðîì

Ïîñòðîèì ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì GAgrd íà îñíîâå íåäâîè÷íîé êî-

äèðîâêè ðåøåíèé, ãäå ïðîáíîå ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî çàäàííîìó ãåíî-

òèïó ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñåðèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïî-

ñòàâêàìè ñ îäíèì ïîòðåáèòåëåì. Â àëãîðèòìå äåêîäèðîâàíèÿ ïîòðåáèòåëè

ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîî÷åðåäíî è êàæäîìó èç íèõ íàçíà÷àþòñÿ ïîñòàâêè èç

îñòàâøåãîñÿ ó ïîñòàâùèêîâ îáúåìà ïðîäóêöèè. Ïðè ýòîì ãåíîòèï ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ïåðåñòàíîâêó ξ = (j1, ..., jn) ýëåìåíòîâ 1, . . . , n.

Ïðè äåêîäèðîâàíèè ôðàãìåíòà ðåøåíèÿ, îòíîñÿùåãîñÿ ê ïîòðåáèòå-

ëþ ñ íîìåðîì j = jk ∈ {1, ..., n}, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåëàê-

ñèðîâàííûé âàðèàíò çàäà÷è. Âîñïîëüçóåìñÿ êîìïàêòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè

äëÿ âõîäíûõ äàííûõ A = Aj, ci = cij, ai = aij,mi = mij è ïåðåìåííûõ

x′i = xij, z
′
i = zij. Ïóñòü M ′

i ∈ Z, i = 1, . . . ,m, îáîçíà÷àåò îáúåì ïðîäóêöèè,

èìåþùèéñÿ ó ïîñòàâùèêà i çà âû÷åòîì îáúåìà åãî ïîñòàâîê, êîòîðûå óæå

áûëè íàçíà÷åíû ïðè äåêîäèðîâàíèè ôðàãìåíòîâ ðåøåíèÿ, îòíîñÿùèõñÿ ê

ïîòðåáèòåëÿì j1, . . . , jk−1. Ðåëàêñèðîâàííàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè
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ñ îäíèì ïîòðåáèòåëåì ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

min
m∑
i=1

(aiz
′
i + cix

′
i) +Rα, (5.29)

m∑
i=1

x′i ≥ A− α, (5.30)

mizi ≤ x′i ≤M ′
iz

′
i, i = 1, ...,m, (5.31)

α ∈ R+, z
′
i ∈ {0, 1}, x′i ∈ R+, i = 1, ...,m. (5.32)

Ïàðàìåòð R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øòðàôíîé êîýôôèöèåíò, à ïåðåìåí-

íàÿ íåâÿçêè α äîïóñêàåò íåêîòîðîå íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà-

÷è. Çàìåòèì, ÷òî â ðàçðåøèìîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðè öåëî-

÷èñëåííûõ âõîäíûõ äàííûõ ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííîå äîïóñòèìîå ðåøå-

íèå (ñì. óòâåðæäåíèå 5.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð R ìîæåò áûòü âûáðàí

äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàê ÷òî çíà÷åíèå êðèòåðèÿ (5.29) äëÿ ëþáîãî äîïó-

ñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.29)�(5.32) ñ α = 0 áûëî ìåíüøå çíà÷åíèÿ ýòîãî

êðèòåðèÿ â ëþáîì ðåøåíèè ñ íåíóëåâîé íåâÿçêîé.

Ïðîáíîå ðåøåíèå (Z,X) = Ψ(ξ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ãåíîòè-

ïó ξ = (j1, ..., jn) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà:

Àëãîðèòì 5.5. Äåêîäèðîâàíèå ïåðåñòàíîâêè

1. Ïîëîæèòü M ′
i :=Mi, i = 1, ...,m.

2. Äëÿ k := 1 äî n âûïîëíÿòü:

2.1. Ðåøèòü çàäà÷ó (5.29) � (5.32) äëÿ îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ jk.

Ïóñòü ïîëó÷åíî ðåøåíèå ((x′1, . . . , x
′
m), (z

′
1, . . . , z

′
m)).

Îïðåäåëèòü ôðàãìåíò ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.11) � (5.15):

xijk = x′i, zijk = z′i, i = 1, . . . ,m.

2.2. Ïåðåñ÷èòàòü îñòàòî÷íûå îáúåìû ïðîäóêöèè: M ′
i :=M ′

i − x′i.

3. Ïðèìåíèòü ê (Z,X) ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ îäíèì ïîòðåáèòåëåì íà øàãå 2.1 ñíà÷àëà

ïðèìåíÿåòñÿ æàäíûé àëãîðèòì 5.4. Åñëè ïî åãî çàâåðøåíèè îêàæåòñÿ

÷òî â ïîëó÷åííîì ðåøåíèè (x′1, ..., x
′
m) îáùèé îáúåì ïîñòàâîê âûáðàííîìó

ïîòðåáèòåëþ ïðåâûøàåò òðåáóåìûé, ò. å.
∑m

i=1 x
′
i > A, òî ïðèìåíÿåòñÿ ïðî-

öåäóðà óäàëåíèÿ èçëèøíåãî îáúåìà ïîñòàâîê. Â ýòîé ïðîöåäóðå ñíà÷àëà ïî

âîçìîæíîñòè èñêëþ÷àþòñÿ ïîñòàâêè ìàëîãî îáúåìà, çàòåì ìàêñèìàëüíî

ñîêðàùàåòñÿ îáúåì îòêðûòûõ ïîñòàâîê:

Àëãîðèòì 5.6. Ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ èçëèøíåãî îáúåìà ïîñòàâîê

1. Ïîëîæèòü A′ := A−
∑m

i=1 x
′
i.

2. Ïîêà A′ < 0 è mi ≤ x′i ≤ −A′ äëÿ íåêîòîðîãî i, âûïîëíÿòü:

2.1 Âûáðàòü i, òàêîå ÷òî mi ≤ x′i ≤ −A′, ìàêñèìèçèðóÿ ai + cix
′
i.

2.2 Ïîëîæèòü A′ := A′ + x′i è x
′
i := 0.

3. Ïîêà A′ < 0 è x′i > mi äëÿ íåêîòîðîãî i, âûïîëíÿòü:

3.1 Âûáðàòü i, òàêîå ÷òî x′i > mi, ìàêñèìèçèðóÿ ci.

3.2 Ïîëîæèòü d := min{x′i −mi,−A′}, x′i := x′i − d, è A′ := A′ + d.

Ïî çàâåðøåíèè æàäíîãî àëãîðèòìà ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åí-

íîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì ñ òî÷êè çðåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, ò. å.∑m
i=1 x

′
i < A. Ñ ó÷åòîì âûáîðà ïàðàìåòðà R ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåêóùàÿ

âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íå èìååò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé áåç øòðàôà.

Âìåñòî æàäíîãî àëãîðèòìà â ïðîöåäóðå äåêîäèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü

ïðèìåíåí ëþáîé äðóãîé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è ñ îäíèì ïî-

òðåáèòåëåì. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû (ñì., íàïðè-

ìåð, [44,143,144]) èìååò ñìûñë ñíèæàòü ïàðàìåòð ϵ â ïðîöåññå ðàáîòû ÃÀ.

Çàìåòèì, ÷òî íå êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.11)�(5.15) ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åíî â ðåçóëüòàòå äåêîäèðîâàíèÿ ïîäõîäÿùåé ïåðåñòàíîâêè ξ. Áîëåå òî-

ãî, ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ðàçðåøèìîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, äëÿ êî-

òîðîé äàæå ïðè âû÷èñëåíèè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ êàæäîé ïîäçàäà-
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÷è âèäà (5.29)�(5.32), ðåçóëüòàò ðàáîòû äåêîäåðà íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì

ðåøåíèåì íè ïðè êàêîì ãåíîòèïå ξ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì çàäà÷ó

óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ðàçìåðíîñòè 2× 2, ãäå

A1 = A2 = 3, M1 = 4, M2 = 2 è (cij) =

 1 1

2 2

 , (mij) =

 2 2

1 1

 .

Åäèíñòâåííîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è èìååò êîìïîíåíòû xij =

mij, i = 1, 2, j = 1, 2. Ïîýòîìó åñëè äëÿ ïåðâîãî ïîòðåáèòåëÿ ïîäçàäà-

÷ó (5.29)�(5.32) ðåøèòü îïòèìàëüíî, ïîëîæèâ x11 = 3, x21 = 0, òî òðåáó-

åìûé îáúåì äëÿ âòîðîãî ïîòðåáèòåëÿ íå ìîæåò áûòü äîñòàâëåí. Àíàëî-

ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû è â ñëó÷àå, åñëè ñíà÷àëà îïòèìàëüíûì

îáðàçîì ðåøàåòñÿ ïîäçàäà÷à âòîðîãî ïîòðåáèòåëÿ.

Íà øàãå 3 â àëãîðèòìå äåêîäèðîâàíèÿ 5.5 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ïðîöåäóðà ðàíäîìèçèðîâàííîãî ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Íà êàæäîé èòåðàöèè

äàííîé ïðîöåäóðû ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ ÷åòûðå ýëåìåíòà ìàò-

ðèöû (xij) òàê, ÷òîáû ïî êðàéíåé ìåðå äâà èç íèõ áûëè íåíóëåâûìè. Äà-

ëåå äëÿ ÷åòûðåõ âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ îáúåìû ïîñòàâîê âûáèðàþòñÿ îï-

òèìàëüíûì îáðàçîì (çàäà÷à 2 × 2 ëåãêî ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè). Åñëè â

ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ ñîêðàòèòü çíà÷åíèå øòðàôà èëè óëó÷øèòü çíà÷åíèå öå-

ëåâîé ôóíêöèè, òî âûáðàííûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû (xij) ïðèñâàèâàþòñÿ ïî-

ëó÷åííûå çíà÷åíèÿ. Ïðîöåäóðà ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñîñòîèò â âûïîëíåíèè

çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé îïèñàííîãî âèäà. Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòàõ, ïðåäñòàâëåííûõ â ï. 5.2.5 ÷èñëî èòåðàöèé äàííîé ïðîöåäóðû ïîëà-

ãàëîñü ðàâíûì 100. Ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Φ(ξ) =

(
n∑

j=1

m∑
i=1

(aizij + cixij) +R
n∑

j=1

min

{
0, Aj −

m∑
i=1

xij

})−1

,

ãäå ïàðà (X,Z) ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå äåêîäèðîâàíèÿ ãåíîòèïà ξ.

Îñîáåííîñòè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà GAgrd. Ãåíåòè÷åñêèé àëãî-

ðèòì GAgrd ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè óïðàâ-
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ëåíèÿ ïîïóëÿöèåé è òóðíèðíîé ñåëåêöèè ñ ðàçìåðîì òóðíèðà s. Íà÷àëüíàÿ

ïîïóëÿöèÿ ñîñòîèò èç N ãåíîòèïîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðàâíîâåðîÿòíî

âûáðàííûå ïåðåñòàíîâêè.

Âûáîð îñîáåé äëÿ óäàëåíèÿ (øàã 6 àëãîðèòìà 1.2) îñóùåñòâëÿåòñÿ

ñ ïîìîùüþ òóðíèðíîé ñåëåêöèè ñ ðàçìåðîì òóðíèðà s. Ïðè ýòîì âìåñòî

çíà÷åíèé ïðèñïîñîáëåííîñòè îñîáåé èñïîëüçóþòñÿ îáðàòíûå ê íèì âåëè÷è-

íû (÷åì ìåíüøå ïðèñïîñîáëåííîñòü îñîáè, òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî îñîáü áóäåò óäàëåíà èç ïîïóëÿöèè). Êðèòåðèåì îñòàíîâêè äàííîãî ÃÀ

ÿâëÿåòñÿ äîñòèæåíèå ïðåäåëà íà îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèé. Àëãîðèòì íåçà-

âèñèìî âûïîëíÿåòñÿK ðàç, è íà êàæäîå åãî âûïîëíåíèå âûäåëÿåòñÿ âðåìÿ,

ðàâíîå T/K, ãäå T � îáùåå âðåìÿ, îòâåäåííîå äëÿ âû÷èñëåíèé.

Îïåðàòîðû ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ìóòàöèè èñ-

ïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð îáìåíà, ãäå â çàäàííîì ãåíîòèïå ξ = (ξ1, ..., ξn) âûáè-

ðàåòñÿ ïàðà ãåíîâ ñî ñëó÷àéíûìè íîìåðàìè k è k′ è èõ çíà÷åíèÿ ξk è ξk′

ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Îïåðàòîð îáìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíî-

ñòüþ px, èíà÷å ãåíîòèï ξ ïðîõîäèò ïðîöåäóðó ìóòàöèè áåç èçìåíåíèé.

Â GAgrd èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà ñ ÷àñòè÷íûì îòîáðà-

æåíèåì [200], îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç PMX (îò àíãëèéñêîãî partially mapped

crossover). Äàííûé îïåðàòîð ïðèìåíÿåòñÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ pcross.

Êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû, êðîññèíãîâåð PMX ïîêàçûâàåò õîðîøèå

ðåçóëüòàòû â ðÿäå çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé, â òî âðåìÿ êàê äëÿ çàäà-

÷è êîììèâîÿæåðà ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè îïåðàòîðû, îñíîâàííûå íà

íàñëåäîâàíèè ñâîéñòâà ñìåæíîñòè âåðøèí [269].

5.2.4. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ ÖËÏ-êðîññèíãîâåðîì

Êàê îòìå÷àëîñü ïðè îáñóæäåíèè ïîñòàíîâêè çàäà÷è (5.11)�(5.15),

äëÿ êîäèðîâêè ðåøåíèé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè äîñòàòî÷íî óêà-

çàòü ëèøü òîëüêî äâîè÷íóþ ìàòðèöó Z. Â ïðåäëàãàåìîì ÃÀ ñ ÖËÏ-
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êðîññèíãîâåðîì ãåíîòèï ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó Z.

Îáúåìû ïîñòàâîê xij ïðè çàäàííîé ìàòðèöå Z ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ

ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ íèæíèìè è âåðõíèìè îãðàíè-

÷åíèÿìè íà îáúåìû ïåðåâîçîê. Îäíàêî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ìîæåò íå èìåòü

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü òàêóþ âîçìîæíîñòü, ðàññìîò-

ðèì ñëåäóþùèé ðåëàêñèðîâàííûé âàðèàíò èñõîäíîé çàäà÷è, ãäå ÷àñòü îãðà-

íè÷åíèé ïðåäñòàâëåíà â âèäå øòðàôíûõ ñëàãàåìûõ â öåëåâîé ôóíêöèè:

min C0 +
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij +R

(
n∑

j=1

αj +
m∑
i=1

βi

)
, (5.33)

m∑
i=1

xij ≥ Aj − αj, j = 1, ..., n, (5.34)

n∑
j=1

xij ≤Mi + βi, i = 1, ...,m, (5.35)

mijzij ≤ xij ≤Mizij, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n. (5.36)

αj ≥ 0, j = 1, ..., n, βi ≥ 0, i = 1, ...,m. (5.37)

Çäåñü C0 =
∑m

i=1

∑n
j=1 zijaij � âåëè÷èíà ôèêñèðîâàííûõ çàòðàò, ñâÿ-

çàííûõ ñ ãåíîòèïîì Z. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè øòðàôíîãî êî-

ýôôèöèåíòà R ñëàãàåìîå
∑n

j=1 αj +
∑m

i=1 βi â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè çà-

äà÷è (5.33)�(5.37) îáðàùàåòñÿ â 0 âñÿêèé ðàç, êîãäà ãåíîòèïó Z ñîîòâåò-

ñòâóåò íåêîòîðûé íàáîð ïåðåìåííûõ (xij), ÿâëÿþùèéñÿ äîïóñòèìûì â çà-

äà÷å (5.11)�(5.15). Ïóñòü ôóíêöèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè èìååò âèä Φ(Z) =

1/f̃(Z), ãäå f̃(Z) � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (5.33) â îïòèìàëüíîì ðåøå-

íèè çàäà÷è (5.33)�(5.37) ïðè çàäàííîì ãåíîòèïå Z.

Îïåðàòîð ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà

Ïðè ðàçðàáîòêå îïåðàòîðà ðåêîìáèíàöèè ïðåñëåäîâàëèñü äâå öåëè.

Ïåðâàÿ öåëü ñîñòîÿëà â ïîñòðîåíèè îïåðàòîðà êðîññèíãîâåðà, â êîòîðîì
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çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ðåøàåòñÿ ñ äîñòàòî÷íî íèçêîé òðóäî-

åìêîñòüþ. Âòîðîé öåëüþ ÿâëÿëîñü âíåñåíèå ñëó÷àéíûõ èçìåíåíèé â ðî-

äèòåëüñêèå ãåíîòèïû, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â èçâåñòíûõ îïå-

ðàòîðàõ ìóòàöèè. Èñõîäÿ èç ýòèõ öåëåé ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíóþ

çàäà÷ó ×ÖËÏ íà îñíîâå ÇÎÐ èëè îñëàáëåííîé ÇÎÐ (ñì. îïðåäåëåíèå 3.1 è

óñëîâèå (3.2)) äëÿ çàäà÷è (5.11)�(5.15).

Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà íà îñíîâå ÇÎÐ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó (5.11)�(5.15) ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ¾ôèêñà-

öèè¿ ïåðåìåííûõ zij = p1jq ïðè âñåõ i, j, òàêèõ ÷òî p
1
ij = p2ij, êðîìå íåêîòî-

ðîãî ñëó÷àéíîãî ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ Smut:

zij = p1ij äëÿ âñåõ i, j : p1ij = p2ij è (i, j) ̸∈ Smut. (5.38)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè çà îñíîâó áåðåòñÿ îñëàáëåííàÿ ÇÎÐ, òî ¾ôèê-

ñèðóþòñÿ¿ ïåðåìåííûå zij, èìåþùèå íóëåâîå çíà÷åíèå â îáîèõ ðîäèòåëü-

ñêèõ ãåíîòèïàõ p1,p2, êðîìå ñëó÷àéíîãî ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ Smut:

zij = 0 äëÿ âñåõ i, j : p1ij = p2ij = 0 è (i, j) ̸∈ Smut. (5.39)

Ïîäìíîæåñòâî Smut ôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âñÿêàÿ ïàðà

èíäåêñîâ (i, j) : p1ij = p2ij íåçàâèñèìî îò äðóãèõ òàêèõ ïàð âêëþ÷àåòñÿ âî

ìíîæåñòâî Smut ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ Pm.

Åñëè íàéäåíî îïòèìàëüíîå èëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëü-

íîé çàäà÷è, òî ýòî ðåøåíèå Zmipr ñòàíîâèòñÿ ðåçóëüòàòîì êðîññèíãîâåðà.

Êàê ïîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 5.2, ïîñòðîåíèå ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà ïî-

ëèíîìèàëüíîé òðóäîåìêîñòè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Óòâåðæäåíèå 5.2. ÇÎÐ è îñëàáëåííàÿ ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïî-

ñòàâêàìè ïðîäóêöèè ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè äàæå â ñëó÷àå îäíîãî ïî-

òðåáèòåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñâîäèìîñòü çàäà÷è îá îäíîìåðíîì áó-

ëåâîì ðþêçàêå ê çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè. Ïóñòü âõîä
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çàäà÷è îá îäíîìåðíîì áóëåâîì ðþêçàêå ñîñòàâëÿþò íåîòðèöàòåëüíûå öå-

ëûå ÷èñëà a′i, c
′
i, i = 1, . . . , n′ è A′. Òðåáóåòñÿ íàéòè íàáîð ïðåäìåòîâ K ⊆

{1, . . . , n′}, ìàêñèìèçèðóþùèé ñóììó
∑

i∈K ′ c′i, ïðè óñëîâèè
∑

i∈K a
′
i ≤ A′.

Ïîëîæèì n = 1, m = n′, mi = Mi = a′i, i = 1, . . . , n′, è ñîõðàíÿþòñÿ

òå æå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ci, i = 1, . . . , n′, ÷òî è â çàäà÷å î ðþêçàêå.

Äàííàÿ ñâîäèìîñòü ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ðàññìàò-

ðèâàåìûé êëàññ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ îá îäíîìåðíîì áóëåâîì

ðþêçàêå è ñïîñîáû êîäèðîâêè ðåøåíèé îäèíàêîâû. Â òàêîì ñëó÷àå ÇÎÐ

(îñëàáëåííàÿ ÇÎÐ) äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè íå ìî-

æåò áûòü ïðîùå, ÷åì ÇÎÐ (îñëàáëåííàÿ ÇÎÐ) äëÿ çàäà÷è î ðþêçàêå. Ñïðà-

âåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç NP-òðóäíîñòè ÇÎÐ

(îñëàáëåííîé ÇÎÐ) äëÿ çàäà÷è î ðþêçàêå (ñì. òåîðåìó 3.3).

Îòûñêàíèå ìàòðèöû Zmipr ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî, íàïðèìåð, ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ñ îòñå÷åíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, â ï. 5.2.5 ïðåä-

ëàãàåòñÿ ðåøàòü îñëàáëåííóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè (5.11)�

(5.15), (5.39) ñ ïîìîùüþ ðåøàòåëÿ çàäà÷ ×ÖËÏ èç ïàêåòà CPLEX 9.0. Âî

èçáåæàíèå ÷ðåçìåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà-

÷è óñòàíàëèâàåòñÿ ïðåäåëüíàÿ äëèòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé Trec ïðè êàæäîì

îáðàùåíèè ê ðåøàòåëþ èç ïàêåòà CPLEX.

Â ñëó÷àå åñëè çà îòâåäåííîå âðåìÿ íå óäàåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå èëè

õîòÿ áû äîïóñòèìîå ðåøåíèå ïîäçàäà÷è, òî îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà âîçâðà-

ùàåò ãåíîòèï Mut∗(y1), âû÷èñëåííûé ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ìóòàöèè êëàñ-

ñè÷åñêîãî ÃÀ (ñì. ï. 1.2.1). Òå æå äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, åñëè íàéäåííûé

ãåíîòèï ïîòîìêà Zmipr óæå ïðèñóòñòâóåò â òåêóùåé ïîïóëÿöèè.

Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñî ñòàöèîíàðíîé ñõåìîé óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿ-

öèåé (ñì. àëãîðèòì 1.2), ÖËÏ-êðîññèíãîâåðîì è ôóíêöèåé ïðèñïîñîáëåí-

íîñòè Φ(Z) = 1/f̃(Z) äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç GAmipr. Ïðè ýòîì íà øàãå 5

àëãîðèòìà 1.2 îïåðàòîð Mut äåéñòâóåò êàê òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ïî
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óìîë÷àíèþ â äàííîì àëãîðèòìå ïðåäïîëàãàåòñÿ ÖËÏ-êðîññèíãîâåð, îñíî-

âàííûé íà îñëàáëåííîé ôîðìóëèðîâêå ÇÎÐ (áàçîâûé âàðèàíò GAmipr).

Ïðè óïîìèíàíèè GAmipr ñ ÖËÏ-êðîññèíãîâåðîì, îñíîâàííûì íà ÇÎÐ ñî-

ãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.1, ýòî îòëè÷èå áóäåò ñïåöèàëüíî óêàçûâàòüñÿ êàê ìî-

äèôèöèðîâàííûé âàðèàíò GAmipr. Ãåíîòèïû íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè â ýòîì

ÃÀ ãåíåðèðóþòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â GAgrd (ñì. ï. 5.2.3). Ðàññìàòðè-

âàëñÿ òàêæå è äðóãîé ñïîñîá âûáîðà íà÷àëüíûõ ãåíîòèïîâ, ãäå êàæäûé áèò

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ. Îäíàêî âñå îïðîáîâàííûå

ñïîñîáû âûáîðà òàêîé âåðîÿòíîñòè îêàçàëèñü ïðàêòè÷åñêè íåïðèåìëåìûìè

èç-çà âûñîêîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ íåäîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðè ïîñòðîåíèè ïîòîìêà ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð

ìóòàöèè Mut∗, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè ïîòîìêà Φ(Z) íåîáõî-

äèìî ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (5.33) � (5.37). Ýòó æå

çàäà÷ó òðåáóåòñÿ ðåøàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè, êîãäà ïðè

ïîñòðîåíèè íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè âîçíèêàþò íåäîïóñòèìûå ãåíîòèïû. Â

ýêñïåðèìåíòàõ â ï. 5.2.5 äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ïàêåò CPLEX 9.0.

Â ïðîöåññå ðàáîòû GAmipr ïðîèñõîäèò àäàïòèâíàÿ íàñòðîéêà âåðî-

ÿòíîñòè ìóòàöèè Pm. Íà ïåðâîé èòåðàöèè ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà àïðèîðíî

çàäàííîé âåëè÷èíå P 0
m. Âñÿêèé ðàç, êîãäà óäàåòñÿ íàéòè îïòèìóì â ïîäçàäà-

÷å (5.11) � (5.15), (5.39), ïàðàìåòð Pm óìíîæàåòñÿ íà 1.1. Åñëè æå îïòèìóì

â ýòîé ïîäçàäà÷å çà âðåìÿ Trec íå áûë íàéäåí è åñëè ïðè ýòîì Pm > P 0
m, òî

ïàðàìåòð Pm ñíèæàåòñÿ âäâîå. Îïèñàííûé ñïîñîá íàñòðîéêè âåðîÿòíîñòè

ìóòàöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïîäçàäà÷è òàêîé ðàçìåðíîñòè, ïðè êîòîðîé

àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö íàõîäèò èõ îïòèìóì çà âðåìÿ, áëèçêîå ê Trec.

Àëãîðèòì GAmipr âûïîëíÿåòñÿ íåñêîëüêî ðàç ñ íåçàâèñèìîé èíèöèà-

ëèçàöèåé íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè è ïàðàìåòðà Pm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ âðåìÿ

ðàáîòû ÖÏÓ, ïðîøåäøåå ñ íà÷àëà ïîñëåäíåé èíèöèàëèçàöèè ÃÀ äî ìîìåíòà

ïîñëåäíåãî óëó÷øåíèÿ ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè â ïîïóëÿ-
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Òàáëèöà 5.7. Ðàçìåðíîñòè çàäà÷ èç ñåðèè MIS

çàäà÷à n m max aij
hamming6.4 64 1313 4097

c125.9 125 788 15626
johnson16.2.4 120 1681 14401
mann_a27 378 703 142885

gen200_p0.9_44 200 1991 40001
gen200_p0.9_55 200 1991 40001

öèè. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå îñòàíîâêè âûïîëíÿåòñÿ, åñëè çà ïîñëåä-

íèå θ åäèíèö âðåìåíè ðàáîòû ÖÏÓ íå áûëî íè îäíîãî óëó÷øåíèÿ ðåêîðäà

ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè è, êðîìå òîãî, t > N .

5.2.5. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû

Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ è òåñòîâûå ïðèìåðû. Àëãîðèòì GAgrd çà-

ïðîãðàììèðîâàí â ñðåäå Visual C++ 6.0, à àëãîðèòì GAmipr ðåàëèçîâàí ñ

èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà OPL Script â ñðåäå ILOG OPL Studio 3.7. Êðîìå òî-

ãî, ïàêåò ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ CPLEX 9.0 òåñòèðîâàëñÿ äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è êàê îòäåëüíûé

ìîäóëü. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñî ñëåäóþùèìè ñåðèÿìè ïðèìåðîâ.

• Ñåðèÿ RAN ñîñòîèò èç 8 ïðèìåðîâ, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ñâå-

äåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûìè äîïëàòàìè ñ èçâåñò-

íûìè ðàçìåðíîñòÿìè m,n è mij = 0 ïðè âñåõ i, j. Èñõîäíûå äàí-

íûå òðàíñïîðòíûõ çàäà÷ ñ ôèêñèðîâàííûìè äîïëàòàìè áûëè ïîñòðî-

åíû â [203] ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîãî ãåíåðàòîðà çàäà÷

NETGEN [123] è äîñòóïíû ïî àäðåñó http://plato.la.asu.edu/ftp/fctp/.

• Ñåðèÿ H ñîñòîèò èç 14 ïðèìåðîâ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, ïîñòðîåí-

íûõ èç òðàíñïîðòíûõ çàäà÷ ñ ôèêñèðîâàííûìè äîïëàòàìè h_0, h_1,

..., h_c è h_e (ïðèìåð h_d ïðîïóùåí, òàê êàê îí îêàçàëñÿ èäåíòè÷åí

ïðèìåðó h_c). Èñõîäíûå çàäà÷è ïîñòðîåíû â [285] òåì æå ãåíåðàòî-
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ðîì NETGEN ïðè m = 100, n = 50, mij = 0, à çíà÷åíèÿ ôèêñèðîâàí-

íûõ äîïëàò aij âûáðàíû èç èíòåðâàëà îò 6400 äî 25600.

• Ñåðèÿ S ñîñòîèò èç 8 çàäà÷, ïîñòðîåííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðè

m = n = 50. Âñå mij = 10; çíà÷åíèÿ Mi ∈ [400, 600], Aj ∈ [350, 550],

aij ∈ [500, 4500] è cij ∈ [20, 1020] âûáðàíû ãåíåðàòîðîì ïñåâäîñëó-

÷àéíûõ ÷èñåë ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, ñóì-

ìàðíûé îáúåì òîâàðà, äîñòóïíîãî äëÿ ïîñòàâêè, â ñðåäíåì íà 10%

ïðåâûøàåò îáùèé òðåáóåìûé ïîòðåáèòåëÿìè îáúåì.

• Ñåðèÿ P ñîñòîèò èç 14 çàäà÷, ïîñòðîåííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðè

n = m = 50. Çíà÷åíèÿ Mi ∈ [12, 20], Aj ∈ [10, 20], aij ∈ [5, 10],

cij ∈ [10, 20], mij ∈ [5, 10] âûáðàíû ãåíåðàòîðîì ïñåâäîñëó÷àéíûõ

÷èñåë ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ñóììàðíûé îáúåì òîâàðà, äî-

ñòóïíîãî äëÿ ïîñòàâêè, â ñðåäíåì íåñêîëüêî ïðåâûøàåò îáùèé òðåáó-

åìûé ïîòðåáèòåëÿìè îáúåì. Äëèíà èíòåðâàëîâ [mij,Mi] äîñòàòî÷íî

ìàëà, ÷òî çàòðóäíÿåò ïîèñê äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ â ýòèõ çàäà÷àõ.

• Ñåðèÿ MIS ñîñòîèò èç 6 çàäà÷, ïîëó÷åííûõ èç òåñòîâûõ

ïðèìåðîâ äëÿ çàäà÷è î íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå èç êîëëåêöèè

DIMACS [224] ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîäèìîñòè, ïðåäëîæåííîé â òåî-

ðåìå 5.1. Èñõîäíûå äàííûå çàäà÷ DIMACS äîñòóïíû ïî àäðå-

ñó ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/challenge/graph/. Çàäà÷è èìåþò ðàç-

ìåðíîñòè m = |E| + 1, n = |V |, ãäå V è E � ìíîæåñòâî âåðøèí è

ìíîæåñòâî ðåáåð â èñõîäíîì ãðàôå. Çíà÷åíèÿ m, n, à òàêæå äèàïàçî-

íû èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ aij ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 5.7.

Èñõîäíûå äàííûå îïèñàííûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ äîñòóïíû â áèáëèî-

òåêå òåñòîâûõ çàäà÷ ¾Äèñêðåòíûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ¿ ïî àäðåñó

http://math.nsc.ru/AP/benchmarks/.
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Íàñòðîéêà àëãîðèòìîâ è îðãàíèçàöèÿ ýêñïåðèìåíòà. Ñ öåëüþ

ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ â ðàâíûõ óñëîâèÿõ äëÿ êàæäîé çàäà÷è âñåì àëãîðèò-

ìàì áûëî îòâåäåíî ðàâíîå ïðîöåññîðíîå âðåìÿ T . Çäåñü è äàëåå óêàçûâàåò-

ñÿ âðåìÿ ÖÏÓ äëÿ ÝÂÌ Pentium-IV ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 3 ÃÃö 2.5 Ãá ÎÇÓ.

Äëÿ çàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè èç ñåðèé RAN è S ïîëàãàåì T = 2 · 103 ñ.,

à äëÿ ïðî÷èõ çàäà÷ âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâëÿåò 104 ñ.

Îïèñàííûå âûøå îãðàíè÷åíèÿ âðåìåíè ÖÏÓ îòíîñÿòñÿ è ê ïàêåòó

CPLEX ïðè èñïîëüçîâàíèè åãî â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî ìîäóëÿ. Ïðè ýòîì â

ñòàíäàðòíûå íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ïàêåòà áûëè âíåñåíû ñëåäóþùèå èçìå-

íåíèÿ: RINSHeur = 100, diveType = 3, MIPEmphasis = 1. Ïàðàìåòðîì

RINSHeur = 100 âêëþ÷àåòñÿ ïðîöåäóðà ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ îêðåñòíîñòüþ,

èíäóöèðîâàííîé ðåøåíèåì ËÏ-ðåëàêñàöèè [153], à ïàðàìåòð diveType=3

íàïðàâëÿåò ïðîöåññ âåòâëåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ïåðâóþ î÷åðåäü èñ-

ñëåäîâàòü îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè òåêóùåãî ðåêîðä-

íîãî ðåøåíèÿ. Ïàðàìåòð MIPEmphasis = 1 óñòàíàâëèâàåò áîëüøèé ïðèî-

ðèòåò íà óëó÷øåíèå ðåêîðäíûõ ðåøåíèé è ìåíüøèé ïðèîðèòåò íà äîêàçà-

òåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå òàêîé íàáîð çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðîâ áóäåì íàçûâàòü ýâðèñòè÷åñêèìè íàñòðîéêàìè CPLEX.

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ àëãîðèòìîì GAmipr âûáðàí ðàçìåð òóðíèðà s =

10, øòðàôíîé ìíîæèòåëü R = 1010 è íà÷àëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ìóòà-

öèè P 0
m = 10−3. Âðåìÿ, îòâåäåííîå íà êàæäîå îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó

ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà, ñîñòàâëÿåò Trec = T/2000, ò. å., êàê ïðàâèëî, â ïðî-

öåññå ðàáîòû ÃÀ áóäåò âûïîëíåíî íåñêîëüêî òûñÿ÷ èòåðàöèé. Ïàðàìåòðû

ðåøàòåëÿ CPLEX â äàííîì àëãîðèòìå îòëè÷àþòñÿ îò ýâðèñòè÷åñêèõ íà-

ñòðîåê òîëüêî îäíèì ïàðàìåòðîì: MIPEmphasis = 0 (óëó÷øåíèå ðåêîðä-

íûõ ðåøåíèé è äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè èìåþò ðàâíûé ïðèîðèòåò).

Äëÿ âñåõ çàäà÷ âûáðàíî N = 500, êðîìå òåõ ïðèìåðîâ èç ñåðèè MIS, ãäå

ïðåäåë íà îáúåì èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè â OPL Studio íå ïîçâîëÿë ñîçäàòü

ïîïóëÿöèþ òðåáóåìîãî ðàçìåðà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âûáðàíî N = 100 â çà-
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Òàáëèöà 5.8. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèè RAN

fbest fhcplex fGAmipr fGAgrd

ran13x13 3252∗ 3252 3271 3284
ran12x21 3664∗ 3675 3664 3671
ran14x18 3712∗ 3746 3712 3714
ran4x64 9711∗ 9711 9711 9726
ran8x32 5247∗ 5247 5247 5247
ran16x16 3823∗ 3827 3823 3823
ran10x26 4270∗ 4270 4270 4270
ran17x17 1373∗ 1373 1373 1373

äà÷àõ mann_a27, gen200_p0.9_44 è gen200_p0.9_55; N = 200 â çàäà÷å

johnson16.2.4; N = 400 â çàäà÷àõ c125.9 è hamming6.4.

Íà êàæäîé çàäà÷å ïðîâîäèòñÿ 10 íåçàâèñèìûõ âûïîëíåíèé àëãîðèòìà

GAgrd ñ ïàðàìåòðàìè s = 20, R = 107, px = 0.9, N = 103, pcross = 0.8.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ. Ëó÷øèå ðåøåíèÿ, íàéäåííûå îïèñàííû-

ìè âûøå àëãîðèòìàìè, ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöàõ 5.8 � 5.12. Çäåñü fhcplex ñî-

îòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì CPLEX ñ ýâðèñòè÷åñêèìè íàñòðîé-

êàìè â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî ìîäóëÿ. Ëó÷øèå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè,

ïîëó÷åííûå â íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ, îáîçíà÷åíû æèðíûì øðèôòîì. Ëó÷-

øåå èçâåñòíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè óêàçàíî â ñòîëáöå fbest (â ñëó÷àå,

åñëè èçâåñòíî î åãî îïòèìàëüíîñòè, çíà÷åíèå îòìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì ¾∗¿).

Åñëè àëãîðèòì çàêîí÷èë ðàáîòó, íå ïîëó÷èâ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è,

óêàçûâàåòñÿ ñèìâîë ¾-¿. Òàáëèöû 5.9 è 5.10 òàêæå ñîäåðæàò ñòîëáåö LB,

ãäå óêàçàíû íèæíèå îöåíêè, ïîëó÷åííûå ïàêåòîì CPLEX ñî ñòàíäàðòíûì

íàáîðîì íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ïðè òîì æå âðåìåíè âû÷èñëåíèé, ÷òî

è ó äðóãèõ àëãîðèòìîâ. Â ñåðèÿõ RAN, H è MIS çíà÷åíèÿ fbest ïîëó÷åíû èç

èçâåñòíûõ ðåøåíèé äëÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ ôèêñè-

ðîâàííûìè çàòðàòàìè è çàäà÷è î íàèáîëüøåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå.

Ëó÷øèå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ äëÿ ñåðèè H ïîëó÷åíû ãåíåòè÷åñêèì àë-

ãîðèòìîì GA NLO-1 â [170], êîòîðûé áûë ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàí äëÿ ðå-
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Òàáëèöà 5.9. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèè S

LB fbest fhcplex fGAmipr fGAgrd

s_1 604685 613951 613951 613951 614289
s_2 622470 631219 631219 631219 631540
s_3 617403 627294 627294 627294 627392
s_4 622761 634609 636855 634609 634872
s_5 595627 605145 605145 605380 605432
s_6 655595 669346 669371 669787 670730
s_7 589851 602737 602737 602737 603788
s_8 633324 645843 645843 645843 647242

Òàáëèöà 5.10. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèè H

LB fbest fhcplex fGAmipr fGAgrd

h_0 1002063 1208672 1260048 1217305 1284070
h_1 990406 1204194 1241812 1231028 1303920
h_2 991110 1192687 1269582 1198609 1305210
h_3 954486 1188904 1236705 1215025 1305520
h_4 992374 1209357 1283998 1238455 1332310
h_5 997677 1202258 1264337 1214291 1311000
h_6 990739 1201097 1258163 1235884 1305000
h_7 967693 1172931 1259481 1204284 1281000
h_8 984973 1198108 1272177 1236018 1306000
h_9 972743 1192529 1267414 1227936 1308000
h_a 994451 1233688 1294036 1259553 1304000
h_b 1003666 1208211 1289744 1237080 1319000
h_c 990923 1209685 1260134 1233882 1338000
h_e 987160 1185378 1257240 1195558 1326000

øåíèÿ òðàíñïîðòíûõ çàäà÷ ñ ôèêñèðîâàííûìè çàòðàòàìè. Íà êàæäîì ïðè-

ìåðå ñåðèè H ýòîò àëãîðèòì íåçàâèñèìî âûïîëíÿëñÿ 15 ðàç, è êðèòåðèåì

îñòàíîâêè áûëî ïîñòðîåíèå 107 ðàçëè÷íûõ ïðîáíûõ ðåøåíèé.

Ëó÷øèå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ äëÿ ñåðèè P ïîëó÷åíû îïèñàííûìè âûøå

àëãîðèòìàìè. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå äëÿ çàäà÷è p8 óäàëîñü ïîëó÷èòü ëèøü ñ

ïîìîùüþ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà, ãäå ñíà÷àëà GAgrd âû÷èñëÿåò íåêîòîðîå

íåäîïóñòèìîå ðåøåíèå è çàòåì äàííîå ðåøåíèå èñïîëüçóåòñÿ êàê íà÷àëü-

íûé ðåêîðä â ìåòîäå âåòâåé è îòñå÷åíèé èç ïàêåòà CPLEX, à â êà÷åñòâå

êðèòåðèÿ ñëóæèò ôóíêöèÿ øòðàôà.



241

Òàáëèöà 5.11. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèè P

LB fbest fhcplex fGAmipr fGAgrd

p_1 8372 8527 - 8527 8597
p_2 7734 7836 7836 7840 7865
p_3 8259 8423 - 8423 8513
p_4 8086 8409 - - 8574
p_5 7942 8007 8011 8007 8027
p_6 8213 8320 8369 8320 8392
p_7 7794 7873 7874 7876 7889
p_8 8362 9543 - - -
p_9 8424 8831 - - 8928
p_10 8360 8524 - 8524 8603
p_11 8048 8196 - 8196 8263
p_12 8152 8323 - 8323 8547
p_13 8036 8276 - 8696 8276
p_14 8471 8916 - - 8916

Òàáëèöà 5.12. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèè MIS

fbest fhcplex fGAmipr fGAgrd

hamming6-4 60∗ 60 60 60
c125.9 91∗ 91 91 94

johnson16.2.4 112∗ 112 112 112
mann.a27 252∗ - 262 259

gen200_p0.9_44 156∗ 166 164 171
gen200_p0.9_55 145∗ 164 165 171

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ p_3, gen200_p0.9_44, mann_a27 è

gen200_p0.9_55 ïàêåò CPLEX, èñïîëüçóåìûé êàê îòäåëüíûé ìîäóëü,

îñòàíàâëèâàëñÿ èç-çà íåõâàòêè ïàìÿòè èëè îøèáîê îêðóãëåíèÿ.

Òàáëèöà 5.13 ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ ñðåäíåé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíî-

ñòè àëãîðèòìîâ, âû÷èñëÿåìûå ïî ôîðìóëå r = (f/fbest − 1) · 100%, ãäå f

� çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî óêàçàííûì àëãî-

ðèòìîì. Çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè óñðåäíÿëèñü ïî âñåì çàäà÷àì â ñåðèè çà

èñêëþ÷åíèåì ñåðèè MIS, ãäå çàäà÷à mann_a27 íå ó÷èòûâàåòñÿ.

Êàê âèäíî èç Òàáëèö 5.8�5.13, â öåëîì ïî 50 òåñòîâûì ïðèìåðàì ðå-

çóëüòàòû àëãîðèòìà GAmipr íå óñòóïàþò ðåçóëüòàòàì ïàêåòà CPLEX â 44
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Òàáëèöà 5.13. Ñðåäíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìîâ

Series rhcplex rGAmipr rGAgrd

RAN 0.17 % 0.07 % 0.17 %
S 0.05 % 0.02 % 0.10 %
H 4.80 % 2.00 % 9.06 %
MIS 9.76 % 9.46 % 14.87 %

ñëó÷àÿõ, à â 28 èç ýòèõ ñëó÷àåâ ðåøåíèå GAmipr îêàçàëîñü ëó÷øå. Ñðåäíÿÿ

îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìà GAmipr íèæå, ÷åì ó äâóõ äðóãèõ

àëãîðèòìîâ íà âñåõ ñåðèÿõ.

Àëãîðèòì GAgrd îêàçàëñÿ ìåíåå òî÷íûì ïî ñðàâíåíèþ ñ GAmipr è

CPLEX íà ñåðèÿõ RAN, S è H, ãäå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ íàéòè îòíîñèòåëüíî

ëåãêî. Îäíàêî íà ñåðèÿõ P è MIS äàííûé àëãîðèòì îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå

íàäåæíûì: â 19 èç 20 ñëó÷àåâ èì íàéäåíû äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ

êàê CPLEX çà îòâåäåííîå âðåìÿ îêàçàëñÿ íåñïîñîáåí íàéòè äîïóñòèìîå

ðåøåíèå â 11 ñëó÷àÿõ, à GAmipr � â 4 ñëó÷àÿõ.

Òåñòèðîâàíèå ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà íà îñíîâå ÇÎÐ. Ðàññìîòðåííûå

âûøå ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû ïîâòîðíî ñ ñåðèÿìè RAN, H, S è P ñ

ìîäèôèöèðîâàííûì âàðèàíòîì GAmipr, îòëè÷àþùèìñÿ îò áàçîâîãî â òîì,

÷òî â îïåðàòîðå ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà âìåñòî îñëàáëåííîé ÇÎÐ ðåøàåòñÿ

ÇÎÐ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.1. Êàê âûÿñíèëîñü, äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ â

öåëîì ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü ÃÀ ïðè ðåøåíèè èññëåäóåìûõ çàäà÷. Òîëü-

êî â îäíîé çàäà÷å â êàæäîé èç ñåðèé H è RAN è â äâóõ ñëó÷àÿõ ñåðèè P

ìîäèôèöèðîâàííûì àëãîðèòìîì áûëè ïîëó÷åíû ëó÷øèå ïî öåëåâîé ôóíê-

öèè ðåøåíèÿ, ÷åì ñ ïîìîùüþ áàçîâîãî âàðèàíòà GAmipr, â 19 ñëó÷àÿõ ðå-

çóëüòàòû áûëè îäèíàêîâûìè, à â 21 ñëó÷àå áàçîâûé âàðèàíò GAmipr èìåë

ïðåèìóùåñòâî (13 çàäà÷ â ñåðèè H è ïî 4 çàäà÷è â êàæäîé èç ñåðèé S è P).

Èíäèâèäóàëüíûå çàäà÷è ñåðèé H, S è P ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ãåíå-

ðàòîðîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë êàê ðåàëèçàöèè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
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âåëè÷èí, êîòîðûå â êàæäîé ñåðèè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Òàêèì îáðàçîì,

çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ðàíäîìè-

çèðîâàííîãî àëãîðèòìà ê çàäàííîé ñåðèè çàäà÷, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ

ñðàâíåíèÿ äâóõ âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ òàêîãî

ýêñïåðèìåíòà óìåñòíî èñïîëüçîâàòü íåïàðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè äëÿ ïàð-

íûõ âûáîðîê. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ñðåäíèõ

çíà÷åíèé êðèòåðèÿ, ïîëó÷åííûõ áàçîâûì âàðèàíòîì GAmipr è åãî ìîäè-

ôèêàöèåé, èñïîëüçîâàëñÿ êðèòåðèé Âèëêîêñîíà. Ïðåèìóùåñòâî áàçîâîãî

âàðèàíòà îêàçàëîñü ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûì äëÿ ñåðèé H (ñ óðîâíåì çíà-

÷èìîñòè 0.0012) è P (ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè 0.035), à äëÿ ñåðèè S óðîâåíü

çíà÷èìîñòè ðàçëè÷èé îêàçàëñÿ ðàâåí 0.067.

5.2.6. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåííûå â äàííîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, êàê èí-

òåãðàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö â îïåðàòîð ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà ïîçâî-

ëÿåò ñîçäàòü êîíêóðåíòîñïîñîáíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì äàæå â ñëó÷àå,

êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè ÿâëÿåòñÿ NP-

òðóäíîé. Â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ÃÀ ñ îïåðàòîðîì ÖËÏ-

êðîññèíãîâåðà ïîêàçàë ïðåèìóùåñòâî â ñðàâíåíèè ñ àëãîðèòìîì âåòâåé è

ãðàíèö èç ïàêåòà CPLEX, íàñòðîåííûì íà ïîèñê ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

Ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîãî îïåðàòîðà ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà

ñâÿçàíà ñî ñðàâíèòåëüíî ìàëîé ðàçìåðíîñòüþ îñëàáëåííûõ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè, âîçíèêàþùèõ ïðè èñêëþ÷åíèè èç ðàññìîòðåíèÿ

âñåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ðàâíû íóëþ â îáîèõ ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèÿõ.

Âîçíèêíîâåíèå ïîäîáíîãî ýôôåêòà ìîæíî ïðåäïîëîæèòü è âî ìíîãèõ äðó-

ãèõ çàäà÷àõ ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ãäå

âåêòîðû äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñîäåðæàò áîëüøîå ÷èñëî íóëåâûõ êîìïî-

íåíò.
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Êðîìå òîãî, â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàçðàáîòàí áîëåå ïðîñòîé âàðè-

àíò ÃÀ ñ äåêîäèðóþùåé ïðîöåäóðîé, îñíîâàííîé íà èñïîëüçîâàíèè 2-

ïðèáëèæåííîãî æàäíîãî àëãîðèòìà. Äàííûé àëãîðèòì ïîêàçàë ëó÷øèå ðå-

çóëüòàòû ïî êîëè÷åñòâó òåñòîâûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíî äîïóñòèìîå

ðåøåíèå. Äðóãîå ïðåèìóùåñòâî äàííîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí

ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ïîñòàâêàìè ñ íåëèíåéíûìè âî-

ãíóòûìè ôóíêöèÿìè ñòîèìîñòè.

Èññëåäîâàíèå ñëîæíîñòè òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïðîâå-

äåííîå â ïï. 5.2.1 � 5.2.2 è â ðàáîòàõ [41,142,144,250], ïîêàçûâàåò, ÷òî ââîä

äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ ñíèçó íà äîïóñòèìûé îáúåì ïàðòèè ïðåâðà-

ùàåò ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìóþ òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó â òðóäíîðåøàåìóþ

è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåàïïðîêñèìèðóåìóþ çàäà÷ó. Ñëîæíîñòü íåêîòîðûõ

çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé ñ àíàëîãè÷íûì îãðàíè÷åíèåì ñíèçó íà îáúåì ïàð-

òèè èññëåäîâàëàñü â [162]. Ââèäó íàëè÷èÿ îãðàíè÷åíèé ñíèçó íà äîïóñòè-

ìûé îáúåì ïàðòèè âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ çàäà÷àõ äàëüíåéøåå

èññëåäîâàíèå ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿ-

åò áîëüøîé èíòåðåñ. Ïðèìåð àäàïòàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû ãåíåòè÷å-

ñêîãî àëãîðèòìà ñ æàäíîé äåêîäèðóþùåé ýâðèñòèêîé ê ïðàêòè÷åñêè çíà-

÷èìîé çàäà÷å ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ñîäåðæèòñÿ â [138].

Ñõåìà æàäíîãî àëãîðèòìà 5.4, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2

ïðåäëîæåíû àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ À.À. Ðîìàíîâîé. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì

ñ èñïîëüçîâàíèåì æàäíîãî äåêîäåðà (ï. 5.2.3) ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí â

ýêñïåðèìåíòå ñîâìåñòíî ñ Ï.À. Áîðèñîâñêèì è À.Á. Äîëãèì.

5.3. Çàäà÷à áàëàíñèðîâêè àâòîìàòèçèðîâàííîé ïðîèçâîäñòâåí-

íîé ëèíèè

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áàëàíñèðîâêè àâòîìàòè-

çèðîâàííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè è ïðåäëàãàåòñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãî-
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ðèòì ñ îïåðàòîðîì ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà äëÿ åå ðåøåíèÿ. Èññëåäóåìàÿ çà-

äà÷à ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [166] è èìååò ðÿä îòëè÷èé îò èçâåñòíîé

çàäà÷è áàëàíñèðîâêè àâòîìàòè÷åñêîé ñáîðî÷íîé ëèíèè [124, 129, 192], òà-

êèõ êàê ïàðàìåòðèçîâàííîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè, íåñòðîãèå îòíî-

øåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå îïåðàöèé. Èç-çà ýòèõ

îñîáåííîñòåé ïðèìåíåíèå ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èçâåñòíûõ ìåòîäîâ,

ðàçðàáîòàííûõ äëÿ çàäà÷ áàëàíñèðîâêè àâòîìàòè÷åñêîé ñáîðî÷íîé ëèíèè,

ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì [165].

Ïðåäëîæåííûé ÃÀ ñðàâíèâàåòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå ñ

äðóãèìè ýâðèñòè÷åñêèìè è òî÷íûìè àëãîðèòìàìè. Âûÿâëåíû êëàññû çà-

äà÷, äëÿ êîòîðûõ èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ÃÀ ÿâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì.

Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë ïåðñïåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé

ðåêîìáèíàöèè â ÃÀ äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàííàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ëèíèÿ, ñî-

ñòîÿùàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ ñèíõðîííî ðàáîòàþùèõ ðàáî-

÷èõ ñòàíöèé (äàëåå äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàåìûõ ïðîñòî ñòàíöèÿìè), ñîåäè-

íåííûõ òðàíñïîðòíûì ìåõàíèçìîì. Êàæäàÿ ñòàíöèÿ îáîðóäîâàíà íåñêîëü-

êèìèøïèíäåëüíûìè ãîëîâêàìè (äàëåå ïðîñòî ãîëîâêàìè). Êàæäàÿ ãîëîâêà

âûïîëíÿåò ñâîé áëîê îïåðàöèé ïî ìåõàíè÷åñêîé îáðàáîòêå äåòàëè. Âñå îïå-

ðàöèè áëîêà âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî. Ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå îïåðà-

öèé â áëîêå âîçìîæíî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ãîëîâêè èìåþò íåñêîëüêî îäíî-

âðåìåííî ïðèìåíÿåìûõ èíñòðóìåíòîâ. Ãîëîâêè íà êàæäîé ñòàíöèè àêòè-

âèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî.

Êîãäà îáðàáîòêà íà òåêóùåé ñòàíöèè îêîí÷åíà, ò. å. âñå áëîêè îïå-

ðàöèé, ðàçìåùåííûå íà ýòîé ñòàíöèè, âûïîëíåíû, äåòàëü ïåðåäâèãàåòñÿ ê

ñëåäóþùåé ñòàíöèè. Ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ïåðåõîäîì äåòàëè îò îä-

íîé ñòàíöèè ê äðóãîé, íàçûâàåìûé âðåìåíåì öèêëà, íå äîëæåí ïðåâûøàòü

çàäàííîãî çíà÷åíèÿ T0. Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé ðàáî÷åé ñòàíöèè ïðîèñõîäèò

îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ äåòàëåé íà ëèíèè. Íåîáõîäèìî íàçíà÷èòü çàäàííîå
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ìíîæåñòâî îïåðàöèé íà áëîêè è ñòàíöèè ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

äîïóñòèìûå íàçíà÷åíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ïîäðîáíî â ï. 5.3.1. Òðåáó-

åòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü çàòðàòû ïî ñîîðóæåíèþ ñòàíöèé è óñòàíîâêå ãîëîâîê.

Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî òî÷íûõ

ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ×ÖËÏ è ìåòîäàõ òåîðèè ãðàôîâ, à òàêæå ýâðè-

ñòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Êðàòêîå îïèñàíèå ýòèõ ìåòîäîâ ñîäåðæèòñÿ â [207].

Ïîçäíåå â [160, 208, 209] áûë ïðåäëîæåí ðÿä ðàíäîìèçèðîâàííûõ ýâðèñòè-

÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Ðàçäåë îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï. 5.3.1 ïðèâîäèòñÿ

ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìîäåëü ×ÖËÏ. Â ï. 5.3.2 îïèñûâàåòñÿ ýâðèñòèêà

GRASP, à â ï. 5.3.3 � ÃÀ ñ ÖËÏ-êðîññèíãîâåðîì, àíàëîãè÷íûì îïåðàòîðó

êðîññèíãîâåðà, ïðåäëîæåííîìó â ï. 5.2.4 ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ðåçóëüòà-

òû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â ï. 5.3.4.

5.3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìîäåëü ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Âõîäíûìè äàííûìè äëÿ çàäà÷è áàëàíñèðîâêè àâòîìàòèçèðîâàííîé

ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû.

• N � ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ îáðàáîòêè äåòàëè.

• T0 � ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå âðåìÿ öèêëà.

• τS è τ b � ñîîòâåòñòâåííî, âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ àêòèâàöèè ãîëîâêè,

è âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ çàãðóçêè/ðàçãðóçêè äåòàëè íà ñòàíöèè.

• C1 è C2 � ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü îäíîé ñòàíöèè è

îòíîñèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü îäíîãî áëîêà;

• m0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñòàíöèé.

• n0 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî áëîêîâ íà ñòàíöèè;
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• Îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó îïåðàöèÿìè. Ñîãëàñíî òåõíî-

ëîãè÷åñêîìó ïðîöåññó íà ìíîæåñòâå îïåðàöèé óñòàíîâëåí ÷àñòè÷íûé

ïîðÿäîê, çàäàííûé ñ ïîìîùüþ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (N, D).

Äóãà (i, j) ∈ N2 ïðèíàäëåæèò D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áëîê ñ

îïåðàöèåé j íå ìîæåò ïðåäøåñòâîâàòü áëîêó ñ îïåðàöèåé i.

• Îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ îïðåäåëåíû äëÿ ãðóïïû îïåðàöèé, êîòîðûå

äîëæíû áûòü íàçíà÷åíû íà îäíó è òó æå ìàøèíó ïî òåõíîëîãè÷å-

ñêèì òðåáîâàíèÿì. Îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ çàäàþòñÿ ñåìåéñòâîì ES

ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N, òàê ÷òî âñå îïåðàöèè îäíîãî ïîäìíîæå-

ñòâà e ∈ ES äîëæíû áûòü íàçíà÷åíû íà îäíó ñòàíöèþ. Íèêàêèå äâà

ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà ES íå ìîãóò ñîäåðæàòü îäíó è òó æå îïåðàöèþ.

• Îòíîøåíèÿ èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ñòàíöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðóïïó

îïåðàöèé, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü íàçíà÷åíû íà îäíó ñòàíöèþ ïî òåõ-

íîëîãè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì. Çàäàþòñÿ ñåìåéñòâîì ES ïîäìíîæåñòâ

èç N, òàê ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî e ∈ ES íå ìîæåò áûòü ïîëíî-

ñòüþ íàçíà÷åíî íà îäíó è òó æå ñòàíöèþ.

• Îòíîøåíèÿ èñêëþ÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ îïðåäåëåíû íà ãðóïïå îïåðàöèé,

êîòîðûå íå ìîãóò áûòü íàçíà÷åíû íà îäíó è òó æå ãîëîâêó. Çàäàþòñÿ

ñåìåéñòâîì EB ïîäìíîæåñòâ èç N, òàê ÷òî âñå îïåðàöèè êàæäîãî

ïîäìíîæåñòâà e ∈ EB íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîìó áëîêó.

• Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà çàäàíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè. Ëè-

áî äëÿ êàæäîé îïåðàöèè j åå äëèòåëüíîñòü tj óêàçàíà â ÿâíîì âè-

äå. Ëèáî äëÿ êàæäîé îïåðàöèè j çàäàíû ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìàÿ

ãëóáèíà ïîäà÷è èíñòðóìåíòà â ìèíóòó sj è äëèíà ðàáî÷åãî õîäà èí-

ñòðóìåíòà λj, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ãëóáèíû âûïîëíÿåìîãî ðàçðåçà è

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàáî÷èì èíñòðóìåíòîì è ïîâåðõíîñòüþ äåòàëè.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à NP-òðóäíà, òàê êàê åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì

ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíàÿ çàäà÷à îá îäíîìåðíîé óïàêîâêå â êîíòåéíåðû. Â ñâÿ-
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çè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ åå èçó÷åíèå â òåðìèíàõ ÖËÏ è ðàçðàáîòêà

ïåðåáîðíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ìîäåëü ×ÖËÏ äëÿ äàííîé çàäà÷è áûëà ïðåäëîæåíà À.Á. Äîëãèì,

Á. Ôèíåëü, Í.Í. Ãóùèíñêèì è äð. â [165]. Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ ýòîé

ìîäåëè ñ óñîâåðøåíñòâîâàíèåì, ïðåäëîæåííûì Î.Í. Ãóùèíñêîé â [207].

Ïóñòü Nk � ìíîæåñòâî îïåðàöèé, íàçíà÷åííûõ íà ñòàíöèþ k, à

Nkl � ìíîæåñòâî îïåðàöèé, ñãðóïïèðîâàííûõ â îäèí áëîê l ñòàíöèè k,

l = 1, . . . , nk, ãäå nk = |Nk|. Îáîçíà÷èì ÷åðåç tb(Nkl) âðåìÿ îáðàáîò-

êè áëîêà l íà ñòàíöèè k. Âðåìÿ îáðàáîòêè äåòàëè íà ñòàíöèè k åñòü

tS(Nk) =
∑nk

l=1 t
b(Nkl) + τS, òàê êàê áëîêè àêòèâèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ âðåìåíè îáðàáîòêè áëîêà.

Óïðîùåííîå îïðåäåëåíèå [207] îñíîâàíî íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ýòî

âðåìÿ ðàâíî äëèòåëüíîñòè íàèáîëåå òðóäîåìêîé îïåðàöèè â áëîêå:

tb(Nkl) = max{tj|j ∈ Nkl}+ τ b. (5.40)

Áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå èç [209] íå ó÷èòûâàåò âåëè÷èí tj, à îñíîâûâàåòñÿ

íà çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λj è sj:

tb(Nkl) =
max{λi|i ∈ Nkl}
min{si|i ∈ Nkl}

+ τ b. (5.41)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíî îáîáùàåò ïåðâîå, òàê

êàê äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü λj = tj, sj = 1 äëÿ âñåõ j. Êðîìå òîãî, îá-

ùåå îïðåäåëåíèå áîëåå àäåêâàòíî äëÿ âîçíèêàþùèõ íà ïðàêòèêå ñèòóàöèé,

êîãäà îïåðàöèè, íàçíà÷åííûå íà íåñêîëüêî èíñòðóìåíòîâ îäíîé ãîëîâêè,

ìîãóò òðåáîâàòü ðàçëè÷íîé äëèíû ðàáî÷åãî õîäà ïðè ðàçëè÷íîé ìàêñè-

ìàëüíîé ñêîðîñòè ïîäà÷è èíñòðóìåíòà.

Â ìîäåëè ÖËÏ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• q � èíäåêñ äëÿ ñêâîçíîé íóìåðàöèè âñåõ áëîêîâ, íàïðèìåð, äëÿ áëîêà l

ñòàíöèè k èìååì q = (k − 1)n0 + l;

• q0 � ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå q, q0 = m0n0;
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• S(k) = {(k− 1)n0+1, . . . , kn0} � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ áëîêîâ, âûïîë-

íÿåìûõ íà ñòàíöèè k;

• Q(j) � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ áëîêîâ q, â êîòîðûå ìîæåò áûòü íàçíà÷åíà

îïåðàöèÿ j;

• K(j) � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñòàíöèé k, â êîòîðûå ìîæåò áûòü íàçíà-

÷åíà îïåðàöèÿ j;

• e � ìíîæåñòâî îïåðàöèé, ÿâëÿþùååñÿ ýëåìåíòîì ES, ES èëè EB;

• j(e) � íåêîòîðàÿ çàôèêñèðîâàííàÿ îïåðàöèÿ èç ìíîæåñòâà e;

• tj � äëèòåëüíîñòü îïåðàöèè j: â óïðîùåííîì âàðèàíòå tj çàäàåòñÿ êàê

÷àñòü âõîäíûõ äàííûõ, èíà÷å tj =
λj

sj
;

• tij =
max{λi,λj}
min{si,sj} � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äâóõ îïåðàöèé i, j, åñëè îíè âûïîë-

íÿþòñÿ â îäíîì áëîêå (ýòî çíà÷åíèå íå èñïîëüçóåòñÿ â óïðîùåííîì

âàðèàíòå ïîñòàíîâêè èëè åñëè âåëè÷èíû sj âñå îäèíàêîâû).

Ïåðåìåííûå:

• xjq � áèíàðíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1, åñëè îïåðàöèÿ j

íàçíà÷åíà â áëîê q, èíà÷å åå çíà÷åíèå ðàâíî 0;

• fq � âåùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ, ñëóæàùàÿ äëÿ ïîäñ÷åòà âðåìåíè âû-

ïîëíåíèÿ áëîêà q;

• yq � áèíàðíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1, åñëè áëîê q ñó-

ùåñòâóåò, èíà÷å åå çíà÷åíèå ðàâíî 0;

• zk � áèíàðíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1, åñëè ñòàíöèÿ k

ñóùåñòâóåò, èíà÷å åå çíà÷åíèå ðàâíî 0.

Ïåðåìåííûå yq è zk íåîáõîäèìû äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà áëîêîâ è ñòàíöèé

ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëèç îãðàíè÷åíèé äàííîé çàäà÷è, ïðîâåäåííûé â [165],
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ïîçâîëèë óñòàíîâèòü äèàïàçîíû âîçìîæíûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ âî ìíîæå-

ñòâàõ Q(j) è K(j) äëÿ êàæäîé îïåðàöèè j, ÷òî äàëî ñóùåñòâåííîå ñîêðà-

ùåíèå ÷èñëà ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé â ìîäåëè.

Çàäà÷à áàëàíñèðîâêè àâòîìàòèçèðîâàííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè

ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå çàäà÷è ×ÖËÏ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàéòè

min C1

m0∑
k=1

zk + C2

q0∑
q=1

yq (5.42)

ïðè óñëîâèÿõ ∑
q∈Q(j)

(q − 1)xjq ≥
∑
s∈Q(i)

(s− 1)xis, (i, j) ∈ D, (5.43)

∑
q∈Q(j)

xjq = 1, j ∈ N, (5.44)

∑
j∈e\{j(e)}

∑
q∈S(k)∩Q(j)

xjq = (|e| − 1)
∑

q∈S(k)

xj(e)q, e ∈ ES, k ∈ K(j(e)), (5.45)

∑
j∈e

xjq ≤ |e| − 1, e ∈ EB, q ∈ ∩j∈eQ(j), (5.46)

∑
j∈e

∑
q∈S(k)∩Q(j)

xjq ≤ |e| − 1, e ∈ ES, k ∈ ∩j∈eK(j), (5.47)

fq ≥ (ti + τ b)xiq, i ∈ N, q ∈ Q(i), (5.48)

fq ≥ (tij + τ b)(xiq + xjq − 1), i, j ∈ N, i < j, q ∈ Q(i) ∩Q(j), (5.49)

τS +
∑

q∈S(k)

fq ≤ T0, k = 1, 2, . . . ,m0, (5.50)

yq ≥ xjq, j ∈ N, q ∈ Q(j), (5.51)
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zk = y(k−1)n0+1, k = 1, 2, . . . ,m0, (5.52)

yq−1 − yq ≥ 0, q ∈ S(k)\{(k − 1)n0 + 1}, k = 1, 2, . . . ,m0, (5.53)

zk−1 − zk ≥ 0, k = 2, 3, . . . ,m0, (5.54)

xjq, yq, zk,∈ {0, 1}, j ∈ N, q = 1, 2, . . . , q0, k = 1, . . . ,m0, (5.55)

fq ∈ [0, T0 − τS − τ b], q = 1, 2, . . . , q0. (5.56)

Îãðàíè÷åíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðà-

âåíñòâ (5.43). Îãðàíè÷åíèÿ (5.44) ãàðàíòèðóþò, ÷òî êàæäàÿ îïåðàöèÿ

äîëæíà áûòü íàçíà÷åíà òîëüêî â îäèí áëîê. Óñëîâèÿ (5.45) îïðåäåëÿþò

íåîáõîäèìîñòü ãðóïïèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé â îäíó ñòàíöèþ.

Îãðàíè÷åíèÿ (5.46) è (5.47) çàïðåùàþò ãðóïïèðîâêó ñîîòâåòñòâóþùèõ

îïåðàöèé â îäèí áëîê è âûïîëíåíèå îïðåäåëåííûõ îïåðàöèé íà îäíîé

ñòàíöèè ñîîòâåòñòâåííî. Îãðàíè÷åíèÿ (5.48) è (5.49) îïðåäåëÿþò âðåìÿ

âûïîëíåíèÿ áëîêà: íåðàâåíñòâà (5.48) ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ ñ îäíîé

îïåðàöèåé â áëîêå, à íåðàâåíñòâà (5.49) � ñëó÷àÿì ñ äâóìÿ è áîëåå

îïåðàöèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå óïðîùåííîé ôîðìóëèðîâêè, ãäå

äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ áëîêà çàäàåòñÿ óñëîâèåì (5.40), èëè åñëè âñå

âåëè÷èíû sj îäèíàêîâû, íåðàâåíñòâà (5.49) ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè.

Îãðàíè÷åíèÿ (5.50) îïðåäåëÿþò âðåìÿ öèêëà. Óñëîâèÿ (5.51) îáåñïå÷èâàþò

íàëè÷èå áëîêà q â ðåøåíèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xjq = 1 ïî

êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîé îïåðàöèè j. Óñëîâèÿ (5.52) îáåñïå÷èâàþò íàëè÷èå

ñòàíöèè k â ðåøåíèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà yq = 1 ïî êðàéíåé ìåðå

äëÿ îäíîãî áëîêà q ∈ S(k). Îãðàíè÷åíèÿ (5.53) ãàðàíòèðóþò, ÷òî áëîê q
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íà ñòàíöèè k ìîæåò áûòü ñîçäàí òîëüêî åñëè áëîê q − 1 ñóùåñòâóåò íà

ýòîé ñòàíöèè. Îãðàíè÷åíèÿ (5.54) îáåñïå÷èâàþò èñïîëüçîâàíèå ñòàíöèè k

òîëüêî åñëè â ëèíèè ñóùåñòâóåò ñòàíöèÿ k − 1.

Íåðàâåíñòâà (5.53) è (5.54) â ýòîé ìîäåëè ââåäåíû ãëàâíûì îáðàçîì

êàê íàðóøàþùèå ñèììåòðèþ îòñå÷åíèÿ (íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîñòîé

ìîäèôèêàöèåé óñëîâèé (5.52) ýòè íåðàâåíñòâà ìîæíî ñäåëàòü èçáûòî÷íû-

ìè). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5.55) òàêæå ââåäåíû ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ ìíîãî-

ãðàííèêà ðåëàêñèðîâàííîé çàäà÷è.

Êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû, óëó÷øåíèå ðàáîòîñïîñîáíîñòè àëãîðèò-

ìîâ âåòâåé è ãðàíèö ñ îòñå÷åíèÿìè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè äîáàâëåíèè

íåêîòîðîãî ìàëîãî øòðàôà ê öåëåâîé ôóíêöèè, äàþùåãî ïðè ïðî÷èõ ðàâ-

íûõ óñëîâèÿõ íåáîëüøîå ïðåèìóùåñòâî òåì ðåøåíèÿì, ãäå îïåðàöèè íàçíà-

÷åíû â áëîêè ñ ìåíüøèìè ïîðÿäêîâûìè íîìåðàìè. ×åì âûøå ïîðÿäêîâûé

íîìåð áëîêà, â êîòîðûé íàçíà÷åíà îïåðàöèÿ, òåì áîëüøå øòðàô:

min C1

m0∑
k=1

zk + C2

q0∑
q=1

yq + C3

q0∑
q=1

∑
j∈N

(1− q)xjq. (5.57)

Çäåñü âåñ C3 âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû îïòèìàëüíîå ðå-

øåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷è (5.43)�(5.57) áûëî áû òàêæå îïòèìàëü-

íûì äëÿ çàäà÷è (5.42)�(5.56).

5.3.2. Ýâðèñòèêà GRASP

Ýâðèñòèêà GRASP ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàöèîííûé ìåòîä, êàæäàÿ

èòåðàöèÿ êîòîðîãî ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: ïîñòðîåíèå äîïóñòèìîãî ðåøå-

íèÿ è óëó÷øåíèå èìåþùåãîñÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Èòåðà-

öèè ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåí íåêîòîðûé êðèòåðèé

îñòàíîâêè, è ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåå èç íàéäåííûõ ðåøåíèé.

Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðûé âà-

ðèàíò æàäíîãî àëãîðèòìà ñ ðàíäîìèçàöèåé (ñì., íàïðèìåð, [210]). Íà ïî-

äîáíûõ èäåÿõ îñíîâàíû àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ñ àäàïòàöèåé [76]
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è àëãîðèòìû ìóðàâüèíûõ êîëîíèé (ñì., íàïðèìåð, [111]). Àááðåâèàòóðà

GRASP (Greedy Adaptive Search Procedure) ïðåäëîæåíà â [183]. Îáçîðû ïî

ïðèìåíåíèþ GRASP ñîäåðæàòñÿ â [184,274].

Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ

Â ñëó÷àå çàäà÷è áàëàíñèðîâêè àâòîìàòèçèðîâàííîé ïðîèçâîäñòâåí-

íîé ëèíèè äîïóñòèìîå ðåøåíèå òàêæå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ðàíäîìèçèðî-

âàííûì æàäíûì àëãîðèòìîì [208]. Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì, îñ-

íîâàííûé íà ðåøåíèè ñåðèè ïîäçàäà÷ ×ÖËÏ âèäà (5.42)�(5.56). Ïîñòðîåíèå

ðåøåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ëèíèè, â êîòîðîé íè îäèí áëîê íå ñîäåðæèò îïåðà-

öèé. Íà èòåðàöèè t′ ðàçìåùàåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî îïåðàöèé N t′

äîá.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N t′ ìíîæåñòâî îïåðàöèé, êîòîðûå óæå áûëè ðàçìåùåíû

íà øàãàõ 1, . . . , t′, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî N0 = ∅.

Ïîäìíîæåñòâî N t′

äîá âû÷èñëÿåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðîöåäóðîé ñ

íàñòðàèâàåìûìè ïàðàìåòðàìè α ∈ [0, 1] è β ∈ {1, . . . , |N|} (âûáîð çíà÷åíèé

α è β îáñóæäàåòñÿ â [160]). Íà øàãå t′ ñíà÷àëà ïîëàãàåì N t′

äîá = ∅, çàòåì

ðàñøèðÿåì ýòî ìíîæåñòâî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé öèêëè÷åñêîé ïðîöåäóðû.

1. Âû÷èñëèòü ìíîæåñòâî îïåðàöèé-êàíäèäàòîâ NCL, ñîñòîÿùåå èç

îïåðàöèé, êîòîðûå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè çàâåðøåíû âñå îïåðàöèè èç

ìíîæåñòâà N t′−1 ∪N t′

äîá.

2. Óïîðÿäî÷èòü âñå îïåðàöèè èç ìíîæåñòâà NCL ïî çíà÷åíèÿì æàä-

íîãî êðèòåðèÿ g(j) (ýòà ôóíêöèÿ áóäåò îïðåäåëåíà íèæå). Íàéòè

gmax = max{g(j) : j ∈ NCL} è gmin = min{g(j) : j ∈ NCL}.

3. Ïîìåñòèòü âñå òå îïåðàöèè-êàíäèäàòû j, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî g(j) ≥ gmax − α(gmax − gmin), âî ìíîæåñòâî NRCL, íàçûâàåìîå

ñîêðàùåííûì ñïèñêîì îïåðàöèé-êàíäèäàòîâ.

4.Âûáðàòü ýëåìåíò j ðàâíîâåðîÿòíî èç ìíîæåñòâà NRCL. Äîáàâèòü j

âî ìíîæåñòâî N t′

äîá.
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5. Âêëþ÷èòü â N t′

äîá âñå îïåðàöèè i, òàêèå ÷òî (i, j) ∈ D′ è (j, i) ∈ D′.

Ïåðå÷èñëåííûå äåéñòâèÿ âûïîëíÿþòñÿ â öèêëå β ðàç. Öèêë çàâåð-

øàåòñÿ ðàíüøå, åñëè íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé îïåðàöèè äëÿ äîáàâëåíèÿ, ò. å.

N t′−1 ∪ N t′

äîá = N. Èòåðàöèè æàäíîãî àëãîðèòìà ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ

ïîð, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáî âñå îïåðà-

öèè áûëè íàçíà÷åíû è ïîëó÷åíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå, ëèáî íîâóþ ñòàíöèþ

íåâîçìîæíî ñîçäàòü ââèäó òîãî, ÷òî m+ 1 > m0.

Âñïîìîãàòåëüíûé æàäíûé êðèòåðèé g(j) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ýôôåêò

îò íàçíà÷åíèÿ îïåðàöèè j íà òåêóùåé èòåðàöèè. Çíà÷åíèå ôóíêöèè g(j)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íèæíþþ îöåíêó ÷èñëà áëîêîâ, òðåáóåìûõ äëÿ íàçíà-

÷åíèÿ âñåõ îïåðàöèé, ñëåäóþùèõ çà îïåðàöèåé j. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé

îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â [165].

Ïîñëå âûáîðà ìíîæåñòâà N t′

äîá îïåðàöèè ýòîãî ìíîæåñòâà âêëþ÷àþò-

ñÿ â òåêóùåå ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå, âû÷èñëåííîå íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ.

Äëÿ âñåõ j è q, j ∈ N, q = 1, . . . , q0, îïðåäåëèì íàáîð âåëè÷èí x(t
′)

jq ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: x(t
′)

jq = 1, åñëè îïåðàöèÿ j íàçíà÷åíà â áëîê q òåêóùåãî

ðåøåíèÿ íà èòåðàöèè t′; x(t
′)

jq = 0 èíà÷å. Íàçíà÷åíèå âûáðàííûõ îïåðàöèé

ìíîæåñòâà N t′

äîá ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé

çàäà÷è ×ÖËÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â [14, 138]. Ìíî-

æåñòâî îãðàíè÷åíèé çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè (5.43)�(5.56) ïðè öåëåâîé ôóíê-

öèè (5.57), îäíàêî, â îòëè÷èå îò èñõîäíîé çàäà÷è, áîëüøîå ÷èñëî áóëåâûõ

ïåðåìåííûõ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Íàçíà÷åíèå íóëåâûõ çíà÷åíèé ïå-

ðåìåííûì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü kèñï îáîçíà÷àåò íîìåð ïîñëåäíåé ñòàíöèè, íà êîòîðóþ ðàçìå-

ùåíû êàêèå-ëèáî îïåðàöèè â òåêóùåì ÷àñòè÷íîì ðåøåíèè, ò. å.

kèñï = max{k |
∑
j∈N

∑
q∈S(k)

x
(t′−1)
jq ≥ 1}.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû îïåðàöèè ìíîæåñòâà N t′

äîá ðàçìåùàëèñü íà ñòàíöèè ñ

íîìåðàìè íå áîëåå kmax = kèñï + β (òàêîå ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå âñåãäà
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ìîæíî íàéòè, åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà è kmax ≤ m0). Ñ ýòîé

öåëüþ îñòàâèì ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûå xjq ïðè j ∈ N t′

äîá è q ≤ qmax,

ãäå qmax = kmax · n0. Òàêæå îñòàâèì ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûå xjq, òàêèå

÷òî x(t
′−1)

jq = 1 èëè q = 1 + max{q|
∑

j∈N x
(t′−1)
jq ≥ 1}, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîç-

âîëèòü ïåðåìåùåíèå íåêîòîðûõ ðàíåå ðàçìåùåííûõ îïåðàöèé â ïåðâûé èç

áëîêîâ, ñîçäàâàåìûõ íà äàííîé èòåðàöèè (òàêîå ïåðåìåùåíèå ìîæåò ñíè-

æàòü ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ). Ïðî÷èå ïåðåìåííûå xjq ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè 0.

Ïîëó÷àåìàÿ çàäà÷à ×ÖËÏ íà êàæäîì øàãå t′, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿ-

åòñÿ NP-òðóäíîé (íàïðèìåð, ïðè t′ = 1 è β = m0 ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà

èñõîäíîé). Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ïîäçàäà÷è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä

âåòâåé è ãðàíèö. Ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà β, êàê ïðàâèëî, ïîãðåøíîñòü

æàäíîãî àëãîðèòìà ñíèæàåòñÿ, ïîýòîìó çíà÷åíèå β âûáèðàåòñÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü áàëàíñ ìåæäó òðóäîåìêîñòüþ

ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ è òî÷íîñòüþ ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé.

Ýòàï óëó÷øåíèÿ ðåøåíèÿ

Äëÿ óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìî-

äèôèêàöèþ äåêîìïîçèöèîííîãî àëãîðèòìà DAASS [208].

Äåêîìïîçèöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñòàíöèé, ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ, íà

íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäïîñëåäíîâàòåëüíîñòåé. Äàëåå ïðîâîäèò-

ñÿ îïòèìèçàöèÿ ÷àñòè ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé êàæäîé ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè â ïîðÿäêå ïðîõîæäåíèÿ ëèíèè. Äëèíà êàæäîé ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, êàê áóäåò îïèñàíî íèæå. Îáùåå

÷èñëî w òàêèõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïî îêîí÷àíèè

ïðîöåäóðû äåêîìïîçèöèè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèåKr, r = 1, . . . , w, äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñî-

äåðæàùåé ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñòàíöèé kr, à ñîîòâåòñòâóþùóþ òàêîé ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó îáîçíà÷èì ÷åðåç SPr. Ïðè ïî-
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ñòðîåíèè ñëó÷àéíûõ ïîäìíîæåñòâ Kr èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåò-

ðû, îãðàíè÷èâàþùèå ðàçìåðû âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ [208]: (i) ìàêñèìàëü-

íîå ÷èñëî ñòàíöèé kmax â îäíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè; (ii) ìàêñèìàëüíîå

÷èñëî îïåðàöèé nmax â îäíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çíà÷åíèå kr, r = 1, . . . , w, âûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî èç {1, . . . , kmax}

è âïîñëåäñòâèè ìîæåò áûòü ñêîððåêòèðîâàíî òàê, ÷òîáû ÷èñëî îïåðàöèé âî

âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å SPr íå ïðåâûøàëî ïîðîãà Nmax, à ñóììà
∑w

r=1 kr

� îáùåãî ÷èñëà ñòàíöèé â òåêóùåì ðåøåíèè.

Âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è SPr, r = 1, . . . , w, ôîðìóëèðóþòñÿ êàê çà-

äà÷è ×ÖËÏ â ïîñòàíîâêå (5.43)�(5.57). Âñå áóëåâû ïåðåìåííûå, íå îòíî-

ñÿùèåñÿ ê ñòàíöèÿì ìíîæåñòâà Kr, ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè êîíñòàíòàì � èõ

çíà÷åíèÿ âûáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íàèëó÷øèì ïîëó÷åííûì ðåøåíèåì.

Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå xjq, yq, q ∈ ∪k∈Kr
S(k) è zk, k ∈ Kr ïîäëåæàò îïòè-

ìèçàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ SPr èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû âåòâåé è ãðàíèö.

Â îòëè÷èå îò îïèñàííîãî àëãîðèòìà óëó÷øåíèÿ ðåøåíèé â àëãîðèò-

ìå DAASS [208] ïðè ôîðìóëèðîâêå âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ

àãðåãàöèÿ áëîêîâ îïåðàöèé. Êàæäûé áëîê îïåðàöèé, ïîëó÷åííûé â ðåçóëü-

òàòå ðåøåíèÿ òåêóùåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, â ïîñëåäóþùåì çàìåíÿåòñÿ

îäíîé ìàêðîîïåðàöèåé, è âñå ìàêðîîïåðàöèè òàêæå ïîäëåæàò îïòèìèçàöèè

ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãà-

òåëüíûõ çàäà÷ â DAASS èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì îòûñêàíèÿ êðàò÷àéøåãî

ïóòè âî âñïîìîãàòåëüíîì ãðàôå ñïåöèàëüíîãî âèäà [167].

5.3.3. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèåé

Â ïðåäëàãàåìîì ÃÀ ïðèìåíÿåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ

ïîïóëÿöèåé è òóðíèðíàÿ ñåëåêöèÿ. Ôóíêöèÿ Φ(ξ) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâà-

þùåé îòíîñèòåëüíî ñòîèìîñòè ðåøåíèÿ, êîäèðóåìîãî ãåíîòèïîì ξ.

Êàæäûé ðàç ïîñëå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ îñòàíîâêè äàííûé ÃÀ âîçîá-

íîâëÿåò ðàáîòó ñ íîâîé íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè, ïîñòðîåííîé íåçàâèñèìî îò
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ïðåäûäóùèõ. Òàêîé ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå

áóäåò âûïîëíåí íåêîòîðûé ¾âíåøíèé¿ êðèòåðèé îñòàíîâêè. Â õîäå âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ï. 5.3.4 òàêèì ¾âíåøíèì¿ êðèòåðèåì îñòàíîâ-

êè ÿâëÿåòñÿ îáùåå âðåìÿ âû÷èñëåíèé T . Ëó÷øåå èç íàéäåííûõ ðåøåíèé çà

âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ïóñòü θ � íîìåð èòåðàöèè, êîãäà èìåëî ìåñòî ïîñëåäíåå óëó÷øåíèå

ðåêîðäà ïî öåëåâîé ôóíêöèè. Óñëîâèå îñòàíîâêè ÃÀ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: çàâåðøèòü öèêë, åñëè â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ θ èòåðàöèé

ðåêîðä ïî öåëåâîé ôóíêöèè íå áûë óëó÷øåí è, êðîìå òîãî, t > N .

Â êà÷åñòâå ãåíîòèïà â äàííîì ÃÀ èñïîëüçóåòñÿ ñîâîêóïíîñòü áóëåâûõ

ïåðåìåííûõ (xjq), êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò íàçíà÷åíèå îïåðàöèé íà

áëîêè è ñòàíöèè. Ãåíîòèïû íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè ôîðìèðóþòñÿ ñëó÷àéíûì

îáðàçîì N -êðàòíûì ïðèìåíåíèåì ýâðèñòèêè GRASP (ñì. ï. 5.3.2).

ÖËÏ-êðîññèíãîâåð. Àíàëîãè÷íî îïåðàòîðó ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà, ïðåä-

ëîæåííîìó â ðàçäåëå 5.2, îïåðàòîð ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà äëÿ ðàññìàòðèâà-

åìîãî ÃÀ ñî÷åòàåò â ñåáå ôóíêöèè ìóòàöèè è ðåêîìáèíàöèè. Â äàííîì

ñëó÷àå äåéñòâèå îïåðàòîðà ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà ñîñòîèò â ðåøåíèè âñïîìî-

ãàòåëüíîé çàäà÷è ×ÖËÏ, ïîëó÷àåìîé èç èñõîäíîé çàäà÷è (5.42)�(5.56) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàíî äâà ðîäèòåëüñêèõ ãåíîòèïà p1 = (p1jq),p
2 =

(p2jq). Äîáàâèì ê îãðàíè÷åíèÿì èñõîäíîé çàäà÷è óñëîâèå ¾ôèêñàöèè¿ ïå-

ðåìåííûõ: xjq = p1jq ïðè âñåõ j, q, òàêèõ ÷òî p1jq = p2jq, êðîìå íåêîòîðîãî

ñëó÷àéíîãî ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ Smut:

xjq = p1jq äëÿ âñåõ j, q : p1jq = p2jq è (j, q) ̸∈ Smut. (5.58)

Âñÿêàÿ ïàðà èíäåêñîâ (j, q) : p1jq = p2jq íåçàâèñèìî îò äðóãèõ òàêèõ ïàð,

âêëþ÷àåòñÿ â Smut ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ Pm.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè Pm = 0 âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ÖËÏ-

êðîññèíãîâåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè. Çà-

äà÷à áàëàíñèðîâêè àâòîìàòèçèðîâàííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè â êà÷å-
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ñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñîäåðæèò çàäà÷ó îá îäíîìåðíîé óïàêîâêå â êîíòåé-

íåðû (ñì. ï. 3.3.2). Ïîýòîìó, ââèäó òåîðåìû 3.3, ÇÎÐ äëÿ çàäà÷è áàëàíñè-

ðîâêè àâòîìàòèçèðîâàííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè NP-òðóäíà.

Åñëè íàéäåíî îïòèìàëüíîå èëè íåêîòîðîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, òî íàáîð çíà÷åíèé (xjq) èç ýòîãî ðåøåíèÿ ñòà-

íîâèòñÿ ðåçóëüòàòîì îïåðàòîðà ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà.

Ïðè ðåàëèçàöèè ÃÀ ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è â îïåðàòîðå

ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà âåòâåé è ãðà-

íèö ñ îòñå÷åíèÿìè èç ïàêåòà CPLEX. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðåêîðäíîãî

ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îäíî èç ðîäèòåëüñêèõ ðåøåíèé. Âî èçáåæàíèå ÷ðåç-

ìåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ïðè âûïîëíåíèè ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà óñòà-

íàâëèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå Trec íà âðåìÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è.

Íà íà÷àëüíîé èòåðàöèè âåðîÿòíîñòü Pm ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé çíà÷åíèþ

íàñòðàèâàåìîãî ïàðàìåòðà P 0
m è àäàïòèâíî ìîäèôèöèðóåòñÿ â ïðîöåññå ðà-

áîòû ÃÀ. Âñÿêèé ðàç, êîãäà âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à â ÖËÏ-êðîññèíãîâåðå

ðåøàåòñÿ äî ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, çíà÷åíèå Pm óâåëè÷èâàåòñÿ

íà 10%. Åñëè æå çà îòâåäåííîå âðåìÿ Trec îïòèìóì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

íàéòè íå óäàåòñÿ è ïðè ýòîì Pm > P 0
m, òî çíà÷åíèå Pm ñíèæàåòñÿ íà 10%.

Îïèñàííûé ñïîñîá âûáîðà âåðîÿòíîñòè ìóòàöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïîä-

çàäà÷è òàêîé ðàçìåðíîñòè, ïðè êîòîðîé àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö íàõîäèò

èõ îïòèìóì çà âðåìÿ, áëèçêîå ê Trec.

5.3.4. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ

Ïðåäëîæåííûé ÃÀ, îáîçíà÷àåìûé íèæå ÷åðåç GA, ñðàâíèâàëñÿ ñ ýâ-

ðèñòèêîé GRASP è ñëåäóþùèìè ýâðèñòè÷åñêèìè è òî÷íûìè àëãîðèòìàìè:

• ìóëüòèñòàðòîâûé ãèáðèäíûé àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè (äàëåå îáî-

çíà÷àåìûé HD), ñî÷åòàþùèé â ñåáå àëãîðèòì óëó÷øåíèÿ ðåøåíèé

DAASS [207,208] ñ ýâðèñòèêîé FSIC [164];
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• òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïîèñêå êðàò÷àéøåãî ïóòè

â ãðàôå ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû [167,207], îáîçíà÷àåìûé äàëåå SP;

• ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö èç ïàêåòà CPLEX 11.1, ïðèìåíÿåìûé ê çàäà÷å

â ïîñòàíîâêå (5.42)�(5.56), äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç CPLEX.

Â ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëèñü 7 ñåðèé òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ñåðèè

S1�S5 èç ðàáîòû [207] ñîäåðæàò ïî 50 ïðèìåðîâ, ñãåíåðèðîâàííûõ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì äàò÷èêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ñåðèè S6 è S7 ñîäåðæàò ïî 20

ïðèìåðîâ, êîòîðûå òàêæå ñãåíåðèðîâàíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì, è íàèáîëåå

ïðèáëèæåíû ïî ñâîèì ïàðàìåòðàì ê çàäà÷àì, âîçíèêàþùèì íà ïðàêòèêå.

Èñõîäíûå äàííûå îòëè÷àþòñÿ ïî ÷èñëó îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ

îáðàáîòêè äåòàëè, ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ â ñåìåéñòâàõ ES è ES, ïî âåðõ-

íåé ãðàíèöå íà êîëè÷åñòâî ñîçäàâàåìûõ ñòàíöèé m0 è ïî èíòåíñèâíîñòè

ïîðÿäêà, çàäàííîãî ãðàôîì îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Çäåñü ïîä èíòåí-

ñèâíîñòüþ ïîðÿäêà (order strength), ñîãëàñíî [282], ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî ðåáåð

â òðàíçèòèâíîì çàìûêàíèè ãðàôà îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ G, äåëåí-

íîå íà |N|(|N| − 1)/2. Äëèòåëüíîñòè îáðàáîòêè � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ

ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà îòðåçêå [10, 20]. Ãðàô îòíîøåíèé ïðåäøå-

ñòâîâàíèÿ ñòðîèòñÿ íà÷èíàÿ ñ ïóñòîãî ìíîæåñòâà äóã. Äàëåå äóãè äîáàâëÿ-

þòñÿ ìåæäó ñëó÷àéíî âûáðàííûìè âåðøèíàìè, ïîêà çàäàííàÿ èíòåíñèâ-

íîñòü ïîðÿäêà íå áóäåò äîñòèãíóòà. Îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ

çàäàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, íî òàê, ÷òîáû íå ïðîòèâîðå÷èòü äðóã äðóãó

è ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ |N|,m0 è èíòåíñèâíîñòü ïîðÿäêà (OS) ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 5.14. Ñåðèè

S1�S5 èìåþò ïàðàìåòðû C1 = 10, C2 = 2, τ b = τS = 0, n0 = 4, à ñåðèè S6

è S7 � ïàðàìåòðû C1 = 1, C2 = 0.5, τ b = 0.2, τS = 0.4, n0 = 4. Îïèñàíèå

ãåíåðàòîðà çàäà÷ ïðèâîäèòñÿ â [207]. Èñõîäíûå äàííûå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ

äîñòóïíû ïî àäðåñó http://math.nsc.ru/AP/benchmarks/.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà ÝÂÌ ñ ÖÏÓ Pentium-

IV 3 ÃÃö è 2.5 Ãá ÎÇÓ. Êàê GA, òàê è GRASP áûëè ðåàëèçîâàíû â ñèñòåìå
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Òàáëèöà 5.14. Òåñòîâûå ñåðèè

Ñåðèÿ 1 2 3 4 5 6 7

|N| 25 25 50 50 100 46 - 92 94 - 125
m0 15 4 10 15 15 23 - 46 43 - 62
OS 0.5 0.15 0.9 0.45 0.25 - -

GAMS 22.8, ïðî÷èå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû íà Visual C++ 6.0.

Íà îñíîâå ïðåäâàðèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ [160] áûëè âûáðàíû ñëå-

äóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ýâðèñòèêè GRASP: α = 0.25, β = 10. Àíàëî-

ãè÷íûì îáðàçîì áûëè âûáðàíû ïàðàìåòðû äåêîìïîçèöèîííîé ýâðèñòèêè

óëó÷øåíèÿ ðåøåíèÿ â àëãîðèòìå GRASP: kmax = 15, nmax = 50.

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà C3 èçíà÷àëüíî âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì

òàê, ÷òîáû îïòèìóì ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷è îñòàâàëñÿ îïòèìàëüíûì

ðåøåíèåì è äëÿ èñõîäíîé. Äàëåå çíà÷åíèå äàííîãî ïàðàìåòðà íàñòðàèâà-

åòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé ïðîöåäóðû îäíîìåðíîãî ïîèñêà â ïðîöåññå ðàáîòû

àëãîðèòìà GRASP è ïðè ïîñòðîåíèè íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè ÃÀ.

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ÃÀ ðàçìåð òóðíèðà s = 5, ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿ-

öèèN = 20, à íà÷àëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè P 0
m = 0.1. Âðåìÿ, îòâåäåííîå

íà ïîèñê ðåøåíèé â îïåðàòîðå ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà, ñîñòàâëÿåò Trec = 5 c.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïðè îïèñàíèè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü NS � ÷èñëî ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü íàéòè äîïó-

ñòèìîå ðåøåíèå; NO è NB � ÷èñëî ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ, ñîîòâåòñòâåííî,

îïòèìàëüíîå èëè ëó÷øåå èçâåñòíîå ðåøåíèå áûëî íàéäåíî; ∆max, ∆avg è

∆min � ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíîå, ñðåäíåå è ìèíèìàëüíîå îòêëîíåíèå

(â ïðîöåíòàõ) ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíîãî èëè ëó÷-

øåãî èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ; Tmax, Tav, Tmin � ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíîå,

ñðåäíåå è ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âû÷èñëåíèé. T ′
av � ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ

îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Ñèìâîë ¾−¿ îáîçíà÷àåò îòñóòñòâèå äàííûõ.
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Òàáëèöà 5.15. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèé S1 è S2

S1 S2

SP CPLEX HD GRASP SP CPLEX HD GRASP

NS 50 50 50 50 50 50 50 50
NO 50 50 39 49 50 50 35 50
∆max 0 0 5.26 4.16 0 0 11.1 0
∆av 0 0 1.0 0.08 0 0 1.7 0
∆min 0 0 0.0 0.0 0 0 0 0
Tmax 11 841 90 90 1638 3.53 90 90
Tav 1.4 38 90 90 292 0.86 90 90
Tmin 0.03 0.39 90 90 3.77 0.06 90 90

Òàáëèöà 5.16. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèè S3

SP CPLEX HD GRASP GA

NS 50 50 50 50 50
NO 50 50 28 48 49
∆max 0 0 4.2 2.27 1.72
∆av 0 0 1.0 0.09 0.03
∆min 0 0 0 0 0
Tmax 0.09 463.4 300 300 300
Tav 0.04 41.1 300 300 300
Tmin 0.01 0.1 300 300 300

Çàäà÷è ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Íà ñåðèÿõ S1 è S2 âðåìÿ âû÷èñëåíèé

îãðàíè÷èâàëîñü ñâåðõó 1800 ñ äëÿ òî÷íûõ àëãîðèòìîâ è 90 ñ äëÿ ýâðèñòèê.

Ðåçóëüòàòû ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 5.15.

Â ñåðèÿõ S1 è S2 òî÷íûå àëãîðèòìû çà îòâåäåííîå âðåìÿ îáíàðóæè-

ëè îïòèìóì â êàæäîé çàäà÷å. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñåðèè S1 àëãîðèòì SP

ïîêàçàë ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïî âðåìåíè ñ÷åòà, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïîíèæåíèåì

ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ïàêåòà CPLEX ïî ìåðå óâå-

ëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [207]). Ïî òîé æå ïðè÷èíå

òî÷íîñòü GRASP ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñåðèè S1 íèæå, ÷åì â ñëó÷àå ñåðèè S2.

Ïî âðåìåíè ñ÷åòà â ñåðèè S2 ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàåò CPLEX.

Ýâðèñòèêîé GRASP â ýòîé ñåðèè áûëè íàéäåíû îïòèìóìû âñåõ çàäà÷, â

îòëè÷èå îò àëãîðèòìà HD. Îäíàêî ýòèì äâóì ýâðèñòèêàì áûëî âûäåëåíî

áîëüøåå âðåìÿ, ÷åì òðåáîâàëîñü ïàêåòó CPLEX äëÿ ïîèñêà îïòèìóìà.
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Òàáëèöà 5.17. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèè S4

SP CPLEX HD GRASP GA

NS 14 20 50 50 50
NO 14 13 39 42 48
∆max - - 13.15 13.15 2.7
∆av - - 0.86 0.64 0.11
∆min - - 0 0 0
Tmax 1800 1800 300 300 300
Tav 1490.3 1519.0 300 300 300
Tmin 13.0 31.5 300 300 300

Çàäà÷è ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñðåäíåé ðàçìåðíî-

ñòè èç ñåðèé S3 è S4 (ñì. Òàáëèöû 5.16 è 5.17) âðåìÿ âû÷èñëåíèé îãðàíè-

÷èâàëîñü 1800 ñ äëÿ òî÷íûõ àëãîðèòìîâ è 300 ñ äëÿ ýâðèñòèê.

Ïðè ðåøåíèè ñåðèè S3 àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïîèñêå êðàò÷àéøåãî

ïóòè, ïîêàçûâàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû êàê ïî âðåìåíè ñ÷åòà, òàê è ïî êà-

÷åñòâó ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Ïàêåòîì CPLEX íàéäåíû îïòèìóìû âî âñåõ

çàäà÷àõ, à àëãîðèòìó GRASP íå óäàëîñü íàéòè îïòèìóì â äâóõ ñëó÷àÿõ.

Ñðåäíåå è ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ

GRASP ñîñòàâèëî 5.02 ñ è 66 ñ ñîîòâåòñòâåííî. GA ïðîäåìîíñòðèðîâàë àíà-

ëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû, íåñêîëüêî ïðåâîñõîäÿùèå ðåçóëüòàòû GRASP. Àëãî-

ðèòì HD â ýòèõ ñåðèÿõ óñòóïàåò äðóãèì ïî êà÷åñòâó ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.

Ïðè ðåøåíèè ñåðèè S4 òî÷íûå àëãîðèòìû îáíàðóæèëè îïòèìóì ìåíåå

÷åì â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ � ñì. Òàáëèöó 5.17. Ïðè ýòîì âðåìÿ âû÷èñëåíèé

CPLEX è HD áûëî áëèçêèì. Ñóùåñòâåííî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû â äàííîì

ñëó÷àå ïîêàçàëè ýâðèñòèêè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äëÿ íèõ îãðàíè÷åíèå íà

âðåìÿ âû÷èñëåíèé áûëî â 6 ðàç ìåíüøå, ÷åì äëÿ òî÷íûõ ìåòîäîâ. Â öåëîì,

ïî êà÷åñòâó ðåøåíèé ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçàë GA.

Çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèè S5 ïðåäñòàâëå-

íû â Òàáëèöå 5.18. Âðåìÿ âû÷èñëåíèé îãðàíè÷èâàëîñü 5400 ñ äëÿ òî÷íûõ

ìåòîäîâ è 600 ñ äëÿ ýâðèñòèê. Òî÷íûå àëãîðèòìû ïîëó÷èëè äîïóñòèìûå

ðåøåíèÿ ìåíåå ÷åì â 10 ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó èõ ðåçóëüòàòû íå ïðèâîäÿòñÿ â
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Òàáëèöà 5.18. Ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèé S5, S6 è S7

S5 S6 S7

HD GRASP GA HD GRASP GA HD GRASP GA

NB 11 37 36 10 8 15 6 2 17
∆max 35.9 30.8 12.8 7.6 5.6 4.4 6 5.3 1.3
∆av 5.0 1.6 1.5 1.8 1.6 0.7 2.3 1.9 0.2
T ′
av - 93.4 102.9 - 360.4 423.6 - 1603 1323.5

ýòîé òàáëèöå. Ýâðèñòèêàì óäàëîñü ïîëó÷èòü äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ âî âñåõ

50 ñëó÷àÿõ. Â äàííîé ñåðèè GRASP è GA ïîêàçûâàþò àíàëîãè÷íûå ðå-

çóëüòàòû, â òî âðåìÿ êàê HD ñóùåñòâåííî èì óñòóïàåò.

Òàáëèöà 5.18 ñîäåðæèò òàêæå ðåçóëüòàòû äëÿ ñåðèé S6 è S7, ãäå èñ-

ïîëüçóåòñÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è, îñíîâàííàÿ íà óðàâíåíèè (5.41). Âðåìÿ

âû÷èñëåíèé, âûäåëåííîå äëÿ ýâðèñòèê, ñîñòàâëÿëî 900 ñ â ñåðèè S6 è 3000 ñ

â ñåðèè S7. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èç ýòèõ ñåðèé HD è GRASP ïîêàçûâàþò

áëèçêèå ðåçóëüòàòû. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì èìååò òåíäåíöèþ ê ïîëó÷åíèþ

ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ, ÷åì äâå äðóãèå ýâðèñòèêè â ñåðèÿõ S6 è S7.

Äëÿ îöåíêè çíà÷èìîñòè ¾âêëàäà¿ ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà áûëè ïðîâåäå-

íû ýêñïåðèìåíòû, ãäå âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ äàííîãî îïåðàòîðà çàäàâà-

ëàñü ïàðàìåòðîì Pr. Êîãäà ÖËÏ-êðîññèíãîâåð íå èñïîëüçîâàëñÿ (ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ 1−Pr), âûïîëíÿëàñü òîëüêî ïðîöåäóðà ìóòàöèè. Íà Ðèñóíêå 5.5

ïðèâåäåíà ÷àñòîòà îáíàðóæåíèÿ ðåøåíèé ñ ëó÷øèì èçâåñòíûì çíà÷åíè-

åì êðèòåðèÿ â çàâèñèìîñòè îò Pr. Çà èñêëþ÷åíèåì íàèáîëåå ïðîñòîé ñå-

ðèè S3 óâåëè÷åíèå âåðîÿòíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà âåäåò ê

óâåëè÷åíèþ ÷àñòîòû ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé ñ ëó÷øèì èçâåñòíûì çíà÷åíèåì

êðèòåðèÿ. Çíà÷èìîñòü ðàçëè÷èé ïîäòâåðæäàåòñÿ êðèòåðèåì Âèëêîêñîíà ñ

óðîâíåì çíà÷èìîñòè p < 0.1 äëÿ S5 è p < 0.05 äëÿ S6.
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Ðèñ. 5.5. ×àñòîòà îáíàðóæåíèÿ ðåøåíèé ñ ëó÷øèì èçâåñòíûì çíà÷åíèåì

êðèòåðèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà Pr

5.3.5. Çàêëþ÷åíèå

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãî-

ðèòì ÖËÏ-êðîññèíãîâåðà ïîçâîëÿåò ñîçäàòü äîñòàòî÷íî êîíêóðåíòîñïîñîá-

íûé ÃÀ, â îñîáåííîñòè íà çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Â õîäå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé [209] íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî èñ-

ïîëüçîâàíèå ìåòîäà [167] ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïðè ðå-

øåíèè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, ñôîðìóëèðîâàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâ-

íåíèÿ (5.41) èëè ñ âûñîêîé èíòåíñèâíîñòüþ ïîðÿäêà. Â öåëîì æå ÃÀ ñ

ÖËÏ-êðîññèíãîâåðîì îñòàåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ýâðèñòè-

÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è áàëàíñèðîâêè àâòîìàòèçèðîâàííîé ïðîèç-

âîäñòâåííîé ëèíèè. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ ê øèðîêîìó êëàññó çàäà÷ çà ñ÷åò èñïîëüçîâà-

íèÿ ãèáêèõ ñðåäñòâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ×ÖËÏ è óíèâåðñàëüíûõ ïàêåòîâ

ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷. Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ïîäõî-

äà îñîáåííî àêòóàëüíî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå

óíèâåðñàëüíûõ ïàêåòîâ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òðåáóåò ÷ðåç-

ìåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.
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Çàêëþ÷åíèå

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïðîâåäåíî êîìïëåêñíîå èññëåäîâàíèå ýâîëþöèîííûõ ìåòîäîâ ñ ïî-

çèöèé ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè: íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàíäîìèçèðîâàííûé âàðèàíò ëîêàëüíîãî ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ

íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïî âåðîÿòíîñòè îòûñêàíèÿ îïòèìóìà â êëàññå ýâîëþ-

öèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ çàäàííûì îïåðàòîðîì ìóòàöèè; íàéäåíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ òóðíèðíîé ñåëåêöèåé

äîñòèãàåò ëîêàëüíûé îïòèìóì â ñðåäíåì çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîå

âðåìÿ, è ïîêàçàíî âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé íà êëàññå çàäà÷ GLO; ïðåäëî-

æåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ íèæíèõ îöåíîê ÷èñëà ëîêàëüíûõ

îïòèìóìîâ çàäà÷è.

2. Èññëåäîâàíà ñëîæíîñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè: óñòà-

íîâëåíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèè

â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ äëÿ ðÿäà çàäà÷ áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè çàäà÷ óïàêîâêè è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà è ïðîñòåéøåé

çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà; óñòàíîâëåíà NP-òðóäíîñòü îïòèìàëüíîé

ðåêîìáèíàöèè äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, çàäà÷ î ðþêçàêå, êðàò÷àéøåì

ãàìèëüòîíîâîì ïóòè, óïàêîâêå â êîíòåéíåðû è íåêîòîðûõ äðóãèõ êëàññè-

÷åñêèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

3. Ïîñòðîåíû ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû, àíàëîãè÷íûå ïî ñâîéñòâàì

àëãîðèòìàì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: ïîëó÷åíû ïîëèíîìèàëü-

íûå îöåíêè ñðåäíåé òðóäîåìêîñòè ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ýâîëþöèîííîãî àë-

ãîðèòìà ÷åðåç òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ;

äëÿ êëàññà çàäà÷, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ïîëè-

íîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû Ã. Âîåãèíãåðà, ïðåäëîæåíà âïîëíå
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ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà, îñíîâàí-

íàÿ íà ýâîëþöèîííîì àëãîðèòìå.

4. Ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ãèáðèäíûõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèò-

ìîâ, èñïîëüçóþùèõ îïòèìàëüíóþ ðåêîìáèíàöèþ è æàäíûå àëãîðèòìû äëÿ

ðåøåíèÿ NP-òðóäíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè: ïðåäëîæåíû íî-

âûå ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà, óïðàâëåíèÿ

ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè è áàëàíñèðîâêè ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè, ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî óñòàíîâëåíû êëàññû çàäà÷, íà êîòîðûõ òàêèå àëãîðèòìû èìåþò

ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè; âûïîëíåí òåîðå-

òè÷åñêèé àíàëèç ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

ïîñòàâêàìè ïðîäóêöèè.

5. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ òóðíèðíîé ñå-

ëåêöèåé è ìóòàöèåé: ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèîííîãî

ïðîöåññà â ïîïóëÿöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà; ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé

ìîäåëè ïîñòðîåíû îöåíêè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè îñîáåé ñ âûñîêîé ïðèñïî-

ñîáëåííîñòüþ è èçó÷åíû ÷àñòíûå ñëó÷àè äîñòèæèìîñòè îöåíîê.
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