zada~a o pokrytii mnovestwa:

slovnostx, algoritmy, —ksperimentalxnye issledowaniq^1

a.w.eREMEEW, l.a.zAOZERSKAQ, a.a.kOLOKOLOW

zADA^A O NAIMENX[EM POKRYTII MNOVESTWA OTNOSITSQ K ^ISLU [IROKO IZWEST- NYH ZADA^ DISKRETNOJ OPTIMIZACII I IMEET MNOGO^ISLENNYE PRILOVENIQ. w DANNOJ RABOTE SODERVITSQ OBZOR REZULXTATOW, SWQZANNYH SO STRUKTUROJ I SLOVNOSTX@ “TOJ ZADA^I, ALGORITMAMI EE RE[ENIQ I REZULXTATAMI WY^ISLITELXNYH “KSPERIMENTOW. oSOBOE WNIMANIE UDELQETSQ POSLEDNIM DOSTIVENIQM. kRATKIJ WARIANT “TOGO OBZORA PRIWODITSQ W [8].

1. wWEDENIE

pRIWEDEM KOMBINATORNU@ POSTANOWKU ZADA^I O NAIMENX[EM POKRYTII MNOVESTWA (znp). pUSTX DANY MNOVESTWO M = {1, ..., m} I NABOR EGO PODMNOVESTW Mj ⊆ M, GDE

j ∈ {1, ..., n}. sOWOKUPNOSTX {M_j }, j ∈ J ⊆ {1, ..., n} NAZYWAETSQ POKRYTIEM M, ESLI ⋃ j∈J M_j = M. kAVDOMU M_j PRIPISAN WES c_j ≥ 0. tREBUETSQ NAJTI POKRYTIE MINI-

MALXNOGO SUMMARNOGO WESA. zADA^U BUDEM NAZYWATX NEWZWE[ENNOJ, ESLI WSE PODMNOVE- STWA Mj IME@T WESA, RAWNYE EDINICE. nE TERQQ OB]NOSTI, DALEE BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO POKRYTIE SU]ESTWUET.

~ASTO znp FORMULIRUETSQ KAK ZADA^A CELO^ISLENNOGO PROGRAMMIROWANIQ (cp): NAJTI_{f ∗(c, A) = min{(c, x)|Ax ≥ e, x ∈ {0, 1}n}. (1)} zDESX A – (m × n)-MATRICA, PRI^EM aij = 1, ESLI i ∈ Mj , I aij = 0 W PROTIWNOM SLU^AE; e OBOZNA^AET m-WEKTOR IZ EDINIC; c = (c1, c2, ..., cn)^T ; x = (x1, x2, ..., xn)^T – WEKTOR, GDE xj = 1, ESLI Mj WHODIT W POKRYTIE, INA^E xj = 0.

kROME TOGO, W LITERATURE RASSMATRIWA@TSQ OBOB]ENNYE ZADA^I O POKRYTII, W KOTORYH WMESTO e ISPOLXZUETSQ WEKTOR NATURALXNYH ^ISEL [4, 81, 98], I SPECIALXNYE KLASSY ZADA^ (SM., NAPRIMER, [22, 32, 37, 72]).

zNA^ITELXNOE WNIMANIE UDELQETSQ ZADA^AM O POKRYTII NA GRAFAH, W ^ASTNOSTI, ZADA^E O WER[INNOM POKRYTII (zwp), KOTORAQ MOVET BYTX SFORMULIROWANA SLEDU- @]IM OBRAZOM. pUSTX G = (V, E) – GRAF S MNOVESTWOM WER[IN V I MNOVESTWOM REBER E. dLQ KAVDOJ v ∈ V OPREDELEN WES wv > 0. pODMNOVESTWO C ⊆ V NAZYWAETSQ

WER[INNYM POKRYTIEM, ESLI KAVDOE REBRO IZ E INCIDENTNO HOTQ BY ODNOJ WER[INE

IZ C. tREBUETSQ NAJTI WER[INNOE POKRYTIE MINIMALXNOGO WESA. rASSMATRIWA@T- SQ TAKVE ZADA^I O POKRYTII WER[IN GRAFA EGO WER[INAMI ILI REBRAMI (ZADA^A O DOMINIRU@]EM MNOVESTWE WER[IN I O REBERNOM POKRYTII) [18].

znp OTNOSITSQ K ^ISLU NP -TRUDNYH ZADA^. w ^ASTNOSTI, NP -TRUDNOJ QWLQETSQ DAVE NEWZWE[ENNAQ zwp, KOGDA G – PLANARNYJ GRAF I STEPENI WSEH WER[IN RAWNY TREM [5]. oDIN IZ PERWYH REZULXTATOW OTNOSITELXNO SLOVNOSTI znp BYL POLU^EN ‘.i.vURAWLEWYM [9], KOTORYJ USTANOWIL, ^TO W KLASSE LOKALXNYH ALGORITMOW KO- NE^NOGO INDEKSA ZADA^A O WHOVDENII PODMNOVESTWA Mj W KAKOE-LIBO OPTIMALXNOE PO- KRYTIE NE RAZRE[IMA. k znp SWODQTSQ MNOGIE DRUGIE IZWESTNYE ZADA^I DISKRETNOJ

1rABOTA WYPOLNENA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE INTAS (PROEKT 96-0820) I fcp ”iNTEGRACIQ”.

OPTIMIZACII: ZADA^I STANDARTIZACII, UPAKOWKI I RAZBIENIQ MNOVESTWA [84], ZADA^A O NAIBOLX[EJ KLIKE [5], ZADA^A MINIMIZACII POLINOMA OT BULEWYH PEREMENNYH [1] I DR. iZWESTNA TAKVE I OBRATNAQ SWODIMOSTX znp K “TIM ZADA^AM [2, 5, 84].

nA PRAKTIKE znp WOZNIKAET PRI RAZME]ENII PUNKTOW OBSLUVIWANIQ [18, 25], W SISTEMAH INFORMACIONNOGO POISKA, PRI NAZNA^ENII “KIPAVEJ NA TRANSPORTE

[17, 18, 56, 57], PROEKTIROWANII INTEGRALXNYH SHEM [11] I KONWEJERNYH LINIJ [55]

I T.D. zwp MOVET ISPOLXZOWATXSQ PRI RAZRABOTKE SISTEM KONTROLQ I NABL@DENIQ

[25], W POSTROENII POMEHOUSTOJ^IWYH ALGORITMOW PEREDA^I INFORMACII [3, 53, 78],

PRI DIAGNOSTIKE OBORUDOWANIQ [53, 78] I W DRUGIH OBLASTQH.

zNA^ITELXNOE WNIMANIE W DANNOJ RABOTE UDELQETSQ ALGORITMI^ESKIM WOPROSAM, SWQZANNYM S TO^NYM I PRIBLIVENNYM RE[ENIEM znp. w P.2 OBSUVDA@TSQ SWOJSTWA RELAKSACIONNYH MNOGOGRANNIKOW ZADA^I, RASSMATRIWA@TSQ NEKOTORYE ZADA^I SPECI- ALXNOJ STRUKTURY I WOPROSY SLOVNOSTI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ znp I EE ^ASTNYH SLU^AEW. w P.3 IZLAGA@TSQ OSNOWNYE IDEI, ISPOLXZUEMYE W ALGORITMAH RE[ENIQ znp, PRIWODQTSQ GARANTIROWANNYE OCENKI TO^NOSTI PRIBLIVENNYH ALGORITMOW I REZULX- TATY WEROQTNOSTNYH ISSLEDOWANIJ. iNFORMACIQ O TESTOWYH PRIMERAH, PRIMENQEMYH DLQ SRAWNENIQ I “KSPERIMENTALXNOGO ISSLEDOWANIQ ALGORITMOW SODERVITSQ W P.4. iZ- ZA OGRANI^ENNOSTI OB˙EMA W DANNOM OBZORE DOKAZATELXSTWA OPU]ENY, A NA MNOGIE WAVNYE REZULXTATY PRIWEDENY LI[X SSYLKI.

nEOBHODIMO OTMETITX, ^TO W OBZORE NE ZATRAGIWA@TSQ WOPROSY UPRO]ENIQ DI- ZX@NKTIWNYH NORMALXNYH FORM I IH SWQZX S znp. mATERIAL PO “TOJ PROBLEMATIKE MOVET BYTX NAJDEN W [10, 11, 29, 32]. kROME TOGO, W OBZORE NE RASSMATRIWA@TSQ ZADA^I O POKRYTII, WOZNIKA@]IE W TEORII KODIROWANIQ [23], A TAKVE ZADA^I O POKRYTII [A- RAMI I DRUGIMI TELAMI W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE (SM., NAPRIMER, [14, 30]). dALEE NE OBSUVDA@TSQ I PRAKTI^ESKIE PRILOVENIQ znp.

2. nEKOTORYE SWOJSTWA ZADA^I O NAIMENX[EM POKRYTII 2.1 mNOGOGRANNIKI ZADA^I

mNOGIE RABOTY POSWQ]ENY ISSLEDOWANI@ RELAKSACIONNYH MNOGOGRANNYH MNOVESTW

Ω = {x|Ax ≥ e, 0 ≤ x ≤ e} I Ω^′ = {x|Ax ≥ e, x ≥ 0} ZADA^I O NAIMENX[EM POKRYTII.

lEGKO WIDETX, ^TO PRI L@BOM WEKTORE c ≥ 0 CELEWOJ FUNKCII WYPOLNENO

min_{x∈Ω} (c, x) = min_{x∈Ω0}(c, x).

kROME TOGO, MNOGOGRANNIK Ω QWLQETSQ CELO^ISLENNYM (T.E. WSE WER[INY IME@T CE- LO^ISLENNYE KOORDINATY) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA “TIM SWOJSTWOM OBLADAET I MNOGOGRANNIK Ω^′. mATRICA A, DLQ KOTOROJ MNOGOGRANNIK Ω^′ QWLQETSQ CELO^I- SLENNYM NAZYWAETSQ IDEALXNOJ. cELO^ISLENNYE MNOGOGRANNIKI znp PREDSTAWLQ@T BOLX[OJ INTERES, T.K. ZADA^A W “TOM SLU^AE SWODITSQ K RE[ENI@ lp-RELAKSACII

min{(c, x)|x ∈ Ω^′}, I, SLEDOWATELXNO, POLINOMIALXNO RAZRE[IMA. wES OPTIMALXNOGO

RE[ENIQ lp-RELAKSACIII DALEE BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ^¯f (c, A).

uSTANOWLENO [71], ^TO DLQ CELO^ISLENNOSTI Ω^′ DOSTATO^NO, ^TOBY MATRICA A BYLA URAWNOWE[ENNOJ, T.E. NE SODERVALA KWADRATNYH PODMATRIC NE^ETNOJ RAZMERNOSTI, W KOTORYH SUMMA “LEMENTOW W KAVDOJ STROKE I KAVDOM STOLBCE RAWNA 2 (SM. TAKVE

[6, 33, 54]). zAMETIM, ^TO L@BAQ ABSOL@TNO UNIMODULQRNAQ (0,1)-MATRICA QWLQETSQ

URAWNOWE[ENNOJ (SM., NAPRIMER, [6]).

bOLX[OJ WKLAD W ISSLEDOWANIE IDEALXNYH MATRIC WNESLI RABOTY a.lEHMANA, W ^ASTNOSTI, IM POLU^ENA SLEDU@]AQ TEOREMA. pUSTX B OBOZNA^AET KWADRATNU@ POD- MATRICU MATRICY A, I^¯B – PODMATRICU, POLU^ENNU@ PERESE^ENIEM STOLBCOW, OBRA- ZU@]IH PODMATRICU B, SO WSEMI OSTAW[IMISQ STROKAMI MATRICY A (PODMATRICA^¯B MOVET BYTX PUSTA). pREDPOLOVIM, ^TO WEKTOR-STOLBEC IZ EDINIC ê I WEKTOR-STROKA IZ EDINIC ē IME@T RAZMERNOSTI, RAWNYE SOOTWETSTWENNO ^ISLU STOLBCOW B I ^ISLU STROK^¯B.

tEOREMA 1 [85] sLEDU@]IE UTWERVDENIQ “KWIWALENTNY:

(1) wSQKAQ KWADRATNAQ NEWYROVDENNAQ PODMATRICA B MATRICY A TAKAQ, ^TO B^{−1}ê > 0, I B̄B^{−1}ê ≥ ē, SODERVIT W KAVDOM STOLBCE I KAVDOJ STROKE ROWNO ODNU EDINICU.

(2) dLQ WSQKIH c ∈ R^n_+ I y ∈ R^n_+ TAKIH, ^TO Ay ≥ e, I f^∗(c, A) ≥ 1, IMEET MESTO NERAWENSTWO (c, y) ≥ 1.

(3) f̄(c, A) = f ∗(c, A) PRI L@BOM c ∈ Rn_{+.}

lEGKO WIDETX, ^TO POSLEDNEE UTWERVDENIE “KWIWALENTNO IDEALXNOSTI MATRICY. pUSTX Ni = {j|1 ≤ j ≤ n, i ∈ Mj }, i = 1, ..., m. bUDEM GOWORITX, ^TO STROKA i DOMINI-

RUET STROKU k, k ≠ i, ESLI N_k ⊆ N_i.

uSTANOWLENO [85], ^TO cWOJSTWOM IDEALXNOSTI OBLADA@T TAKVE I PODMATRICY, PO- LU^ENNYE IZ IDEALXNOJ MATRICY POD DEJSTWIEM SLEDU@]IH DWUH PROCEDUR:

(1) uDALENIE STOLBCA (OPERACIQ ISKL@^ENIQ IZ MATRICY STOLBCA j WMESTE SO

WSEMI STROKAMI S INDEKSAMI IZ Mj );

(2) sVATIE STOLBCA (ISKL@^ENIE STOLBCA S POSLEDU@]IM WY^ERKIWANIEM WSEH

STROK, KOTORYE DOMINIRU@T KAKIE-TO DRUGIE STROKI).

tAKIM OBRAZOM, ESTESTWENNO RASSMOTRETX MINIMALXNYE NEIDEALXNYE MATRICY, T.E. MATRICY, KOTORYE NE QWLQ@TSQ IDEALXNYMI, NO L@BYE IH PODMATRICY, POLU^EN- NYE UDALENIEM I SVATIEM STOLBCOW – IDEALXNY. w RABOTE [86] FORMULIRU@TSQ USLO- WIQ, NEOBHODIMYE DLQ TOGO, ^TOBY MATRICA BYLA MINIMALXNOJ NEIDEALXNOJ. uSTA- NOWLENO, ^TO K ^ISLU TAKIH MATRIC, W ^ASTNOSTI, OTNOSQTSQ (n × n)-MATRICY WYRO-

VDENNOJ PROEKTIWNOJ PLOSKOSTI F_{n−1}, OTWE^A@]IE ZADA^E O POKRYTII, W KOTOROJ M_1 = {2, ..., n}, M_j = {1, j}, j = 2, ..., n. oDNIM IZ SLEDSTWIJ REZULXTATA a.lEHMANA

[86] QWLQETSQ NALI^IE EDINSTWENNOJ DROBNOJ WER[INY U POLI“DRA znp S MINIMALX-

NOJ NEIDEALXNOJ MATRICEJ. mNOVESTWO NOWYH PRIMEROW MINIMALXNYH NEIDEALXNYH MATRIC PRIWODITSQ W RABOTE [61].

w [40] —.bALA[EM POLU^ENA NIVNQQ OCENKA WELI^INY^¯f(e, A) DLQ NEWZWE[EN- NYH znp S FIKSIROWANNYM ZNA^ENIEM OPTIMALXNOGO CELO^ISLENNOGO RE[ENIQ. ~EREZ

B(n, p) OBOZNA^IM znp S MATRICAMI A, IME@]IMI C^{p−1}_n RAZLI^NYH STROK, W KAVDOJ

IZ KOTORYH SODERVITSQ ROWNO p-1 NULEJ. o^EWIDNO, ^TO DLQ B(n, p) MO]NOSTX MINI- MALXNOGO POKRYTIQ RAWNA p.

tEOREMA 2 [40] pUSTX 1 ≤ p ≤ n. tOGDA DLQ lp-RELAKSACIJ ZADA^ O POKRYTII,

TAKIH ^TO f^∗(e, A) = p, IMEET MESTO OCENKA: f̄(e, A) ≥ n n − p + 1 , PRI^EM RAWENSTWO DOSTIGAETSQ DLQ lp-RELAKSACII ZADA^I B(n, p).

tAM VE POLU^ENA WERHNQQ OCENKA OTNO[ENIQ OPTIMALXNYH ZNA^ENIJ ZADA^ I IH LINEJNYH RELAKSACIJ.

tEOREMA 3 [40] dLQ L@BOJ ZADA^I O POKRYTII S NE BOLEE ^EM n PEREMENNYMI WY-

POLNENO SOOTNO[ENIE: f^∗(e, A) f̄ (e, A) ≤ 1 n ⌊ n + 1 2 ⌋ ⌈ n + 1 2 ⌉ = {_n 4 +^1_2 , ESLI n ^ETNOE, n 4 +^1_2 +^1_{4n} , ESLI n NE^ETNOE,

I “TA OCENKA DOSTIVIMA PRI L@BOM n.

w [88] NAJDENA WERHNQQ OCENKA “TOGO OTNO[ENIQ KAK FUNKCIQ OT m. dLQ OB]E- GO SLU^AQ znp ANALOGI^NYJ REZULXTAT SLEDUET IZ OCENKI, POLU^ENNOJ w.hWATALOM

[58] PRI ANALIZE VADNOGO ALGORITMA. pOZDNEE n.n.kUZ@RINYM DANNAQ OCENKA BY-

LA RASPROSTRANENA NA ZADA^U S BOLEE OB]EJ POSTANOWKOJ [21]. pUSTX “LEMENTY MA- TRICY A – NEOTRICATELXNYE CELYE ^ISLA, I b ∈ Z^m_+ . tOGDA OTNO[ENIE OPTIMALX- NYH ZNA^ENIJ CELEWOJ FUNKCII ZADA^I min{(c, x)|Ax ≥ b, x ∈ Z^n_+} I lp-RELAKSACII

min{(c, x)|Ax ≥ b, x ≥ 0} NE PREWY[AET (1 + ln(b, e)) max_{i,j} a_{ij} .

oSOBU@ ROLX MNOGOGRANNIK lp-RELAKSACII IGRAET PRI ANALIZE zwp. w DANNOM SLU^AE lp-RELAKSACIQ OBLADAET SWOJSTWOM POLUCELO^ISLENNOSTI, T.E. U NEE SU]E- STWUET OPTIMALXNOE RE[ENIE x̌ S KOMPONENTAMI 0,^1_2 , 1 (SM., NAPRIMER, [81]). tAKOE RE[ENIE MOVET BYTX NAJDENO, W ^ASTNOSTI, POTOKOWYM ALGORITMOM NA WSPOMOGATELX- NOJ SETI, SOSTOQ]EJ IZ 2(n+1) WER[IN I 2(m+n) DUG. kROME TOGO, W [91] USTANOWLENO, ^TO W CELO^ISLENNYH KOMPONENTAH WEKTOR x̌ SOWPADAET S NEKOTORYM OPTIMALXNYM RE- [ENIEM “TOJ ZADA^I W POSTANOWKE cp WIDA (1). tAKIM OBRAZOM, RAZMERNOSTX zwp WO MNOGIH SLU^AQH MOVET BYTX PONIVENA S POMO]X@ PROCEDURY PREDWARITELXNOJ OBRABOTKI, SOSTOQ]EJ W POISKE x̌ I FIKSACII EGO CELO^ISLENNYH KOMPONENT.

nARQDU S Ω I Ω^′ WEDUTSQ ISSLEDOWANIQ MNOGOGRANNIKA conv(Ω ∩ Z^n) [44, 45, 54, 62].

B [44] OPISAN KLASS FASET MNOGOGRANNIKA ZADA^I O POKRYTII, OPREDELQEMYH NERA-

WENSTWAMI WIDA^{∑n}_{j=1} αj xj ≥ 2, GDE αj ∈ {0, 1, 2}, j = 1, ..., n. pOZDNEE TE VE AWTORY DOKAZALI [45], ^TO L@BAQ TAKAQ FASETA MOVET BYTX POLU^ENA PUTEM POD˙EMA NEKOTO- RYH NERAWENSTW, IME@]IH TOLXKO TRI NENULEWYH KO“FFICIENTA. w [62] OPISAN KLASS FASET WIDA^{∑n}_{j=1} αj xj ≥ β, GDE αj ∈ {0, 1}, j = 1, ..., n, β > 0 – CELOE.

w POSLEDNIE GODY DLQ ISSLEDOWANIQ ZADA^ cp, ANALIZA I POSTROENIQ ALGORITMOW IH RE[ENIQ RAZWIWAETSQ METOD REGULQRNYH RAZBIENIJ [13]. mNOGIE REZULXTATY, W TOM ^ISLE DLQ znp PRI c ∈ Z^m_+ , POLU^ENY NA OSNOWE L-RAZBIENIQ, KOTOROE OPREDELQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM: TO^KI x, y IZ R^n (x ≻ y) “KWIWALENTNY, ESLI NE SU]ESTWUET

z ∈ Z^n TAKOJ, ^TO x ⪰ z ⪰ y. zDESX ≻, ⪰ – SIMWOLY LEKSIKOGRAFI^ESKOGO SRAWNENIQ.

—LEMENTY DANNOGO RAZBIENIQ NAZYWA@TSQ L-KLASSAMI. L-RAZBIENIE OBLADAET SWOJ- STWOM SOGLASOWANNOSTI S LEKSIKOGRAFI^ESKIM PORQDKOM, T.E. “LEMENTY R^n/L MOGUT BYTX LEKSIKOGRAFI^ESKI UPORQDO^ENY. pUSTX V1, V2 ∈ R^n/L. mNOVESTWO V1 LEKSI- KOGRAFI^ESKI BOLX[E V2 (V1 ≻ V2), ESLI x ≻ x^′ DLQ WSEH x ∈ V1, x^′ ∈ V2. tAK KAK DLQ OGRANI^ENNOGO MNOVESTWA S FAKTOR-MNOVESTWO S/L KONE^NO, TO ONO MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE S/L = {V1, V2, . . . , Vθ }, GDE Vk ≻ Vk+1, k = 1, . . . , θ − 1. uSTA- NOWLENO, ^TO MNOGOGRANNIK znp Ω OBLADAET ALXTERNIRU@]EJ L-STRUKTUROJ, T.E. W Ω/L DOPUSTIMYE CELO^ISLENNYE TO^KI I DROBNYE L-KLASSY ^EREDU@TSQ PRI IH LEK- SIKOGRAFI^ESKOM UPORQDO^ENII, PRI^EM V1, Vθ ∈ Z^n.

w “TOM METODE RASSMATRIWAETSQ TAKVE RELAKSACIONNYJ MNOGOGRANNIK

Ω̃ = {(x_0, x_1, ..., x_n)^T ∈ R^{n+1} | x_0 − (c, x) = 0, x ∈ Ω}.

zAMETIM, ^TO RE[ENIE LEKSIKOGRAFI^ESKOJ ZADA^I lexmin^{(~}Ω ∩ Z^{n+1)} RAWNOSILX- NO NAHOVDENI@ LEKSIKOGRAFI^ESKI MINIMALXNOGO OPTIMALXNOGO RE[ENIQ ISHODNOJ znp. wWEDEM MNOVESTWO^~Ω∗, NAZYWAEMOE DROBNYM NAKRYTIEM:

Ω̃_∗ = {x ∈ Ω̃ | x ≺ z DLQ WSEH z ∈ Ω̃ ∩ Z^{n+1}}.

oNO SOOTWETSTWUET ^ASTI MNOGOGRANNIKA^~Ω, POSLEDOWATELXNO ISKL@^AEMOJ W RAZLI^- NYH METODAH RE[ENIQ ZADA^ cp, OSNOWANNYH NA APPARATE NEPRERYWNOJ OPTIMIZA- CII. fAKTOR-MNOVESTWO^~Ω∗/L NAZYWAETSQ L-NAKRYTIEM. mO]NOSTX L-NAKRYTIQ MO- VET RASSMATRIWATXSQ KAK OBOB]ENIE RAZRYWA DWOJSTWENNOSTI f^∗(c, A) −^¯f(c, A).

s POMO]X@ DANNOGO PODHODA POLU^ENY WERHNIE I NIVNIE OCENKI ^ISLA ITERACIJ HORO[O IZWESTNOGO DWOJSTWENNOGO DROBNOGO PROCESSA OTSE^ENIQ (SM., NAPRIMER, [13]) PRI ISPOLXZOWANII L-REGULQRNYH OTSE^ENIJ. oTSE^ENIE NAZYWAETSQ L-REGULQRNYM, ESLI ONO ISKL@^AET “LEMENT L-RAZBIENIQ, SODERVA]IJ LEKSIKOGRAFI^ESKIJ MINIMUM TEKU]EGO MNOGOGRANNIKA (NAPRIMER, L-REGUQRNYMI QWLQ@TSQ NEKOTORYE OTSE^ENIQ gOMORI). s POMO]X@ L-RAZBIENIQ WWODITSQ PONQTIE GLUBINY OTSE^ENIQ, POD KOTO- ROJ PONIMAETSQ ^ISLO L-KLASSOW, POLNOSTX@ ISKL@^AEMYH I IZ L-NAKRYTIQ TEKU]EJ ZADA^I.

pUSTX I(^~Ω) – ^ISLO OTSE^ENIJ, ISPOLXZUEMYH PRI RE[ENII znp, H(^~Ω) – WERHNQQ OCENKA GLUBINY OTSE^ENIJ. tOGDA IME@T MESTO OCENKI [13]: 1 H(Ω̃) |Ω̃_∗/L| ≤ I(Ω̃) ≤ |Ω̃_∗/L|. w ^ASTNOSTI, DLQ KLASSA TAK NAZYWAEMYH WPOLNE REGULQRNYH OTSE^ENIJ, W KOTOROM SODERVATSQ OTSE^ENIQ B-ALGORITMA [15] I ALGORITMA [36], POKAZANO, ^TO H(^~Ω) = n + 1 (SM., NAPRIMER, [13]).

2.2 nEKOTORYE SPECIALXNYE KLAScY ZADA^

pUSTX B^N = {(x1, . . . , xN )|x ∈ {0, 1}^N } – EDINI^NYJ N-MERNYJ KUB. pOD q-M SLO- EM B^N PONIMAETSQ MNOVESTWO B^N_q = {x ∈ B^N |^{∑N}_{j=1} xj = q}. pUSTX l < k, ζ ∈ B^N_l I ξ ∈ B^N_k . wER[INA ξ POKRYWAET WER[INU ζ, ESLI ζj ≤ ξj , j = 1, . . . , N. tREBUETSQ NAJTI MO]NOSTX MINIMALXNOGO POKRYTIQ WER[IN l-GO SLOQ B^N WER[INAMI k-GO SLOQ, KOTORAQ OBOZNAETSQ ^EREZ M(N, k, l). dANNAQ ZADA^A O POKRYTII IMEET MATRICU A RAZMERA C^l_N × C^k_N , KOTORAQ W KAVDOJ STROKE SODERVIT ROWNO C^{k−l}_{N −l} EDINIC, A W KAVDOM STOLBCE ROWNO C^l_k EDINIC. sEMEJSTWA TAKIH ZADA^ IME@T BOLX[OE ZNA^ENIE W KOMBI- NATORIKE. o^EWIDNO, SPRAWEDLIWA OCENKA M(N, k, l) ≥ C^l_N /C^l_k . pRI FIKSIROWANNYH k I l, l < k DLQ SEMEJSTWA ZADA^ O POKRYTII l-GO SLOQ B^N WER[INAMI k-GO SLOQ PRED- LOVEN “FFEKTIWNYJ ALGORITM [22], POZWOLQ@]IJ STROITX ASIMPTOTI^ESKI HORO[IE POKRYTIQ JN (k, l), DLQ KOTORYH |JN (k, l)| · C^l_k/C^l_N →_{N →∞} 1. oCENKI I TO^NYE ZNA^ENIQ

M(N, k, l) DLQ NEKOTORYH ZNA^ENIJ PARAMETROW N, k, l DANY W [19, 32, 37]. s POMO]X@

“TIH REZULXTATOW MOGUT BYTX POLU^ENY OCENKI OPTIMALXNYH RE[ENIJ I DLQ BOLEE [IROKOGO KLASSA ZADA^ (SM., NAPRIMER, [19]).

pUSTX U – N-“LEMENTNOE MNOVESTWO, l, k – CELYE ^ISLA (l < k < N). pODNOVESTWO MNOVESTWA U, SOSTOQ]EE IZ q “LEMENTOW NAZOWEM q-PODMNOVESTWOM. sISTEMOJ –TEJ-

NERA NAZYWAETSQ SEMEJSTWO S k-PODMNOVESTW IZ U TAKOE, ^TO L@BOE l-PODMNOVESTWO

IZ U SODERVITSQ ROWNO W ODNOM k-PODMNOVESTWE. wOPROS O SU]ESTWOWANII SISTEM –TEJNERA DLQ PARAMETROW N, k, l SWQZAN S OPREDELENIEM M(N, k, l). o^EWIDNO, ^TO MO]NOSTX SISTEM –TEJNERA, ESLI ONI SU]ESTWU@T, RAWNA C^l_N /C^l_k. dLQ SOOTWETSTWU- @]EJ znp W CELO^ISLENNOJ POSTANOWKE “TO OZNA^AET, ^TO RAZRYW DWOJSTWENNOSTI RAWEN 0. s POISKOM NEKOTORYH SISTEM –TEJNERA SWQZAN WOPROS O SU]ESTWOWANII PRO- EKTIWNYH PLOSKOSTEJ ZADANNOGO PORQDKA (SM., NAPRIMER, [19, 37]). sISTEMY –TEJNERA IME@T I PRIKLADNOE ZNA^ENIE, W ^ASTNOSTI, W OBLASTI PLANIROWANIQ “KSPERIMENTOW.

pRI “KSPERIMENTALXNOM ISSLEDOWANII RAZLI^NYH ALGORITMOW RE[ENIQ znp W KA- ^ESTWE TESTOWYH ZADA^ ISPOLXZU@TSQ TAK NAZYWAEMYE ZADA^I –TEJNERA. —TO ZADA^I O POKRYTII S RAZMERNOSTX@ m = C^2_N /3, n = N, W KOTORYH STROKI MATRICY A SO- STAWLQ@T SISTEMU TROEK –TEJNERA, T.E. NABOR TROEK N-“LEMENTNOGO MNOVESTWA TA- KOJ, ^TO L@BAQ PARA EGO “LEMENTOW SODERVITSQ ROWNO W ODNOJ TROJKE. nEOBHODIMYM I DOSTATO^NYM USLOWIEM SU]ESTWOWANIQ SISTEM TROEK –TEJNERA QWLQETSQ USLOWIE

N ≡ 1, 3(mod 6) [35]. dLQ L@BOGO IZ “TIH ZNA^ENIJ N SISTEMA –TEJNERA MOVET BYTX

POSTROENA REKURSIWNYM METODOM IZ NEKOTORYH SISTEM TROEK –TEJNERA MENX[EGO PO- RQDKA.

w [31] ISSLEDUETSQ L-STRUKTURA NEWZWE[ENNYH ZADA^ O POKRYTII B(n, p) IZ SEMEJ- STWA, PREDLOVENNOGO —.bALA[EM [40]. oBOZNA^IM ^EREZ K(n, p) LEKSIKOGRAFI^ESKU@ ZADA^U, SOOTWETSTWU@]U@ B(n, p). w [31] IZ SEMEJSTWA [40] WYDELENY ZADA^I, U KO- TORYH MO]NOSTX L-NAKRYTIQ RASTET “KSPONENCIALXNO S UWELI^ENIEM ^ISLA PEREMEN- NYH.

tEOREMA 4 [31] dLQ ZADA^I K(n, ⌈^{n+1}_2 ⌉) (n ≥ 4) IMEET MESTO OCENKA: | |Ω̃_∗/L | | ≥ 2^{n−4} n − 3 . ~ISLO OGRANI^ENIJ W UKAZANNYH ZADA^AH TAKVE “KSPONENCIALXNO ZAWISIT OT n.

lEGKO POKAZATX, ^TO “TI ZADA^I QWLQ@TSQ TRUDNYMI DLQ METODA WETWEJ I GRANIC l“ND I dOJG. tAM VE RASSMOTRENY ZADA^I G(k) S n = 3k I MATRICEJ, NA DIAGONALI KOTOROJ RASPOLOVENY BLOKI RAZMERA 3 × 3 S DWUMQ EDINICAMI W KAVDOJ STROKE I STOLBCE.

tEOREMA 5 [31] dLQ ZADA^I G(k) IMEET MESTO OCENKA: |Ω̃_∗/L| ≥ 3^n3 − 3 8 . pRI RE[ENII “TIH ZADA^ ODNIM IZ IZWESTNYH WARIANTOW 1-GO ALGORITMA gOMO- RI ^ISLO ISPOLXZUEMYH L-REGULQRNYH OTSE^ENIJ NE PREWOSHODIT n, W TO WREMQ KAK METODU l“ND I dOJG TREBUETSQ 2^{k+1} ITERACIJ.

2.3 sLOVNOSTX PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ

wWIDU TOGO, ^TO RASSMATRIWAEMAQ ZADA^A NP -TRUDNA, ESTESTWENNO ISKATX “FFEKTIW- NYE PRIBLIVENNYE ALGORITMY, DOSTAWLQ@]IE RE[ENIQ SO ZNA^ENIQMI CELEWOJ FUNK- CII, KOTORYE ”BLIZKI” K OPTIMALXNYM. dALEE W KA^ESTWE PRIBLIVENNYH ALGORITMOW

BUDEM RASSMATRIWATX TOLXKO POLINOMIALXNYE ALGORITMY. pRINQTO GOWORITX, ^TO PRIBLIVENNYJ ALGORITM DLQ ZADA^I MINIMIZACII IMEET MULXTIPLIKATIWNU@ OCEN- KU TO^NOSTI δ, ESLI DLQ PROIZWOLXNOJ INDIWIDUALXNOJ ZADA^I POLU^AEMOE IM RE[E- NIE PREWY[AET OPTIMUM NE BOLEE, ^EM W δ RAZ (ZDESX I DALEE IMEETSQ WWIDU APRIORNAQ OCENKA TO^NOSTI). dLQ KRATKOSTI W DALXNEJ[EM SLOWO ”MULXTIPLIKATIWNAQ” BUDET OPUSKATXSQ.

iNTERESNYE REZULXTATY PO SLOVNOSTI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ NP -TRUDNYH ZA- DA^ POLU^ENY S ISPOLXZOWANIEM WEROQTNOSTNYH METODOW I, W ^ASTNOSTI, NOWOJ WEROQT- NOSTNOJ HARAKTERIZACII KLASSA NP . uSTANOWLENO [96], ^TO DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY

α > 0 SU]ESTWOWANIE POLINOMIALXNOGO ALGORITMA, KOTORYJ GARANTIROWANNO NAHODIT

RE[ENIE znp NE BOLEE, ^EM W α ln m RAZ PREWY[A@]EE OPTIMUM, WLE^ET P = NP . kROME TOGO, W [69] DOKAZANO: ESLI SPRAWEDLIWA GIPOTEZA NP ≠ DT IME(n^{O(log log n)}), TO NE SU]ESTWUET POLINOMIALXNOGO ALGORITMA S GARANTIROWANNOJ OCENKOJ TO^NOSTI

(1 − ε) ln m DLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO ε > 0. iZWESTNAQ SWODIMOSTX znp K ZADA^E

O DOMINIRU@]EM MNOVESTWE WER[IN SOHRANQET OTNO[ENIE WESA PRIBLIVENNOGO RE- [ENIQ K WESU TO^NOGO. tAKIM OBRAZOM, OBE ZADA^I ODINAKOWO TRUDNY S TO^KI ZRENIQ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ S GARANTIROWANNOJ OCENKOJ TO^NOSTI.

w OTLI^IE OT znp DLQ ZADA^I WER[INNOGO POKRYTIQ ZA POLINOMIALXNOE WREMQ MOVET BYTX POLU^ENO PRIBLIVENNOE RE[ENIE, NE BOLEE ^EM W KONSTANTU RAZ PREWY[A- @]EE OPTIMUM (IZWESTEN PRIBLIVENNYJ ALGORITM [46] S OCENKOJ TO^NOSTI δ = 2). tEM NE MENEE, KAK POKAZANO W [79], DLQ zwp NE SU]ESTWUET POLINOMIALXNOGO PRIBLIVENNO- GO ALGORITMA S OCENKOJ TO^NOSTI δ < 7/6 PRI USLOWII, ^TO NP ≠ P . nIVNIE GRANICY TO^NOSTI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ POLU^ENY I DLQ NEKOTORYH ^ASTNYH SLU^AEW “TOJ ZADA^I. nAPRIMER, W [67] USTANOWLENO, ^TO NA WS@DU ε-PLOTNOM GRAFE RE[ENIE zwp S OCENKOJ TO^NOSTI δ <^{7+ε}_{6+2ε} QWLQETSQ TAKVE NP -TRUDNOJ ZADA^EJ (PRI ε ∈ (0, 1) GRAF NAZYWAETSQ WS@DU ε-PLOTNYM, ESLI minv∈V deg v ≥ ε|V |). w [59] NAJDENA NIVNQQ GRANICA TO^NOSTI PRI OGRANI^ENII STEPENI WER[IN SWERHU.

oDNA IZ PERWYH OCENOK SLOVNOSTI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ zwp BYLA POLU^ENA r.g.nIGMATULLINYM W TERMINAH ADDITIWNOJ TO^NOSTI [28]. iZ REZULXTATOW “TOJ RA- BOTY DLQ NEWZWE[ENNOJ zwp SLEDUET NP -TRUDNOSTX ZADA^I OTYSKANIQ POKRYTIQ, W KOTOROM ^ISLO WER[IN PREWOSHODIT OPTIMALXNOE ZNA^ENIE CELEWOJ FUNKCII NE BOLEE, ^EM NA |V |^{1−ε} PRI L@BOM ZADANNOM ε > 0.

3. aLGORITMY 3.1 pRIBLIVENNYE ALGORITMY

dLQ ZADA^ O POKRYTII RAZRABOTANO ZNA^ITELXNOE ^ISLO PRIBLIVENNYH ALGORITMOW S APRIORNYMI OCENKAMI TO^NOSTI POLU^AEMYH RE[ENIJ. oDNIM IZ PERWYH PRIBLIVEN- NYH ALGORITMOW, PREDLOVENNYH DLQ NEWZWE[ENNOJ znp, QWLQETSQ VADNYJ ALGORITM. w “TOM ALGORITME NA KAVDOJ ITERACII W KA^ESTWE O^EREDNOGO “LEMENTA POKRYTIQ WYBIRAETSQ PODMNOVESTWO, POKRYWA@]EE NAIBOLX[EE ^ISLO “LEMENTOW IZ M, NE PO- KRYTYH NA PREDYDU]IH ITERACIQH. w RABOTE r.g.nIGMATULLINA [29] (SM. TAKVE [26]) PRI f^∗(e, A) > 1 DLQ VADNOGO ALGORITMA DOKAZANA SLEDU@]AQ OCENKA TO^NOSTI:

δ ≤ 1 + ln m − ln(f^∗(e, A))

f^∗(e, A) ln(1 + 1/(f^∗(e, A) − 1))

≤ 1 + ln m − ln(f^∗(e, A)).

bLIZKIJ REZULXTAT BYL NEZAWISIMO POLU^EN W RABOTAH d.dVONSONA [82] I l.lOWASA

[88]:

δ ≤ 1 + ln( max_{j=1...n} |M_j |). (2)

pOZDNEE BYLO USTANOWLENO [97], ^TO W NEWZWE[ENNOM SLU^AE DLQ VADNOGO ALGORITMA IMEET MESTO OCENKA TO^NOSTI ln m − ln ln m + 0.78, KOTORAQ BLIZKA K IZWESTNOJ NIV- NEJ GRANICE [69]. oBOZNA^IM MO]NOSTX POKRYTIQ, NAJDENNOGO DANNYM ALGORITMOM ^EREZ fgr(e, A). w [26] POKAZANO ^TO, ESLI KAVDAQ STROKA MATRICY A SODERVIT NE ME- NEE k EDINIC, TO fgr(e, A) ≤ 1 +^n_k^(1 + ln^{mk}_n^). o^EWIDNO, “TO NERAWENSTWO DAET TAKVE WERHN@@ OCENKU MO]NOSTI OPTIMALXNOGO POKRYTIQ DLQ UKAZANNOGO KLASSA MATRIC. w RQDE RABOT (SM., W ^ASTNOSTI, [24, 32, 34]) DLQ NEKOTORYH KLASSOW NEWZWE[ENNYH ZA- DA^ O POKRYTII POLU^ENY NEALGORITMI^ESKIE WERHNIE OCENKI MO]NOSTI NAIMENX[IH POKRYTIJ.

dLQ znp S PROIZWOLXNYMI WESAMI w.hWATAL PREDLOVIL MODIFIKACI@ VADNO- GO ALGORITMA, GDE NA KAVDOJ ITERACII W POKRYTIE WKL@^AETSQ PODMNOVESTWO Mj S MAKSIMALXNYM OTNO[ENIEM ^ISLA POKRYWAEMYH “LEMENTOW, NE POKRYTYH NA PRE- DYDU]IH ITERACIQH, K WESU cj (W SLU^AE, ESLI cj = 0, OTNO[ENIE POLAGAEM RAWNYM

+∞). kAK POKAZANO W [58], DLQ DANNOGO ALGORITMA OCENKA (2) SPRAWEDLIWA PRI L@BYH

POLOVITELXNYH WESAH.

s POMO]X@ TEHNIKI RANDOMIZIROWANNOGO OKRUGLENIQ DLQ OBOB]ENNOJ ZADA^I O POKRYTII WIDA min{(c, x)|Ax ≥ b, x ∈ Z^n_+}, GDE b > 0, PREDLOVEN ALGORITM S NOWOJ OCENKOJ TO^NOSTI [98]: δ ≤ 1 + O ( max { ln ( mβ/f̄ ) /β, √ ln ( 2 ⌈ mβ/f̄ ⌉) /β }) , GDE^¯f – OPTIMALXNOE ZNA^ENIE CELEWOJ FUNKCII lp-RELAKSACII OBOB]ENNOJ ZADA- ^I. w OSNOWE PRIMENQEMOJ ZDESX TEHNIKI LEVIT WYQWLENIE NEKOTOROGO RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ, PRI KOTOROM BLIZKIE K OPTIMUMU DOPUSTIMYE RE[ENIQ POQWLQ@TSQ DOSTATO^NO ^ASTO (PRI “TOM, KAK PRAWILO ISPOLXZUETSQ INFORMACIQ O RE[ENII lp- RELAKSACII ZADA^I). dALEE S ISPOLXZOWANIEM POLU^ENNOGO RASPREDELENIQ STROITSQ DETERMINIROWANNYJ ALGORITM, W KOTOROM NA OSNOWE RE[ENIQ lp-RELAKSACII PROISHO- DIT POSLEDOWATELXNAQ FIKSACIQ CELO^ISLENNYH ZNA^ENIJ PEREMENNYH, OKRUGLENNYH WNIZ ILI WWERH. dANNYJ PODHOD K POLU^ENI@ PRIBLIVENNYH RE[ENIJ S GARANTIRO- WANNYMI OCENKAMI TO^NOSTI BYL NEZAWISIMO PREDLOVEN W [94] DLQ ZADA^I OB UPAKOWKE I W [20] DLQ OBOB]ENNOJ ZADA^I O POKRYTII.

w SLU^AE, KOGDA ^ISLO EDINIC W KAVDOJ STROKE MATRICY A OGRANI^ENO SWERHU KONSTANTOJ Δ, IZWESTEN ALGORITM (SM., NAPRIMER, [46, 81]) S TRUDOEMKOSTX@ O(mn) I OCENKOJ TO^NOSTI Δ (NESKOLXKO BOLEE SILXNYE OCENKI SODERVATSQ W RABOTE [77]).

dLQ zwp WOPROS O SU]ESTWOWANII “FFEKTIWNOGO ALGORITMA S OCENKOJ TO^NOSTI MENX[E 2 DO SIH POR OTKRYT, ODNAKO, DLQ MNOGIH ^ASTNYH SLU^AEW “TOJ ZADA^I RAZ- RABOTANY ALGORITMY S BOLEE SILXNYMI APRIORNYMI OCENKAMI. nAPRIMER, PRI USLO- WII, ^TO maxv∈V deg v ≤ d, PREDLOVEN “FFEKTIWNYJ ALGORITM [76] TRUDOEMKOSTI

O(dn^{3/2}) S OCENKOJ TO^NOSTI 2 −^3_{d+2} . iZWESTEN ALGORITM [47] S OCENKOJ 2 −^{ln ln n}_{2 ln n} I TRU-

DOEMKOSTX@ O(n^3). w [77] PREDLOVEN PRIBLIVENNYJ ALGORITM S OCENKOJ TO^NOSTI

2 − (1 − o(1))^{2 ln ln d}_{ln d} . dLQ NEWZWE[ENNOJ zwp NA PLANARNOM GRAFE SU]ESTWUET POLINO-

MIALXNAQ PRIBLIVENNAQ SHEMA, A NA WS@DU ε-PLOTNOM GRAFE DLQ NEWZWE[ENNOJ ZADA^I IZWESTEN PRIBLIVENNYJ ALGORITM [83] S OCENKOJ^2_{1+ε} I TRUDOEMKOSTX@ O(mn). w [67]

DANNAQ OCENKA PERENESENA NA SLU^AJ WZWE[ENNOJ zwp: ESLI DLQ L@BOJ v ∈ V WES SMEVNYH S v WER[IN NE PREWY[AET ρw(V ), TO ZA WREMQ O(mn) STROITSQ RE[ENIE S OCENKOJ TO^NOSTI^2_{1+ρ} .

dOSTATO^NO PODROBNYJ OBZOR PO PRIBLIVENNYM ALGORITMAM SODERVITSQ W [81]. pOSLEDNIE DOSTIVENIQ W “TOJ OBLASTI MOGUT BYTX NAJDENY W SETI iNTERNET PO ADRESU

http://www.nada.kth.se/nada/theory/problemlist (SM. [63]).

3.2 wEROQTNOSTNYJ ANALIZ ZADA^ I ALGORITMOW

kAK OTME^ALOSX WY[E, W HUD[EM SLU^AE POLU^ENIE TO^NOGO ILI ”HORO[EGO” PRIBLI- VENNOGO RE[ENIQ znp PREDSTAWLQET BOLX[U@ TRUDNOSTX. w SWQZI S “TIM ESTESTWENNO WOZNIKAET WOPROS O WOZMOVNOSTI “FFEKTIWNOGO RE[ENIQ znp PRI OPREDELENNYH PRED- POLOVENIQH O RASPREDELENII WEROQTNOSTEJ ISHODNYH DANNYH. zDESX MY RASSMOTRIM NEKOTORYE WEROQTNOSTNYE REZULXTATY, OTNOSQ]IESQ K NEWZWE[ENNYM ZADA^AM, KOGDA ISHODNYE DANNYE PREDSTAWLENY SLU^AJNOJ MATRICEJ ILI GRAFOM. kAK WYQSNILOSX, DLQ DOSTATO^NO [IROKIH KLASSOW SLU^AJNYH ZADA^ PRI POMO]I PROSTYH “WRISTIK OBNARUVIWA@TSQ ASIMPTOTI^ESKI TO^NYE RE[ENIQ.

k.wERCELLISOM [99] POLU^ENY ASIMPTOTI^ESKIE OCENKI MO]NOSTI NAIMENX[EGO POKRYTIQ, KOGDA ISHODNYE DANNYE ZADA^ OBRAZU@T SLU^AJNU@ POSLEDOWATELXNOSTX MATRIC {Am,n}, GDE MATRICA Am,n IMEET RAZMERNOSTX (m × n), m → ∞ I n = n(m). —LEMENTY MATRIC ZDESX PREDLAGAETSQ GENERIROWATX NEZAWISIMO, NAZNA^AQ aij = 0 S FIKSIROWANNOJ WEROQTNOSTX@ q I aij = 1 – W PROTIWNOM SLU^AE. o^EWIDNO, W SLU^AJ- NOJ MATRICE Am,n MOVET SODERVATXSQ STROKA IZ NULEJ, TOGDA SOOTWETSTWU@]AQ znp OKAZYWAETSQ NERAZRE[IMA.

tEOREMA 6 [99]

1. eSLI n = n(m) I lim_{m→∞}^n_{ln m} <^1_{ln(1/q)} , TO S WEROQTNOSTX@ 1 POSLEDOWATELXNOSTX

{A_{n,m}} SODERVIT LI[X KONE^NOE ^ISLO MATRIC, IME@]IH PO KRAJNEJ MERE ODNU EDI- NICU W KAVDOJ STROKE.

2. eSLI n = n(m) I lim_{m→∞}^n_{ln m} = ∞, TO S WEROQTNOSTX@ 1 POSLEDOWATELXNOSTX

{A_{n,m}} SODERVIT LI[X KONE^NOE ^ISLO MATRIC, IME@]IH STROKU IZ NULEJ.

w [99] TAKVE PREDLOVEN PROSTOJ POLINOMIALXNYJ ALGORITM, QWLQ@]IJSQ ASIM- PTOTI^ESKI TO^NYM PRI UKAZANNOM SPOSOBE GENERACII SLU^AJNYH ZADA^. oBOZNA^IM WES RE[ENIQ, POLU^ENNOGO “TIM ALGORITMOM ^EREZ fa(e, A_{m,n(m)}). w SLU^AE, KOGDA Am,n ZADAET NERAZRE[IMU@ znp, WELI^INY fa(e, Am,n(m)) I f^∗(e, Am,n(m)) BUDEM S^ITATX PROIZWOLXNYMI NATURALXNYMI ^ISLAMI.

tEOREMA 7 [99] pUSTX n = n(m), lim_{m→∞}^n_{ln m} = ∞, I NAJDETSQ ^ISLO α > 0 TAKOE,

^TO n(m) ≤ m^α PRI m = 1, 2, .... tOGDA: 1. f �(e,Am,n(m)) ln m −→ m→∞ 1 ln(1/q) PO^TI NAWERNOE. 2. fa(e,Am,n(m) ) f �(e,Am,n(m)) −→m→∞ 1 PO^TI NAWERNOE. iSSLEDOWANIE ^ISLA ITERACIJ ODNOGO KLASSA TO^NYH ALGORITMOW PRI ANALOGI^NOM RASPREDELENII SLU^AJNYH MATRIC PROWODILOSX W [87]. w “TOJ RABOTE POKAZANO, ^TO TRUDOEMKOSTX RASSMOTRENNYH TAM ALGORITMOW, KAK PRAWILO, SU]ESTWENNO NIVE PO SRAWNENI@ S IH TRUDOEMKOSTX@ W HUD[EM SLU^AE.

dRUGOJ PODHOD K POROVDENI@ SLU^AJNYH ZADA^ ISPOLXZOWAN W RABOTE n.n.kUZ@RINA

[19], GDE SLU^AJNYE MATRICY POSLEDOWATELXNOSTI {A_{m(n),n,k(n)}} WYBIRA@TSQ S RAWNO-

MERNYM RASPREDELENIEM IZ MNOVESTWA WSEH MATRIC S n STOLBCAMI I m(n) STROKAMI, SODERVA]IH W KAVDOJ STROKE ROWNO k(n) EDINIC. w “TOM SLU^AE PRI NEKOTORYH DO- POLNITELXNYH PREDPOLOVENIQH O ROSTE WELI^IN m(n) I k(n) DLQ VADNOGO ALGORITMA DOKAZANA SHODIMOSTX PO WEROQTNOSTI fgr(e, A_{m(n),n,k(n)})/f^∗(e, A_{m(n),n,k(n)}) →_{n→∞} 1.

zNA^ITELXNOE WNIMANIE W LITERATURE UDELQETSQ ZADA^E WER[INNOGO POKRYTIQ NA SLU^AJNYH GRAFAH. pRI “TOM MNOGIE AWTORY RASSMATRIWA@T zwp NA GRAFAH Gn IZ n WER[IN, GDE L@BAQ PARA WER[IN SOEDINQETSQ REBROM S FIKSIROWANNOJ WEROQTNO- STX@ p ∈ (0, 1) NEZAWISIMO OT NALI^IQ DRUGIH REBER. w ^ASTNOM SLU^AE, KOGDA p =^1_2 , DANNYJ SPOSOB GENERACII GRAFOW DAET RAWNOMERNOE RASPREDELENIE NA MNOVESTWE n- WER[INNYH POME^ENNYH GRAFOW. sLEDU@]AQ TEOREMA w.pALLIBLANK OPISYWAET TI- PI^NYJ WID OPTIMALXNOGO RE[ENIQ lp-RELAKSACII NEWZWE[ENNOJ zwp.

tEOREMA 8 [93] pRI L@BOM p ∈ (0, 1) DLQ OPISANNOGO WY[E RASPREDELENIQ SLU^AJ-

NYH GRAFOW lp-RELAKSACIQ zwp IMEET EDINSTWENNOE OPTIMALXNOE RE[ENIE x̌ =

(_1

2 ,^1_2 , ...,^1_2 ) S WEROQTNOSTX@, STREMQ]EJSQ K 1 PRI n → ∞.

tAKIM OBRAZOM, DLQ PO^TI WSEH SLU^AJNYH GRAFOW PREDWARITELXNAQ FIKSACIQ CE- LO^ISLENNYH KOMPONENT OPTIMALXNOGO RE[ENIQ lp-RELAKSACII zwp NE DAET PONIVE- NIQ RAZMERNOSTI ZADA^I (W ^ASTNOSTI, KAK POKAZANO W [93], PRI p =^1_2 I n = 100, WERO- QTNOSTX PRISUTSTWIQ W WEKTORE x̌ CELO^ISLENNYH KOMPONENT NE PREWY[AET 1.4×10^{−8} ).

aSIMPTOTI^ESKIE OCENKI MO]NOSTI NAIMENX[EGO WER[INNOGO POKRYTIQ α0(Gn) W SLU^AJNOM GRAFE Gn MOGUT BYTX LEGKO POLU^ENY IZ OCENOK DLQ NAIBOLX[EGO NEZAWI- SIMOGO MNOVESTWA ILI KLIKI, NAJDENNYH W CELOM RQDE RABOT (SM., NAPRIMER, [16, 52]). w ^ASTNOSTI, PRI L@BOM p > 0 USTANOWLENO SU]ESTWOWANIE TAKOGO γ(p), DLQ KOTOROGO

α_0(G_n) ≥ n − γ(p) ln(n) S WEROQTNOSTX@, STREMQ]EJSQ K 1 PRI n → ∞. tAKIM OBRA-

ZOM, PRI FIKSIROWANNOM p S ROSTOM n OTNO[ENIE^n_{α0(Gn)} STREMITSQ PO WEROQTNOSTI K 1, I L@BOJ “WRISTI^ESKIJ ALGORITM POSTROENIQ WER[INNOGO POKRYTIQ QWLQETSQ ASIMPTOTI^ESKI TO^NYM.

aSIMPTOTI^ESKIE OCENKI MO]NOSTI NAIMENX[EGO DOMINIRU@]EGO MNOVESTWA WER- [IN I ^ISLA TUPIKOWYH (TO ESTX MINIMALXNYH PO WKL@^ENI@) WER[INNYH POKRYTIJ PRIWODQTSQ W [16]. r.g.nIGMATULLINYM W [27] POLU^ENY ASIMPTOTI^ESKIE OCENKI ^I- SLA TUPIKOWYH POKRYTIJ WER[IN GRAFA REBRAMI.

3.3 —WRISTIKI

dLQ POISKA PRIBLIVENNYH RE[ENIJ ZADA^ BOLX[OJ RAZMERNOSTI [IROKOE RASPRO- STRANENIE POLU^ILI “WRISTI^ESKIE ALGORITMY, W ^ASTNOSTI, METODY LAGRANVEWOJ RELAKSACII [41, 48, 56], GENETI^ESKIE ALGORITMY [7, 39, 50], POISK S ZAPRETAMI [95], ALGORITMY MURAWXINOJ KOLONII [38], NEJRONNYE SETI [75] I DRUGIE. bOLX[INSTWO “WRISTI^ESKIH METODOW OSNOWANO NA ^ASTI^NOM PEREBORE POKRYTIJ S U^ETOM NAKAP- LIWAEMOJ PRI “TOM STATISTI^ESKOJ INFORMACII. kAK PRAWILO, SOPOSTAWLENIE “WRI- STIK OSU]ESTWLQETSQ NA OSNOWE WY^ISLITELXNOGO “KSPERIMENTA, T.K. GARANTIROWAN- NYE APRIORNYE OCENKI TO^NOSTI NA PRAKTIKE ^ASTO OKAZYWA@TSQ DALEKI OT “KSPE- RIMENTALXNYH REZULXTATOW, A TEORETI^ESKIJ WEROQTNOSTNYJ ANALIZ ZATRUDNQETSQ SLOVNOSTX@ WY^ISLITELXNYH SHEM.

mETODY LAGRANVEWOJ RELAKSACII WPERWYE BYLI PREDLOVENY DLQ PRIBLIVEN-

NOGO RE[ENIQ lp-RELAKSACII ZADA^I KOMMIWOQVERA [33, 80] I [IROKO ISPOLXZU@TSQ DLQ POLU^ENIQ OCENOK OPTIMALXNOGO ZNA^ENIQ CELEWOJ FUNKCII I POSTROENIQ PRI- BLIVENNOGO RE[ENIQ W RAZLI^NYH ZADA^AH CELO^ISLENNOGO PROGRAMMIROWANIQ. oT- LI^ITELXNAQ OSOBENNOSTX “TIH METODOW SOSTOIT W TOM, ^TO ONI WO MNOGIH SLU^AQH POZWOLQ@T POLU^ATX DOSTATO^NO BLIZKIE K OPTIMUMU OCENKI PRI SRAWNITELXNO MA- LYH WY^ISLITELXNYH ZATRATAH.

pRI RE[ENII znp RASPROSTRANEN PODHOD, KOGDA KAVDOJ STROKE MATRICY A SO- POSTAWLQETSQ MNOVITELX lAGRANVA ui, i = 1, ..., m. dLQ PROIZWOLXNOGO WEKTORA u =

(u_1, ..., u_m) ∈ R^m_+ FORMULIRUETSQ PODZADA^A WY^ISLENIQ LAGRANVIANA: L(u) = ue + min_{x∈{0,1}n}(c^T − uA)x, GDE PODHODQ]IJ WEKTOR x(u) = arg min_{x∈{0,1}n}(c^T − uA)x LEGKO OTYSKIWAETSQ ANALITI-

^ESKI. zAMETIM, ^TO max_{u≥0} L(u) =^¯f(c, A), PO“TOMU PODBOROM WEKTORA u MOVET BYTX POLU^ENO TO^NOE ZNA^ENIE OPTIMUMA CELEWOJ FUNKCII lp-RELAKSACII ILI NEKOTORAQ NIVNQQ GRANICA z_L = L(u). kAK PRAWILO, S CELX@ “KONOMII WY^ISLITELXNYH ZATRAT OGRANI^IWA@TSQ PRIBLIVENNYM RE[ENIEM ZADA^I MAKSIMIZACII L(u) S POMO]X@ “WRISTI^ESKOJ SUBGRADIENTNOJ PROCEDURY. w PROCESSE WYPOLNENIQ DANNOJ PROCEDU- RY STROITSQ POSLEDOWATELXNOSTX WEKTOROW {u^{(0)}, u^{(1)}, ..., u^{(τ )}}, u^{(t)}_i = max{0, u^{(t−1)}_i +

σ_tg_i(u^{(t−1)})}, i = 1, ..., m, GDE g(u) = e − Ax(u) – WEKTOR SUBGRADIENTA, σ_t ∈ R_+ – DLINA

[AGA. dLQ WY^ISLENIQ OCENKI zL ISPOLXZUETSQ WEKTOR ũ = arg max_{t=1,...,τ} L(u^{(t)}). kOMPO-

NENTY WEKTORA c^T − ũA SODERVAT POLEZNU@ INFORMACI@ O ”CENNOSTI” POKRYWA@]IH MNOVESTW I MOGUT BYTX ISPOLXZOWANY W VADNYH I DRUGIH “WRISTIKAH [41, 42, 56]. kAK PRAWILO, W PROCESSE RABOTY ALGORITMA NA OSNOWE POLU^ENNOGO WEKTORA ũ OSU]ESTWLQ- ETSQ FIKSACIQ NEKOTORYH PEREMENNYH ZADA^I, POSLE ^EGO W O^EREDNOJ RAZ WYPOLNQETSQ PROCEDURA SUBGRADIENTNOJ OPTIMIZACII. sUDQ PO “KSPERIMENTALXNYM DANNYM IZ PU- BLIKACIJ, WY^ISLITELXNAQ SHEMA [56] PO KA^ESTWU RE[ENIJ PREDSTAWLQETSQ NAIBOLEE PERSPEKTIWNOJ SREDI IZWESTNYH NAM “WRISTIK, OSNOWANNYH NA LAGRANVEWOJ RELAKSA- CII.

gENETI^ESKIJ ALGORITM (ga) PREDSTAWLQET SOBOJ “WRISTI^ESKIJ METOD SLU^AJ-

NOGO POISKA, OSNOWANNYJ NA PRINCIPE IMITACII “WOL@CII BIOLOGI^ESKOJ POPULQCII

[74]. w BOLX[INSTWE WARIANTOW ga DLQ znp W PROCESSE RABOTY ALGORITMA PROISHO-

DIT POSLEDOWATELXNAQ SMENA POPULQCIJ, KAVDAQ IZ KOTORYH QWLQETSQ SEMEJSTWOM PO- KRYTIJ, NAZYWAEMYH OSOBQMI POPULQCII. pOKRYTIQ NA^ALXNOJ POPULQCII STROQTSQ NEKOTORYM SLU^AJNYM SPOSOBOM. lU^[E DRUGIH ZAREKOMENDOWALA SEBQ STACIONARNAQ SHEMA ga, W SOOTWETSTWII S KOTOROJ O^EREDNAQ POPULQCIQ OTLI^AETSQ OT PREDYDU]EJ LI[X ODNOJ ILI DWUMQ NOWYMI OSOBQMI (SM., NAPRIMER, [7, 43, 50]). pRI POSTROENII NOWOJ OSOBI IZ TEKU]EJ POPULQCII S U^ETOM WESOW POKRYTIJ WYBIRAETSQ PARA ”RO- DITELXSKIH” OSOBEJ J^′, J^{′′}, I NA IH OSNOWE W PROCEDURE KROSSINGOWERA (SLU^AJNO ILI DETERMINIROWANO) FORMIRUETSQ NEKOTORYJ NABOR POKRYWA@]IH MNOVESTW Jχ. dA- LEE Jχ PODWERGAETSQ MUTACII (SLU^AJNOMU IZMENENI@), POSLE ^EGO IZ NEGO STROITSQ OSOBX, KOTORAQ ZAME]AET W NOWOJ POPULQCII POKRYTIE S NAIBOLX[IM WESOM. oBNOWLE- NIE POPULQCII WYPOLNQETSQ ZADANNOE ^ISLO RAZ, I REZULXTATOM RABOTY ALGORITMA QWLQETSQ LU^[EE IZ NAJDENNYH POKRYTIJ.

w PROCEDURE KROSSINGOWERA GENETI^ESKOGO ALGORITMA dV.bISLI I p.~U [50] NA- BOR Jχ ZAPOLNQETSQ SLU^AJNO WYBRANNYMI “LEMENTAMI ”RODITELXSKIH” POKRYTIJ. pOLU^ENNYJ POSLE MUTACII NABOR POKRYWA@]IH MNOVESTW MOVET NE BYTX POKRY- TIEM, W TAKOM SLU^AE ON DOPOLNQETSQ DO DOPUSTIMOGO RE[ENIQ S POMO]X@ VADNOGO ALGORITMA. dRUGOJ WARIANT ga RAZRABOTAN W [7] S ISPOLXZOWANIEM WY^ISLITELXNOJ SHEMY, SOHRANQ@]EJ DOPUSTIMOSTX RE[ENIJ PRI KROSSINGOWERE I MUTACII. zAMETNOE POWY[ENIE KA^ESTWA POLU^AEMYH RE[ENIJ DALO ZDESX PRIMENENIE KROSSINGOWERA, W KOTOROM NABOR Jχ FORMIRUETSQ IZ OB˙EDINENIQ ”RODITELXSKIH” POKRYTIJ PO WOZMOV- NOSTI OPTIMALXNYM OBRAZOM. rASSMATRIWALISX TAKVE WARIANTY ga, GDE “LEMENTAMI POPULQCII MOGUT BYTX PROIZWOLXNYE NABORY POKRYWA@]IH MNOVESTW (NE TOLXKO PO- KRYTIQ), ODNAKO, SUDQ PO REZULXTATAM “KSPERIMENTALXNYH ISSLEDOWANIJ [39], TAKIE WY^ISLITELXNYE SHEMY USTUPA@T OPISANNYM WY[E. dLQ ODNOGO WARIANTA ga W [66] POLU^ENY APRIORNYE OCENKI WEROQTNOSTEJ POQWLENIQ OSOBEJ ZADANNOGO KA^ESTWA PRI RE[ENII ZADA^ O POKRYTII SEMEJSTWA G(k) IZ [31] I NEKOTORYH DRUGIH ZADA^.

pRINCIPY KOLLEKTIWNOGO POISKA ISPOLXZU@TSQ TAKVE W ALGORITMAH MURAWXINOJ KOLONII [38], GDE MNOGOKRATNOE PRIMENENIE RANDOMIZIROWANNOGO VADNOGO ALGORITMA S U^ETOM STATISTI^ESKOJ INFORMACII IMITIRUET POWEDENIE MURAWXEW. rABOTOSPOSOB- NOSTX TAKIH ALGORITMOW, KAK I ALGORITMOW POISKA S ZAPRETAMI [95] POKA TRUDNO SRAW- NITX S REZULXTATAMI DRUGIH AWTOROW IZ-ZA RAZLI^IQ W SPOSOBAH “KSPERIMENTALXNOGO ISSLEDOWANIQ.

3.4 tO^NYE METODY

kAK BYLO OTME^ENO WY[E, TO^NOE RE[ENIE znp MOVET BYTX POLU^ENO ZA POLINOMI- ALXNOE WREMQ W SLU^AE, KOGDA MATRICA A IDEALXNA. s@DA OTNOSQTSQ, NAPRIMER, zwp NA DWUDOLXNOM GRAFE I NA DEREWE. —FFEKTIWNYE TO^NYE ALGORITMY IZWESTNY I DLQ NEKOTORYH ZADA^ O POKRYTII, W KOTORYH MNOGOGRANNIK, WOOB]E GOWORQ, NE OBLADAET SWOJSTWOM CELO^ISLENNOSTI. w ^ASTNOSTI, W SLU^AE, KOGDA KAVDYJ STOLBEC MATRICY A SODERVIT ROWNO DWE EDINICY, znp MOVNO RASSMATRIWATX KAK ZADA^U REBERNOGO PO- KRYTIQ GRAFA, KOTORAQ “FFEKTIWNO SWODITSQ K POISKU MAKSIMALXNOGO PAROSO^ETANIQ

[18]. nA KLASSAH ZADA^, GDE n ILI m OGRANI^ENY KONSTANTOJ, znp ZA POLINOMIALXNOE

WREMQ RE[AETSQ METODAMI POLNOGO PEREBORA. kROME TOGO, W [83] DLQ NEWZWE[ENNOGO SLU^AQ USTANOWLENA POLINOMIALXNAQ RAZRE[IMOSTX TAK NAZYWAEMYH SWERHPLOTNYH znp.

dLQ RE[ENIQ ZADA^ O POKRYTII OB]EGO WIDA PREDLOVENO BOLX[OE ^ISLO TO^NYH ALGORITMOW, OSNOWANNYH NA METODAH WETWEJ I GRANIC [4, 11, 18, 41, 42, 51, 70], OTSE^E- NIQ [42, 73], PEREBORA L-KLASSOW [12, 68] I DR. iZWESTNYE WERHNIE OCENKI TRUDOEMKOSTI TO^NYH METODOW W HUD[EM SLU^AE, KAK PRAWILO, OKAZYWA@TSQ SOPOSTAWIMY S TRUDO- EMKOSTX@ POLNOGO PEREBORA (SM., NAPRIMER, [13, 31, 87]). w SWQZI S “TIM BOLX[U@ AKTUALXNOSTX PRI RE[ENII PRAKTI^ESKIH ZADA^ PRIOBRETA@T RAZLI^NYE “WRISTI- ^ESKIE METODY SOKRA]ENIQ PEREBORA. zNA^ITELXNOE WNIMANIE UDELQETSQ RAZRABOTKE GIBRIDNYH ALGORITMOW, W KOTORYH PEREBORNYE SHEMY KOMBINIRU@TSQ S OTSE^ENIQ- MI I RAZLI^NYMI “WRISTIKAMI DLQ POLU^ENIQ WERHNIH I NIVNIH OCENOK OPTIMUMA CELEWOJ FUNKCII NA WSPOMOGATELXNYH PODZADA^AH.

rABOTA [42] —.bALA[A I a.hU – ODNA IZ PERWYH STATEJ, GDE SHEMA WETWEJ I GRANIC DLQ znp BYLA USPE[NO SOWME]ENA S LAGRANVEWOJ “WRISTIKOJ. —TA RABOTA OKAZALA BOLX[OE WLIQNIE NA POSLEDU@]IE ISSLEDOWANIQ W DANNOM NAPRAWLENII. s ISPOLX-

ZOWANIEM ANALOGI^NOGO PODHODA W [51] BYL PREDLOVEN GIBRIDNYJ ALGORITM WETWEJ I GRANIC, WKL@^A@]IJ W SEBQ OTSE^ENIQ gOMORI, LAGRANVEWU RELAKSACI@ I DRUGIE “WRISTIKI. hORO[IE WY^ISLITELXNYE SWOJSTWA W “KSPERIMENTE PRODEMONSTRIROWAL ALGORITM [41], TAKVE OSNOWANNYJ NA SHEME WETWEJ I GRANIC. oTLI^ITELXNOJ OSOBEN- NOSTX@ “TOGO ALGORITMA QWLQETSQ DINAMI^ESKAQ SUBGRADIENTNAQ PROCEDURA, ISPOLX- ZUEMAQ DLQ RE[ENIQ PODZADA^ LAGRANVEWOJ RELAKSACII. s POMO]X@ ALGORITMA [41] USPE[NO RE[ALISX TESTOWYE ZADA^I SO SLU^AJNYMI DANNYMI DO 4000 PEREMENNYH

[49], A TAKVE ZADA^I NAZNA^ENIQ “KIPAVEJ S REALXNYMI DANNYMI PRI n, BLIZKIH K

10^4. dRUGOJ PERSPEKTIWNYJ PODHOD K POISKU NIVNIH GRANIC ISPOLXZOWAN W ALGORITME

m.fI[ERA I p.kEDIA [70]. —TOT ALGORITM PRIMENIM NE TOLXKO DLQ znp, NO I DLQ ZADA^, GDE ^ASTX OGRANI^ENIJ-NERAWENSTW ZAMENENA NA RAWENSTWA.

w [12] OB]IJ METOD PEREBORA L-KLASSOW [13] BYL ADAPTIROWAN K RE[ENI@ znp. —TOT ALGORITM OSNOWAN NA LEKSIKOGRAFI^ESKOM UPORQDO^ENII “LEMENTOW L-RAZBIENIQ RELAKSACIONNOGO MNOGOGRANNIKA I POSLEDOWATELXNOM IH ISKL@^ENII PRI POMO]I RE- [ENIQ LINEJNYH PODZADA^. w GIBRIDNOM ALGORITME [68] PEREBOR L-KLASSOW KOMBINI- RUETSQ S GENETI^ESKIM ALGORITMOM [7] I LAGRANVEWOJ “WRISTIKOJ. w RAZRABOTANNOJ ZDESX SHEME GENETI^ESKIJ ALGORITM ISPOLXZUETSQ DLQ NAHOVDENIQ NA^ALXNOGO RE[E- NIQ, A S POMO]X@ LAGRANVEWOJ “WRISTIKI STROQTSQ NIVNIE I WERHNIE OCENKI CELEWOJ FUNKCII NA PODZADA^AH, WOZNIKA@]IH W PROCESSE PEREBORA L-KLASSOW. —KSPERIMEN- TY POKAZALI PERSPEKTIWNOSTX GIBRIDNOGO PODHODA. wREMQ RE[ENIQ ZADA^ GIBRIDNYM ALGORITMOM KAK PRAWILO BYLO W NESKOLXKO RAZ MENX[E PO SRAWNENI@ S BAZOWYM AL- GORITMOM [12].

zDESX MY NE OSTANAWLIWAEMSQ NA TO^NYH I “WRISTI^ESKIH ALGORITMAH DLQ zwp. nEKOTORYE ALGORITMY, RAZRABOTANNYE DLQ “KWIWALENTNYH EJ ZADA^ O KLIKE I NEZA- WISIMOM MNOVESTWE NAIBOLX[EGO WESA MOGUT BYTX NAJDENY W [43, 53, 60, 89].

4. tESTOWYE ZADA^I I “KSPERIMENTALXNYE ISSLEDOWANIQ

w NASTOQ]EE WREMQ IMEETSQ DOSTATO^NO BOLX[OJ OB˙EM TESTOWYH ZADA^ DLQ “KSPERI- MENTALXNOGO ISSLEDOWANIQ I SRAWNENIQ ALGORITMOW. mNOVESTWO TESTOWYH ZADA^ MOV- NO RAZBITX NA TRI OSNOWNYE GRUPPY: ZADA^I SPECIALXNOJ STRUKTURY [7, 31, 72, 75], PRIKLADNYE ZADA^I (SM., NAPRIMER, [41, 56, 95]) I ZADA^I SO SLU^AJNYMI ISHODNYMI DANNYMI [38, 42, 51].

zNA^ITELXNAQ ^ASTX “TIH ZADA^ DOSTUPNA W SETI iNTERNET I ISPOLXZUETSQ MNOGIMI AWTORAMI. w ^ASTNOSTI, BOLX[OE KOLI^ESTWO PRIMEROW SODERVITSQ W “LEKTRONNYH BI- BLIOTEKAH OR-Library [49] (http://mscmga.ms.ic.ac.uk/info.html) I DIMACS Challange

II [60] (ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/challenge/graph/). w NA[EM INSTITUTE SOWMESTNO

S oMgu TAKVE RAZRABATYWAETSQ BIBLIOTEKA ZADA^ I ALGORITMOW DISKRETNOJ OPTIMI- ZACII DOL, WKL@^A@]AQ ZADA^I O POKRYTII (http://dol.iitam.omsk.net.ru).

4.1 tESTOWYE ZADA^I SPECIALXNOJ STRUKTURY

pRI SRAWNENII ALGORITMOW MNOGIMI AWTORAMI ISPOLXZU@TSQ NEWZWE[ENNYE znp, WOZ- NIKA@]IE W KOMBINATORIKE. nAPRIMER, PREDSTAWLQ@T INTERES UPOMINAW[IESQ RANEE ZADA^I NA SISTEMAH TROEK –TEJNERA. kAK BYLO OTME^ENO W [72], ZADA^I “TOGO TIPA PREDSTAWLQ@T BOLX[U@ TRUDNOSTX DLQ RE[ENIQ S POMO]X@ TO^NYH ALGORITMOW. sUDQ PO PUBLIKACIQM, OPTIMALXNYE RE[ENIQ IZWESTNY DLQ TAKIH ZADA^ S RAZMERNOSTX@ DO

81 PEREMENNOJ [90]. nOWYE PRIBLIVENNYE RE[ENIQ DLQ NEKOTORYH PRIMEROW BOLX[EJ RAZMERNOSTI POLU^ENY W [92].

w “KSPERIMENTAH TAKVE ISPOLXZU@TSQ PRIMERY, SWQZANNYE S IZWESTNOJ ZADA^EJ p.—RDE[A [37, 64] O RASKRASKE GIPERGRAFA: NAJTI MINIMALXNOE ^ISLO md(r) TAKIH r-“LEMENTNYH PODMNOVESTW IZ BAZOWOGO d-“LEMENTNOGO MNOVESTWA U, ^TOBY PRI L@- BOJ RASKRASKE “LEMENTOW IZ U W DWA CWETA HOTQ BY ODNO WYBRANNOE r-“LEMENTNOE PODMNOVESTWO OKAZYWALOSX MONOHROMATI^ESKIM. pREDPOLAGAETSQ, ^TO d ≥ 2r − 1.

pRI DANNYH r I d “TA ZADA^A SWODITSQ K znp, W KOTOROJ M – MNOVESTWO WSEWOZMOV- NYH RASKRASOK BAZOWOGO MNOVESTWA, A ^ISLO POKRYWA@]IH PODMNOVESTW RAWNO ^ISLU r-“LEMENTNYH PODMNOVESTW W U. pODMNOVESTWO IZ r “LEMENTOW POKRYWAET RASKRASKU MNOVESTWA U, ESLI PRI DANNOJ RASKRASKE “TO PODMNOVESTWO OKAZYWAETSQ MONOHROMA- TI^NO. lEGKO WIDETX, ^TO PRI FIKSIROWANNOM r WELI^INA md(r) NEWOZRASTAET S ROSTOM d. kAK PRAWILO, W “KSPERIMENTAH RASSMATRIWAETSQ SLU^AJ r = 4. dLQ “TOGO SLU^AQ PRI d = 9 MINIMALXNOE POKRYTIE SOSTOIT IZ 26 “LEMENTOW [68]. lU^[IE IZWESTNYE PO- KRYTIQ DLQ d = 10, 11, 12, 13 SOSTOQT, SOOTWETSTWENNO, IZ 25,23,23,23 “LEMENTOW [7, 75], ODNAKO, NAM NE IZWESTNO, QWLQ@TSQ LI “TI ZNA^ENIQ MINIMALXNYMI.

dRUGAQ SERIQ TRUDNYH KOMBINATORNYH PRIMEROW SWQZANA S WOPROSOM p.—RDE[A

[65, 75] O POKRYTII REBRAMI 4-“LEMENTNYH CIKLOW W GIPERKUBE (S^ITAETSQ, ^TO REBRO

POKRYWAET CIKL, ESLI CIKL SODERVIT “TO REBRO). pERE^ISLENNYE TESTOWYE PRIMERY SODERVATSQ W BIBLIOTEKE OR-Library.

pRI TESTIROWANII TO^NYH I “WRISTI^ESKIH ALGORITMOW DLQ zwp MOGUT ISPOLXZO- WATXSQ SERII PRIMEROW SPECIALXNOJ STRUKTURY [78], PREDLOVENNYH DLQ ZADA^I O NAI- BOLX[EJ KLIKE (POSLE PEREHODA K DOPOLNITELXNOMU GRAFU). zADA^I –TEJNERA TAKVE MOGUT BYTX SFORMULIROWANY, KAK zwp NA GRAFE SPECIALXNOGO WIDA (SM., NAPRIMER,

[89]). —TI PRIMERY SODERVATSQ W BIBLIOTEKE DIMACS.

4.2 zADA^I SO SLU^AJNYMI DANNYMI I ZADA^I IZ PRAKTIKI

dLQ SRAWNENIQ ALGORITMOW RE[ENIQ znp W NASTOQ]EE WREMQ ISPOLXZUETSQ BOLX[OE ^ISLO ZADA^, POSTROENNYH SLU^AJNYM OBRAZOM. nAIBOLEE IZWESTNY SERII 4,5,6 S RAZ- MERNOSTX@ n = 1000 ÷ 2000, m = 200, PREDLOVENNYE W RABOTE —.bALA[A I a.hU [42], A TAKVE SERII A,B,...,H ZADA^ BOLX[EJ RAZMERNOSTI (n = 3000 ÷ 10000, m = 300 ÷ 1000), SGENERIROWANNYE dV.bISLI (SM., NAPRIMER, [48]) ANALOGI^NO SERIQM 4,5,6. —TI ZADA- ^I POSTROENY S ZADANNOJ RAZREVENNOSTX@ MATRICY (2% EDINIC W SERIQH 4,5,A,C,G; 5% EDINIC W SERIQH 6,B,D,H; 10% I 20% EDINIC W SERIQH E I F SOOTWETSTWENNO), PRI^EM KAVDAQ STROKA SODERVIT PO KRAJNEJ MERE DWE EDINICY I KAVDYJ STOLBEC – PO KRAJNEJ MERE ODNU. wESA WYBRANY SLU^AJNYM OBRAZOM W DIAPAZONE OT 1 DO 100. –IROKIJ RAZBROS WESOW I NEBOLX[AQ PLOTNOSTX “TIH ZADA^ POZWOLQ@T SU]ESTWENNO UMENX[ITX ^ISLO ANALIZIRUEMYH WARIANTOW W TO^NYH ALGORITMAH PO SRAWNENI@ S POLNYM PEREBOROM (SM., NAPRIMER, [51]). iSHODNYE DANNYE OPISANNYH ZADA^ DOSTUP- NY W BIBLIOTEKE OR-Library. dOSTATO^NO TRUDNYE SLU^AJNYE ZADA^I RAZMERNOSTI

n = 100, m = 100 POSTROENY W [38] (SERIQ E5). w “TIH ZADA^AH WSE WESA RAWNY EDINI-

CE, A MATRICA SODERVIT PO 5 EDINIC W KAVDOJ STROKE.

dLQ zwp TAKVE IZWESTNY MNOGO^ISLENNYE TESTOWYE PRIMERY NA GRAFAH, POSTRO- ENNYH SLU^AJNYM OBRAZOM. oPISANIE TAKIH NEWZWE[ENNYH ZADA^ SODERVITSQ W [60], GDE RASSMATRIWA@TSQ “KWIWALENTNYE ZADA^I O KLIKE, ISHODNYE DANNYE KOTORYH DO- STUPNY W BIBLIOTEKE DIMACS. tAKVE W LITERATURE PRIWODITSQ OPISANIE “KSPERIMEN-

TOW S ZADA^AMI NA GRAFAH SO SLU^AJNYMI WESAMI WER[IN [43]. pROGRAMMY GENERACII WZWE[ENNYH zwp NA WS@DU ε-PLOTNYH GRAFAH I NEKOTORYE PRIMERY, PREDLOVENNYE ‘.a.kO^ETOWYM, DOSTUPNY W BIBLIOTEKE DOL.

w “KSPERIMENTAH TAKVE ISPOLXZU@TSQ ISHODNYE DANNYE, SWQZANNYE S PRAKTIKOJ. zADA^I, WOZNIKA@]IE PRI SOSTAWLENII RASPISANIQ MA[INISTOW NA VELEZNOJ DORO- GE, ISPOLXZU@TSQ W [56], A W [41, 95] – ZADA^I, SWQZANNYE S OPTIMIZACIEJ RASPISANIQ WODITELEJ AWTOBUSOW. dANNYE PRIMEROW IZ RABOTY [56] SODERVATSQ W “LEKTRONNOJ BI- BLIOTEKE OR-Library. oNI OTLI^A@TSQ BOLX[OJ RAZMERNOSTX@ (DO 5×10^3 OGRANI^ENIJ I 1 × 10^6 PEREMENNYH) I SILXNOJ RAZREVENNOSTX@ MATRIC. kO“FFICIENTY CELEWOJ FUNKCII PRINADLEVAT MNOVESTWU {1, 2}.

pO REZULXTATAM IZWESTNYH NAM “KSPERIMENTOW MOVNO SDELATX WYWOD O TOM, ^TO W NASTOQ]EE WREMQ DOSTATO^NO USTOJ^IWO RE[A@TSQ znp S MALOJ ZAWISIMOSTX@ W RASPREDELENII “LEMENTOW MATRICY A, A TAKVE W SLU^AE RAZREVENNYH MATRIC. zNA^I- TELXNOE UPRO]ENIE ZADA^I WYZYWAET [IROKIJ RAZBROS KO“FFICIENTOW CELEWOJ FUNK- CII. wMESTE S TEM IME@TSQ ZADA^I SPECIALXNOJ STRUKTURY OTNOSITELXNO NEBOLX[OJ RAZMERNOSTI, RE[ENIE KOTORYH PREDSTAWLQET ZNA^ITELXNU@ TRUDNOSTX.

w SLU^AE ZADA^ BOLX[OJ RAZMERNOSTI PERSPEKTIWNOJ, NA NA[ WZGLQD, QWLQETSQ RAZRABOTKA LAGRANVEWYH “WRISTIK, GENETI^ESKIH ALGORITMOW, ALGORITMOW POISKA S ZAPRETAMI, A TAKVE GIBRIDNYH ALGORITMOW.

pODROBNYE REZULXTATY “KSPERIMENTALXNYH ISSLEDOWANIJ MOGUT BYTX NAJDENY W

[7, 38, 41, 42, 50, 51, 56].

aWTORY BLAGODARNY a.d.zAKREWSKOMU, ‘.a.kO^ETOWU I n.n.kUZ@RINU ZA RQD CEN- NYH SOWETOW PRI PODGOTOWKE “TOJ STATXI.

sPISOK LITERATURY

[1] aGEEW a.a. o SLOVNOSTI ZADA^ MINIMIZACII POLINOMOW OT BULEWYH PEREMEN-

NYH // uPRAWLQEMYE SISTEMY: sB. NAU^. TR. nOWOSIBIRSK: iN-T MATEMATIKI so an sssr, 1983. wYP. 23. s. 3-11.

[2] bERESNEW w.l., gIMADI —.h., dEMENTXEW w.t. —KSTREMALXNYE ZADA^I

STANDARTIZACII. nOWOSIBIRSK: nAUKA, 1978.

[3] bERV k. tEORIQ GRAFOW I EE PRIMENENIQ. m.: il, 1962.

[4] gERMAN o.w., eFREMOW o.w. aLGORITM RE[ENIQ OBOB]ENNOJ ZADA^I O PO-

KRYTII // —KONOMIKA I MAT. METODY. 1998. t. 34, WYP. 4. s. 134-140.

[5] g“RI m., dVONSON d. wY^ISLITELXNYE MA[INY I TRUDNORE[AEMYE ZADA^I.

m.: mIR, 1982.

[6] eMELI^EW w.a., kOWALEW m.m., kRAWCOW m.k. mNOGOGRANNIKI, GRAFY,

OPTIMIZACIQ. m.: nAUKA, 1981.

[7] eREMEEW a.w. gENETI^ESKIJ ALGORITM DLQ ZADA^I O POKRYTII // dISKRET.

ANALIZ I ISSLED. OPERACIJ. CER. 2. 2000. t. 7, N 1. s. 47-60.

[8] eREMEEW a.w., zAOZERSKAQ l.a., kOLOKOLOW a.a. zADA^A O POKRYTII MNO-

VESTWA: SLOVNOSTX, ALGORITMY, “KSPERIMENTALXNYE ISSLEDOWANIQ // mATERIA- LY KONFERENCII ”dISKRETNYJ ANALIZ I ISSLEDOWANIE OPERACIJ”. nOWOSIBIRSK,

2000. s. 37-41.

[9] vURAWLEW ‘.i. tEORETIKO-MNOVESTWENNYE METODY ALGEBRY LOGIKI. // pRO-

BLEMY KIBERNETIKI. wYP. 8. m.: fIZMATGIZ, 1962. s. 5-44.

[10] vURAWLEW ‘.i. aLGORITMY POSTROENIQ MINIMALXNYH DIZ˙@NKTIWNYH NOR-

MALXNYH FORM DLQ FUNKCIJ ALGEBRY LOGIKI // dISKRETNAQ MATEMATIKA I MA- TEMATI^ESKIE WOPROSY KIBERNETIKI / rED. s.w.qBLONSKIJ, o.b.lUPANOW. m.: nAUKA. 1974. s. 67-98.

[11] zAKREWSKIJ a.d. lOGI^ESKIJ SINTEZ KASKADNYH SHEM. m.:nAUKA, 1981.

[12] zAOZERSKAQ l.a. oB ODNOM ALGORITME PEREBORA L-KLASSOW DLQ RE[ENIQ ZADA^I

O POKRYTII MNOVESTWA // tR. 11-J bAJKALXSKOJ MEVDUNAR. [KOLY-SEMINARA ”mETODY OPTIMIZACII I IH PRILOVENIQ”. iRKUTSK, 1998. t. 1. s. 139-142.

[13] kOLOKOLOW a.a. rEGULQRNYE RAZBIENIQ I OTSE^ENIQ W CELO^ISLENNOM PROGRAM-

MIROWANII // sIB. VURN. ISSLED. OPERACIJ. 1994. t.1, N 2. s. 18-39.

[14] kONWEJ dV., sLO“N n. uPAKOWKI [AROW, RE[ETKI I GRUPPY. m.: mIR, 1990.

t.1.

[15] kORBUT a.a., fINKELX[TEJN ‘.‘. dISKRETNOE PROGRAMMIROWANIE. m.:

nAUKA, 1969.

[16] kOR[UNOW a.d. oSNOWNYE SWOJSTWA SLU^AJNYH GRAFOW S BOLX[IM ^ISLOM WER-

[IN I REBER // uSPEHI MAT. NAUK. 1985. t.40, wYP. 1. (241) s. 107-173.

[17] kOFMAN a., aNRI-lABORDER a. mETODY I MODELI ISSLEDOWANIQ OPERACIJ.

m: mIR, 1977.

[18] kRISTOFIDES n. tEORIQ GRAFOW. aLGORITMI^ESKIJ PODHOD. m.: mIR, 1978.

[19] kUZ@RIN n.n. aSIMPTOTI^ESKOE ISSLEDOWANIE ZADA^I O POKRYTII // pROBLE-

MY KIBERNETIKI. 1980. wYP. 37. s. 19-57.

[20] kUZ@RIN n.n. aSIMPTOTI^ESKI TO^NYE POLINOMIALXNYE ALGORITMY W ZADA-

^AH CELO^ISLENNOGO LINEJNOGO PROGRAMMIROWANIQ // dISKRETNAQ MATEMATIKA.

1989. t. 1, wYP. 2. s. 78-85.

[21] kUZ@RIN n.n. o SWQZI OPTIMUMOW W ZADA^AH LINEJNOGO I CELO^ISLENNOGO LI-

NEJNOGO PROGRAMMIROWANIQ // dISKRETNAQ MATEMATIKA. 1991. t. 3, wYP. 1. s.

100-104.

[22] kUZ@RIN n.n. o SLOVNOSTI POSTROENIQ ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALXNYH PO-

KRYTIJ I UPAKOWOK // dOKL. ran. 1998. t. 363, N 1. s. 11-13.

[23] lEWEN[TEJN w.i. —LEMENTY TEORII KODIROWANIQ // dISKRETNAQ MATEMATIKA

I MATEMATI^ESKIE WOPROSY KIBERNETIKI / rED. s.w.qBLONSKIJ, o.b.lUPANOW. m.: nAUKA. 1974. - s. 207-305.

[24] lEONTXEW w.k. wERHNQQ OCENKA α-GLUBINY (0,1)-MATRIC // mATEM. ZAMETKI.

1974. t. 15, N 3. s. 421-429.

[25] nE^EPURENKO m.i., pOPKOW w.k., mAJNAGA[EW s.m., I DR. aLGORITMY

I PROGRAMMY RE[ENIQ ZADA^ NA GRAFAH I SETQH. nOWOSIBIRSK: nAUKA, 1990.

[26] nIGMATULLIN r.g. mETOD NAISKOREJ[EGO SPUSKA W ZADA^AH NA POKRYTIE //

wOPROSY TO^NOSTI I “FFEKTIWNOSTI WY^ISLITELXNYH ALGORITMOW (TRUDY SIM- POZIUMA). kIEW, 1969. wYP. 5. s. 116-126.

[27] nIGMATULLIN r.g. o ^ISLE NEPRIWODIMYH POKRYTIJ GRAFA REBRAMI // kI-

BERNETIKA. 1970. N 2. s. 95-98.

[28] nIGMATULLIN r.g. o PRIBLIVENNYH ALGORITMAH S OGRANI^ENNOJ ABSOL@TNOJ

POGRE[NOSTX@ DLQ DISKRETNYH “KSTREMALXNYH ZADA^ // kIBERNETIKA. 1978. N 1. s. 95-101.

[29] nIGMATULLIN r.g. sLOVNOSTX BULEWYH FUNKCIJ. m.: nAUKA, 1991.

[30] rODVERS k. uKLADKI I POKRYTIQ. m.: mIR, 1968.

[31] sAJKO l.a. iSSLEDOWANIE MO]NOSTI L-NAKRYTIJ NEKOTORYH ZADA^ O POKRYTII

// dISKRETNAQ OPTIMIZACIQ I ANALIZ SLOVNYH SISTEM: sB. NAU^N. TR. nOWOSI- BIRSK: wc so an sssr. 1989. C. 76-97.

[32] sAPOVENKO a.a., aSRATQN a.s., kUZ@RIN n.n. oBZOR NEKOTORYH REZULX-

TATOW PO ZADA^AM O POKRYTII // mETODY DISKRETNOGO ANALIZA W RE[ENII KOM- BINATORNYH ZADA^. nOWOSIBIRSK, 1977. wYP. 30. C.46-75.

[33] sHREJWER a. tEORIQ LINEJNOGO I CELO^ISLENNOGO PROGRAMMIROWANIQ. t.2. m.:

mIR. 1991.

[34] tARAKANOW w.e. kOMBINATORNYE ZADA^I I (0,1)-MATRICY. m.: nAUKA. 1985.

[35] hOLL m. kOMBINATORIKA. m.: mIR, 1970.

[36] ~ERWAK ‘.‘. oB ODNOM METODE OTSE^ENIJ DLQ DISKRETNYH ZADA^// uKR. MAT.

VURN. 1971. N.6. C.839-843.

[37] —RDE[ p., sPENSER dV. wEROQTNOSTNYE METODY W KOMBINATORIKE. m.: mIR, 1976.

[38] Alexandrov D., Kochetov Y. Behavior of the ant colony algorithm for the set covering problem // Proc. of Symp. on Oper. Res. (SOR’99). Springer Verlag, 2000. P.255-260.

[39] Bäck Th., Schültz M., Khuri S. A comparative study of a penalty function, a repair heuristic, and stochastic operators with the set-covering problem // Proc. of Artificial Evolution Conf. LNCS 1063. Springer Verlag, 1996. P. 3-20.

[40] Balas E. A sharp bound on the ratio between optimal integer and fractional covers // Math. Oper. Res. 1984. Vol. 9, N 1. P.1-5.

[41] Balas E., Carrera M.C. A dynamic subgradient-based branch and bound procedure for set covering // Oper. Res. 1996. Vol. 44, N 6. P.875-890.

[42] Balas E., Ho A. Set covering algorithms using cutting planes, heuristics and subgradient optimization: a computational study // Math. Prog. Study. 1980. Vol. 12. P. 37-60.

[43] Balas E., Niehaus W. Optimized crossover-based genetic algorithms for the maximum cardinality and maximum weight clique problems // J. of Heuristics. 1998. Vol. 4, N 2, P.107-122.

[44] Balas E. and Ng S.M. On the set covering polytope: I. All the facets with coefficients in {0, 1, 2} // Math. Prog. 1989. N 43. P. 57-69.

[45] Balas E. and Ng S.M. On the Set Covering Polytope: II. Lifting the facets with coefficients in {0,1,2} // Math. Prog. 1989. N 45. P. 1-20.

[46] Bar-Yehuda R., Even S. A linear time approximation algorithm for the weighted vertex cover problem // J. of Algorithms. 1981. Vol. 2. P.198-203.

[47] Bar-Yehuda R., Even S. A local-ratio theorem for approximating the weighted vertex cover problem // Annals of Discr. Math. 1985. Vol. 25. P.27-45.

[48] Beasley J.E. A Lagrangean heuristic for set covering problems // Naval Research Logist. 1990. Vol. 37. P.151-164.

[49] Beasley J.E. OR-Library: distributing test problems by electronic mail // J. Oper.

Res. Soc. 1990. Vol. 41, N 11. P. 1069-1072.

[50] Beasley J.E., Chu P.C. A genetic algorithm for the set covering problem // European J. Oper. Res. 1996. Vol. 94, N 2. P.394-404.

[51] Beasley J.E., Jornsten K. Enhancing an algorithm for set covering problems // European J. Oper. Res. 1992. Vol. 58. P.293-300.

[52] Bollobás B. Random graphs. New York: Academic Press. 1985.

[53] Bomze I. M., Budinich M., Pardalos P. M., Pelillo M. The maximum clique problem // Handbook of combinatorial optimization. / Ed. by D.-Z. Du and P. M. Pardalos. Vol. A. Kluwer Academic Publishers, Boston, 1999. P.1-74.

[54] Borndörfer R. Aspects of set packing, partitioning, and covering. Berlin: Shaker Verlag. 1998.

[55] Brauner N., Dhaenens-Flipo C., Espinouse M.-L., Finke G., Gavranovic H. Decomposition into parallel work phases with application to the sheet metal industry // Proc. of International Conference on Industrial Engineering and Production Management (IEPM’99). Glasgow, 1999. Vol. 1. P.389-396.

[56] Caprara A., Fischetti M., Toth P. Algorithms for the set covering problem / DEIS - Operations Research Group. 1998. Technical Rep. No. OR-98-3.

[57] Caprara A., Fischetti M., Toth P., Vigo D. Modeling and solving the crew rostering problem // Oper. Res. 1998. Vol. 46. P.820-830.

[58] Chvátal V. A greedy heuristic for the set-covering problem // Mathematics of Oper. Res. 1979. Vol. 4, N 3. P.233-235.

[59] Clementi A.E.F., Trevisan, L. Improved non-approximability results for vertex cover with density constraints // Proc. of 2nd Computing and Combinatorics Conference (COCOON’96). LNCS 1090. Berlin: Springer Verlag, 1996. P.333-342.

[60] Cliques, coloring, and satisfiability. /Ed. by D.S.Johnson, M.A.Trick. DIMACS Series in Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science. Vol. 26. AMS, 1996.

[61] Cornuejols G., Novick B. Ideal 0,1 matrices // J. of Combinatorial Theory.

Series B. 1994. Vol. 60. P.145-157.

[62] Cornuejols G., Sassano A. On the 0,1 facets of the set covering polytope // Math. Prog. 1989. Vol. 43. P.45-55.

[63] Crescenzi P., Kann V. How to find the best approximation results - a follow-up to Garey and Johnson // 1998. ACM SIGACT News. Vol. 29, N 4. P.90-97.

[64] Erdös P. On a combinatorial problem I // Nordisk Mat. Tidskrift. 1963. Vol. 11.

P.5-10.

[65] Erdös P. On some of my favorite problems in graph theory and block designs // Le Matematishe. 1990. Vol. 45. P.61-74.

[66] Eremeev A.V. Modeling and Analysis of Genetic Algorithm with Tournament Selection // Proc. of The 4th Artificial Evolution Conference. Dunkerque, 1999. P.215-226.

[67] Eremeev A.V. On some approximation algorithms for dense vertex cover problem // Proc. of Symp. on Oper. Research (SOR’99). Springer Verlag, 2000. P.58-62.

[68] Eremeev A.V., Kolokolov A.A., Zaozerskaya L.A. A hybrid algorithm for set covering problem // To appear in Proc. of International Workshop on Discrete Optimization Methods in Sheduling and Computer-Aided Design. Minsk, 2000. P.123-129.

[69] Feige U. A threshold of ln n for approximating set cover // Proc. 28th Ann. ACM Symp. on Theory of Comp., ACM Press, 1996. P.314-318.

[70] Fisher M.L., Kedia P. Optimal solution of set covering/partitioning problems using dual heuristics // Manag. Sci. 1990. Vol. 36. P.674-688.

[71] Fulkerson D.R., Hoffman A.J., Oppenheim R. On balanced matrices // Math.

Prog. Study. 1974. Vol. 1. P.120-132.

[72] Fulkerson D.R., Nemhauser G.L., Trotter L.E. Two computationally difficult set covering problems that arise in computing the 1-width of incidence matrices of Steiner triple systems // Math. Prog. Study. 1974. Vol. 2. P.72-81.

[73] Garfinkel R.S., Nemhauser G.L. Integer programming. Wiley, N.Y. 1972.

[74] Goldberg D.E. Genetic Algorithms in Search, Optimization and Machine Learning. Addison Wesley. 1989.

[75] Grossman T., Wool A. Computational experience with approximation algorithms for the set covering problem // European J. Oper. Res. 1997. Vol. 101, N 1. P.81-92.

[76] Halldórsson M.M., Lau H.C. Low-degree graph partitioning via local search with applications to constraint satisfaction, max cut, and coloring // J. of Graph Algorithms and Applications. 1997. Vol. 1, N 3. P.1-13.

[77] Halperin E. Improved approximation algorithms for the vertex cover problem in graphs and hypergraphs // Proc. 11th Ann. ACM-SIAM Symp. on Discrete Algorithms. 2000. P.329-337.

[78] Hasselberg J., Pardalos P.M., Vairaktarakis G. Test case generators and computational results for the maximum clique problem// J. of Global Optimization. 1993. N 3. P.463-482.

[79] Hȧstad J. Some optimal inapproximability results / Electronic Colloquium on Computational Complexity. Trier. 1997. Technical Report No. TR-97-037.

[80] Held M, Karp R.M. The traveling-salesman problem and minimum spanning trees // Oper. Res. 1970. Vol. 18. P.1138-1162.

[81] Hochbaum D.S. Approximating covering and packing problems: set cover, vertex cover, independent set, and related problems // Approximation algorithms for NPhard problems / Ed. by D.S.Hochbaum. PWS Publishing Company, 1995. P.94-143.

[82] Johnson D.S. Approximation algorithms for combinatorial problems // J.

Comput. Sci. 1974. Vol. 9. P.256-278.

[83] Karpinski M., Zelikovsky A. Approximating dense cases of covering problems // Proc. of the DIMACS Workshop on Network Design: Connectivity and Facilities Location. Princeton, 1998. P. 169-178.

[84] Krarup J., Pruzan P.M. The simple plant location problem: survey and synthesis // European J. Oper. Res. 1983. Vol. 12, N 1. P.36-81.

[85] Lehman A. On the width-length inequality // Math. Prog. 1979. Vol. 17. P.403- 417.

[86] Lehman A. On the width-length inequality and degenerate projective planes // Polyhedral combinatorics. / Ed. by W.Cook and P.D.Seymour. DIMACS Series in Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science. 1990. Vol. 1. AMS. P.101- 105.

[87] Lifschitz V., Pittel B. The worst and the most probable performance of a class of set-covering algorithms // SIAM J. Comput. 1983. Vol. 12, N 2. P.329-346.

[88] Lovász L. On the ratio of optimal integral and fractional covers // Discrete Math.

1975. Vol. 13. P.383-390.

[89] Mannino C. Sassano A. An exact algorithm for the maximum stable set problem // Computational Optimization and Applications. 1994. Vol. 3. P. 243-258.

[90] Mannino C., Sassano A. Solving hard set covering problems // Oper. Res.

Letters. 1995. Vol. 18. P.1-5.

[91] Nemhauser G.L., Trotter L.E. Vertex packings: structural properties and algorithms // Math. Prog. 1975. Vol. 8. P.232-248.

[92] Odijk M.A., van Maaren H. Improved solutions to the Steiner triple covering problem // Inform. Processing Letters. 1998. Vol. 65. P.67-69.

[93] Pulleyblank W.R. Minimum node covers and 2-bicritical graphs // Math. Prog.

1979. Vol. 17. P.91-103.

[94] Raghavan P. Probabilistic construction of deterministic algorithms: approximating packing integer programs // Journal of Computer and System Sciences. 1988. Vol. 37. P.130-143.

[95] Ramalhinho H., Pinto R., Portugal R. Metaheuristics for the bus-driver scheduling problem / Univ. Pompeu Fabra. Economic Working Papers Series. 1998. Technical Report No. 304.

[96] Raz R., Safra S. A sub-constant error-probability low-degree test, and subconstant error-probability PCP characterization of NP // Proc. of 29th Annual ACM Symposium on Theory of Computing. 1997. P. 475-484.

[97] Slavik P. A tight analysis of the greedy algorithm for set cover // J. of Algorithms.

1997. Vol. 25. P.237-254.

[98] Srinivasan A. Improved approximation guarantees for packing and covering integer programs // SIAM J. on Comput. 1999. Vol. 29. P.648-670.

[99] Vercellis C. A probabilistic analysis of the set covering problem // Annals of Oper.

Res. 1984. Vol. 1. P.255-271.