
Ìåòîä Ôóðüå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

22 Çàäà÷à òåïëîîáìåíà â øàðå

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûé øàð BR = {0 6 r < R}, r =
√

x2 + y2 + z2. Ïóñòü u(x, y, z, t)
� òåìïåðàòóðà â òî÷êå (x, y, z) ∈ BR â ìîìåíò t > 0. Òîãäà èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ut = a2∆u− βu + γ, (x, y, z) ∈ BR, t > 0, (1)

ãäå a2 = k
cρ
, β = α

cρ
, γ = Q

cρ
, k = const > 0 � êîýôôèöèåíò âíóòðåííåé òåïëîïðîâîäíîñòè,

c = const > 0 � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü øàðà, ρ = const > 0 � ïëîòíîñòü øàðà,
α = const > 0 � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ òåïëà â øàðå (íàïðèìåð, çà ñ÷åò õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé), Q = const > 0 � ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ òåïëà âíóòðè øàðà.

Ïåðåéäåì â óðàâíåíèè (1) ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì.

u = u(r, ϕ, θ, t), 0 6 r < R, 0 6 ϕ < 2π, −π
2

6 θ 6 π
2
.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ âûãëÿäèò óæàñíî

∆u = 1
r2 (r

2ur)r + 1
r2 sin θ

(uθ sin θ)θ + 1
r2 sin2 θ

uϕϕ.

Íî ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîðîäíûé øàð è åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
è êðàåâîå óñëîâèå íå çàâèñÿò îò ϕ è θ, òî äëÿ âñåõ t > 0 òåìïåðàòóðà u òàêæå íå áóäåò
çàâèñåòü îò ϕ è θ, òî åñòü u = u(r, ϕ, θ, t) = u(r, t). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíûå ïî óãëàì
ϕ, θ ïðîïàäóò.

∆u = 1
r2 (r

2ur)r.

Äàëåå âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u = u(r, t) (èíà÷å ñäîõíåì). Â èòîãå çàäà÷à òåïëîîáìåíà
â øàðå ïðèîáðåòåò âèä:

ut = a2 1
r2 (r

2ur)r − βu + γ, 0 6 r < R, t > 0,
u(R, t) = U, u(0, r) = u◦(r), 0 6 r 6 R,
u(r, t) � îãðàíè÷åíà ïî r.

Ãäå êðàåâîå óñëîâèå u(R, 0) = U îçíà÷àåò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè øàðà ïîääåðæèâàåòñÿ
ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà U . Êðàåâûå óñëîâèÿ ìîãóò ìåíÿòüñÿ.

22.1. Â îäíîðîäíîì øàðå 0 6 r < R, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0, äåéñòâóþò èñòî÷íèêè
òåïëà ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè Q. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà øàðà ðàâíà T . Îïðåäåëèòü
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â øàðå ïðè t > 0, åñëè:
à) ïîâåðõíîñòü øàðà ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå U ;
á) ñ ïîâåðõíîñòè øàðà ïðîèñõîäèò òåïëîîòäà÷à ïîòîêîì ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè q;
â) íà ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò êîíâåêòèâíûé òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé. Òåìïåðà-
òóðà ñðåäû ðàâíà P .

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

22.2. Ðåøèòå çàäà÷ó òåïëîîáìåíà â øàðå:
ut = a2 1

r2 (r
2ur)r − βu, 0 6 r < R, t > 0, β > 0,

ur(R, t) = 0, t > 0, u(r, t) � îãðàíè÷åíà ïî r,

u(r, 0) =

{
U, 0 6 r < R

2

0, R
2

< r < R.

Îòâåò: u(r, t) = e−βt

[
U
8

+ 2U
r

∞∑
k=1

2 sin
Rλk

2
−Rλk cos

Rλk
2

2Rλk−sin 2Rλk
e−a2λ2

kt sin λkr

]
, ãäå λk � ïîëîæèòåëü-

íûå êîðíè óðàâíåíèÿ tg Rλ = Rλ.
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