
Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

12 Ñâîéñòâà èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Ïóñòü f ýòî ôóíêöèÿ èç R â C. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî F , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

F (p) =
∫ ∞

0
f(t) e−p t dt, p ∈ C. (1)

Èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (1) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëàïëàñà. Åñëè ôóíêöèÿ f
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

L1) ôóíêöèÿ f(t) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà ïðè t > 0, òî åñòü íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå [0; a]
ôóíêöèÿ f ìîæåò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ðàçðûâà è âñå ýòè òî÷êè ðàçðûâà

òîëüêî ïåðâîãî ðîäà;

L2) ñóùåñòâóþò M > 0 è α ∈ R òàêèå, ÷òî |f(t)| 6 M eα t,

òî èíòåãðàë Ëàïëàñà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ïîëóïëîñêîñòè Re p > α, òî åñòü ôóíêöèÿ F (p)
îïðåäåëåíà ïðè Re p > α. Êðîìå òîãî, F (p) → 0 ïðè Re p → +∞.

Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàëàñà. Ïóñòü f è g îðèãèíàëû, à F è G èõ èçîáðàæåíèÿ

ïî Ëàïëàñó. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Òåîðåìà ëèíåéíîñòè. a f + b g : aF + b G äëÿ ëþáûõ a, b ∈ C.
2. Òåîðåìà ïîäîáèÿ. f(a t) : 1

a F ( p
a) äëÿ ëþáîãî a > 0.

3. Òåîðåìà çàòóõàíèÿ. ea tf(t) : F (p− a) äëÿ ëþáîãî a ∈ C.
4.Òåîðåìà çàïàçäûâàíèÿ. 1(t > τ)f(t−τ) : e−pτF (p) äëÿ ëþáîãî τ > 0, ãäå 1(t > τ) = 1

ïðè t > τ è 1(t > τ) = 0 ïðè t 6 τ .
5. Òåîðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî ïàðàìåòðó. Åñëè ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x îðè-

ãèíàëó f(t, x) ñîîòâåòñòâóåò èçîáðàæåíèå F (p, x), òî (ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ãëàä-

êîñòü ôóíêöèè f) ∂f
∂x (t, x) : ∂F

∂x (p, x).
6. Òåîðåìà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà. Åñëè f (n−1) ∈ C(R+) è f (n) ÿâëÿåòñÿ

îðèãèíàëîì, òî f (n)(t) : pn F (p)− pn−1f(0+)− pn−2f ′(0+)− · · · − f (n−1)(0+).

7. Òåîðåìà èíòåãðèðîâàíèÿ îðèãèíàëà.
t∫
0

f(s) ds : F (p)
p .

8. Òåîðåìà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ. −t f(t) : F ′(p).

9. Òåîðåìà èíòåãðèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ. Åñëè èíòåãðàë
∞∫
p

F (z) dz ñõîäèòñÿ, òî

f(t)
t :

∞∫
p

F (z) dz.

10. Òåîðåìà óìíîæåíèÿ èçîáðàæåíèé. f ∗ g : F G, ãäå ∗ ýòî îïåðàöèÿ ñâåðòêè, îïðå-

äåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (f ∗ g)(t) =
t∫
0

f(s) g(t− s) ds =
t∫
0

f(t− s) g(s) ds.

11. Òåîðåìà óìíîæåíèÿ îðèãèíàëîâ f(t) g(t) : 1
2 π i

β+i∞∫
β−i∞

F (z) G(p − z) dz, ãäå β >

max{αf , αg} � âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî, αf è αg ýòî êîíñòàíòû èç óñëîâèÿ L2 äëÿ ôóíêöèé

f è g ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà ïàð ¾îðèãèíàë : èçîáðàæåíèå¿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà (a ∈ R).

1 : 1
p , ea t : 1

p−a ,

sin a t : 1
2i(

1
p−i a −

1
p+i a) = a

p2+a2 , cos a t : p
p2+a2 , sh a t : a

p2−a2 , ch a t : p
p2−a2 ,

sin(ω t + ϕ) : ω cos ϕ+p sin ϕ
p2+ω2 , cos(ω t + ϕ) : p cos ϕ−ω sin ϕ

p2+ω2 ,

1



ea t sinω t : ω
(p−a)2+ω2 , ea t cos ω t : p−a

(p−a)2+ω2 ,

ea t sh ω t : ω
(p−a)2−ω2 , ea t chω t : p−a

(p−a)2−ω2 .

tn ea t : n!
(p−a)n+1 , tk :

Γ(k + 1)
pk+1

, k > −1,

tn sinω t : n!
2i

(
1

(p−i ω)n+1 − 1
(p+i ω)n+1

)
, tn cos ω t : n!

2

(
1

(p−i ω)n+1 + 1
(p+i ω)n+1

)
,

1√
π t

e−
a2

4t : 1√
pe−a

√
p, a

2
√

π t3
e−

a2

4t : e−a
√

p, 2− 2Φ(a
√

2√
t
) : 1

pe−a
√

p,

2et(1− Φ(
√

2t)) : 1
p+
√

p , 1√
π t
− 2et(1− Φ(

√
2t)) : 1

1+
√

p ,

J0(t) : 1√
p2+1

, J0(i t) : 1√
p2−1

, J1(t) : 1− p√
p2+1

,

1
t J1(t) :

√
p2 + 1− p, J0(2

√
a t) : 1

pe
−a

p ,

1√
π t

cos(2
√

a t) : 1√
pe
−a

p , 1√
π a

sin(2
√

a t) : 1
p
√

pe
−a

p ,

1√
π t

ch(2
√

a t) : 1√
pe

a
p , 1√

π a
sh(2

√
a t) : 1

p
√

pe
a
p ,

ãäå Φ(t) = 1√
2π

∫ t
−∞ e−s2/2 ds � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà (ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîð-

ìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû), J0(t) è J1(t) � ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà 0 è 1
ñîîòâåòñòâåííî.

12.1. Äîêàæèòå òåîðåìó ïîäîáèÿ.

12.2. Äîêàæèòå òåîðåìó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îðèãèíàëà.

12.3. Äîêàæèòå òåîðåìó óìíîæåíèÿ èçîáðàæåíèé.

12.4. Íàéäèòå âñå èçîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå ìíîãî÷ëåíà.

12.5. Íàéäèòå îðèãèíàë äëÿ èçîáðàæåíèÿ F (p) = 3p
(p−1)(p+2)

.

Îòâåò: f(t) = et + 2 e−2 t.

12.6. Íàéäèòå îðèãèíàë äëÿ èçîáðàæåíèÿ F (p) = 2
(p2+1)2

.

Îòâåò: f(t) = sin t− t cos t.

12.7. Ïóñòü A(p) è B(p) ìíîãî÷ëåíû, B íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, a1, . . . , an ∈ C � âñå

êîðíè ìíîãî÷ëåíà B, deg A 6 deg B. Äîêàæèòå ñîîòâåòñòâèå

A(p)

B(p)
: f(t) =

n∑
k=1

A(ak)

B′(ak)
eak t.

12.8. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè: ẍ + 4 ẋ + 4 x = t3 e−2 t, x(0) = 1, ẋ(0) = 2.
Îòâåò: x(t) = e−2 t(1 + 4 t + 1

20
t5).

12.9. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè: ẍ + x = 1(1 < t < 3), x(0) = ẋ(0) = 0; ãäå 1(A)
� ýòî èíäèêàòîð óñëîâèÿ A: 1(A) = 1, åñëè A èñòèííî è 1(A) = 0, åñëè A ëîæíî.

Îòâåò: x(t) = (1− cos(t− 1))1(t > 1)− (1− cos(t− 3))1(t > 3).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

12.10. Äîêàæèòå òåîðåìó çàòóõàíèÿ.

12.11. Íàéäèòå îðèãèíàë äëÿ èçîáðàæåíèÿ F (p) = 2 p3+3 p+6 p2+3
(p+1)(p+2)(p2+1)

e−3p

Îòâåò: x(t) = (2 e−t+3 − e−2 t+6 + cos(t− 3))1(t > 3).

12.12. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè: ẋ + x = 1(0 < t < 2), x(0) = 0.
Îòâåò: x(t) = 1− e−t − (1− e−t+2)1(t > 2).
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