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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïîëóïîëîñå. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåäóêöèè çàäà÷è ê êîíå÷-
íîé îáëàñòè ñ ïîñëåäóþùèì ïîñòðîåíèåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ïðåäâàðèòåëüíî
ðàññìàòðèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå äëÿ
ñèñòåìû ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ðåäóêöèè äàííîé çàäà÷è ê êîíå÷íîìó èíòåðâàëó
èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [1] è ðàçâèâàåìûé â ðÿäå ðàáîò, íàïðèìåð, â [2],
[3]. Ïîäõîä îñíîâàí íà âûäåëåíèè ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïðåäåëüíîìó óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè, â âèäå ñèñòåìû ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòî-
ðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íåäîñòàþùåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè ïåðåõîäå
ê êîíå÷íîìó èíòåðâàëó.

Ïîä C è Ci áóäåì ïîíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ïàðà-
ìåòðà ε è øàãîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè.

1. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ
íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ:

ε2U′′(x)− P (x)U(x) = F(x), (1)

U(0) = A, lim
x→∞U(x) = 0, (2)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòðèöà P (x) è âåêòîð-ôóíêöèÿ F(x) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî
ãëàäêèìè ïî x, ìàòðèöà P (x) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé:

P (x) > αI, α > 0 ε > 0, lim
x→∞P (x) = P∞.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [3] ñïðàâåäëèâà îöåíêà óñòîé÷èâîñòè:

max
x
||U(x)|| 6

√
1
α2

max
x

||F(x)||2 + ||A||2, x > 0, (3)

ãäå

||U|| =
{ n∑

k=1

U2
k

}1/2
.

1)Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 07-01-00729) è íàöèîíàëüíîãî ôîíäà Áîëãàðèè
(ïðîåêò HS-MI-106/2005).
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Èññëåäóåì âîïðîñ ðåäóêöèè çàäà÷è (1)-(2) ê êîíå÷íîìó èíòåðâàëó. Ñëåäóþùèì
óðàâíåíèåì âûäåëèì ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðå-
äåëüíîìó óñëîâèþ (2) íà áåñêîíå÷íîñòè:

εU′(x) + G(x)U(x) = β(x), (4)

ãäå ìàòðèöà G(x) � ðåøåíèå ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ
Ðèêêàòè:

εG′(x)−G2(x) + P (x) = 0, lim
x→∞G(x) =

√
P∞, (5)

âåêòîð-ôóíêöèÿ β(x) � ðåøåíèå ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Êîøè:

εβ′(x)−G(x)β(x) = F(x), lim
x→∞β(x) = 0. (6)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [3] ïðè âñåõ x > 0 G(x) > √
αI. Ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíóþ îïðå-

äåëåííîñòü ìàòðèöû G(x) è ïðåäåëüíîå óñëîâèå lim
x→∞β(x) = 0, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè; ñ ó÷åòîì çàäà÷ (5)-(6)
óðàâíåíèå (5) äåéñòâèòåëüíî âûäåëÿåò ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðå-
äåëüíûì íóëåâûì óñëîâèåì íà áåñêîíå÷íîñòè. Èñïîëüçóÿ âûäåëåííîå ìíîãîîáðàçèå
(4), ðåäóöèðóåì çàäà÷ó (1)-(2) ê çàäà÷å íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [0, L] äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî L > 0 :

ε2U′′(x)− P (x)U(x) = F(x), (7)

U(0) = A, εU′(L) + G(L)U(L) = β(L). (8)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñðåäñòâîì (7)-(8) çàäà÷à (1)-(2) ðåäóöèðóåòñÿ ê êîíå÷íîìó èíòåðâàëó
[0, L] òî÷íûì îáðàçîì. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:

εW′(x) + G(x)W(x) = β(x), W(0) = A. (9)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (9) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷ (1)-(2) è (7)-
(8), ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ðå-
øåíèÿ çàäà÷ (1)-(2) è (7)-(8) ñîâïàäàþò íà èíòåðâàëå [0, L].

Èòàê, äëÿ ðåäóêöèè çàäà÷è (1)-(2) ê êîíå÷íîìó èíòåðâàëó îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü
G(L) è β(L) èç ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷ Êîøè (5) è (6). Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ïðèáëè-
æåííîãî íàõîæäåíèÿ G(L), ñëó÷àé ñ β(L) àíàëîãè÷åí.

Èùåì ðåøåíèå çàäà÷è (5) â âèäå:

Gm(x) =
m∑

k=0

Gk(x)εk.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (5), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

G0(x)Gk(x)+Gk(x)G0(x) = G′
k−1(x)−

k−1∑

i=1

Gi(x)Gk−i(x), k > 1, G0(x) =
√

P (x). (10)

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ||Gm(x) − G(x)|| ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) ê âîçìóùåíèþ ìàòðèöû P (x), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò
îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ìàòðèöó P (x). Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû
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P (x) â ñîîòâåòñòâèè ñ [3] ðåøåíèå çàäà÷è (5) óñòîé÷èâî ê âîçìóùåíèþ ìàòðèöû P (x)
è ñïðàâåäëèâà îöåíêà òî÷íîñòè:

max
x
||Gm(x)−G(x)|| 6 Cεm+1.

Òî÷íîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ G(x) óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåò-
ðà ε è ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè.

Ìîæíî ðåøåíèå çàäà÷è (5) èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì x−1. Ïóñòü äëÿ x > L

Pm(x) =
m∑

k=0

Pk

xk
, Fm(x) =

m∑

k=1

Fk

xk
. (11)

Òîãäà G(x) áóäåì èñêàòü â âèäå:

Gm(x) =
m∑

k=0

Gk

xk
, βm(x) =

m∑

k=0

βk

xk
.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ â (5), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

G0Gk + GkG0 = Pk − (k − 1)εGk−1 −
k−1∑

i=1

GiGk−i, G0 =
√

P∞. (12)

Îöåíêà òî÷íîñòè òàêîãî ðàçëîæåíèÿ èìååò âèä:

||Gm(x)−G(x)|| 6 CL−(m+1).

Òî÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì L è ñ ïðèâëå÷åíèåì áîëüøåãî
÷èñëà ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè. Äàííûé ïîäõîä íå ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

2. Ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå â ïîëóïîëîñå

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:

−∂u

∂t
+ ε2 ∂2u

∂x2
+ ε2 ∂2u

∂y2
− b(x, y)u = f(x, y, t),

u(x, 0, t) = φ1(x, t), u(x, 1, t) = φ2(x, t), u(x, y, 0) = φ3(x, y),

u(0, y, t) = φ4(y, t), lim
x→+∞u(x, y, t) = 0 (13)

äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ïîëîñû D = {0 6 x < ∞, 0 6 y 6 1} è 0 6 t 6 1.

Ôóíêöèè b, f, φi äîñòàòî÷íî ãëàäêèå â D, ε > 0, b(x, y) > b0 > 0,

lim
x→∞φi(x) = 0, i = 1, 2, lim

x→∞ f(x, y, t) = 0, lim
x→∞ b(x, y) = b+(y).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ êðàåâûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ u(x, y, t) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðî-
èçâîäíûõ ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

∣∣∣∣
∂j

∂yj
u(x, y, t)

∣∣∣∣ 6 C1

[
1 + ε−j

(
exp{−√mε−1y}+ exp{√mε−1(y − 1)})] ,
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∣∣∣∣
∂j

∂xj
u(x, y, t)

∣∣∣∣ 6 C2

[
1 + ε−j exp{−√mε−1x}] ,

∣∣∣∣
∂ju

∂tj

∣∣∣∣ 6 C3, (14)

ãäå b0/2 < m < b0, j = 1, 2, 3, 4. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (13) èìååò ïîãðàíè÷-
íûå ñëîè ó ãðàíèöû x = 0 è âäîëü ïîëîñû.

Ìåòîä ïðÿìûõ. Ââåäåì ñåòêó Ω c ðàâíîìåðíûì øàãîì τ, τ = 1/K ïî t è
íåðàâíîìåðíûìè øàãàìè hj , j = 1, 2, . . . , M, ïî y , ñãóùàþùóþñÿ ó ãðàíèö ïîëîñû,
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ñåòêó Í.Ñ. Áàõâàëîâà [4]. Èñïîëüçîâàíèå äðóãèõ ñåòîê, íàïðèìåð
[5], íå âëèÿåò íà äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ. Àïïðîêñèìèðóÿ óðàâíåíèå (13) ïî t è y,

ïåðåéäåì ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíî - ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

Li
jV(x) = −V i

j − V i−1
j

τ
+ ε2 d2

dx2
V i

j + ε2Λyy,jV
i − b(x, yj)V i

j = f(x, yj , ti),

0 < j < N, 0 < i 6 M, V i
j (0) = φ4(yj , ti), lim

x→+∞V i
j (x) = 0,

V i
0 (x) = φ1(x, ti), V i

N (x) = φ2(x, ti), V 0
j (x) = φ3(x, yj), (15)

ãäå

Λyy,jV
i = 2

hj(V i
j+1 − V i

j )− hj+1(V i
j − V i

j−1)
hjhj+1(hj + hj+1)

.

Ó÷èòûâàÿ âûáîð óçëîâ ïî y, ìîæíî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ïåðåõîäà îò çàäà÷è (13) ê
êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (15).

Ëåììà. Ïóñòü U(x) = [u(x, y, t)]Ω. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C

max
i,j,x

|U i
j(x)− V i

j (x)| 6 C

N2
+ Cτ.

Èòàê, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïîëóïîëîñå íà êàæ-
äîì øàãå ïî âðåìåíè ñâåäåíà ê êðàåâîé çàäà÷å íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå äëÿ
ñèñòåìû ÎÄÓ âèäà (1)-(2) ñ ìàòðèöåé P (x) :

P (x) =




p1 + 2ε2

h1h2
− 2ε2

h1(h1+h2) . . . 0

− 2ε2

h2(h2+h3) p2 + 2ε2

h2h3
− 2ε2

h2(h2+h3) . . .

. . .

0 . . . . . . pM + 2ε2

hM−1hM




,

ãäå pi = b(x, yi)+ τ−1. Äàëåå ïðèìåíåíèì ïîäõîä ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà äëÿ ðåäóê-
öèè çàäà÷è ê êîíå÷íîìó èíòåðâàëó, â âåêòîðíîì âèäå çàäà÷à äëÿ êîíå÷íîãî èíòåðâàëà
èìååò âèä:

ε2 d2

dx2
Vi − P (x)Vi = F(x), Vi(0) = Φ4(ti), ε(Vi)′(L) + G(L)Vi(L) = β(L), (16)

ãäå i = 1, 2, . . . , K, V = (V1, V2, . . . , VM )T , Φ4 = (φ4(y1), φ4(y2), . . . , φ4(yM ))T .

Îñòàåòñÿ îñóùåñòâèòü àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷å (16). Ïðè ðàçíîñòíîé
àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ïî x íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïîãðàíè÷íûé ñëîé ó ãðàíèöû
x = 0. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ñãóùåíèåì ñåòêè ïî x ïî àíàëîãèè ñ ó÷åòîì ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ ó ãðàíèö ïîëîñû. Åñëè â ðåøåíèè íåò ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ, òî ñåòêà ïî ïåðåìåííûì
x, y ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíîé, òîãäà ìàòðèöà P (x) áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
è ñèììåòðè÷íîé.
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