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Введение

Рассматривается задача Блазиуса. Такая задача возникает как вспомогательная  при моделировании обтекания бесконечно тонкой пластины потоком вязкой несжимаемой жидкости. Задача Блазиуса представляет собой нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка с краевыми условиями для  полу-бесконечного интервала.   Данная задача может рассматриваться как модельная для развиваемого метода редукции нелинейной задачи с полу-бесконечного интервала к конечному.

Задача Блазиуса исследовалась в ряде работ, имеются таблицы приближенного решения. В работе Г.И. Шишкина [1] для задачи Блазиуса исследовалось асимптотическое поведение решения и разностной схемы, доказано, что аналитическое и разностное решения стремятся  к предельному условию на бесконечности экспоненциально по независимой переменной, что позволяет свести задачу к конечному интервалу с заданной оценкой погрешности.

 Цель работы - исследование возможности применения метода выделения устойчивого многообразия для переноса предельного условия из бесконечности применительно к данной нелинейной задаче. Метод выделения устойчивых многообразий был предложен в работе А.А. Абрамова в 1961 году [2].  Предложено выделить множество решений, удовлетворяющих предельному условию в особой точке, посредством вспомогательного  дифференциального уравнения.  При фиксированном значении независимой переменной такое уравнение можно использовать в качестве  недостающего краевого условия при переходе к задаче на конечном интервале. Данный подход получил развитие в ряде работ, например, в [3]-[5].   

Особенность  задачи состоит в нелинейности уравнения и   в   неограниченности   коэффициента   при 
первой производной. Предлагается сделать замену независимой переменной так, чтобы коэффициент при первой производной имел конечный предел на бесконечности, что позволит применить метод выделения устойчивого многообразия. Сначала остановимся на случае линейной задачи.

1.  Линейная краевая задача

Рассмотрим краевую задачу:
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Предполагаем, что (>0, функции 
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Лемма 1.     Пусть 
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 Доказательство. Преобразуем уравнение (1) к

      виду:
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откуда следует:
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Интегрируя, получим:

                    
[image: image12.wmf](

)

(

)

dx

ds

e

s

f

A

r

u

r

x

dy

y

b

s

ò

ò

¥

-

ò

¥

-

=

0

)

(

1

e

e

.

Используя интегральную теорему о среднем значении и интегрируя, придем к утверждению леммы.        

      Перейдем к вопросу редукции задачи (1)-(2) к конечному интервалу. Для выделения многообразия решений, удовлетворяющих предельному условию на бесконечности, необходимо, чтобы коэффициент при первой производной в уравнении (1)  имел конечный предел при 
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,  что не так, поэтому сначала
сделаем замену переменной:
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Тогда задача  (1)–(2) примет вид:
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где
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Очевидно, что  
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.  В соответствии с подходом [2]  выделим многообразие решений уравнения (3), удовлетворяющих предельному краевому условию на бесконечности как множество всех  решений уравнения:

                      
[image: image20.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

t

t

u

t

g

t

u

b

e

=

+

¢

,                           (5)

где g(t) – решение сингулярной задачи Коши для уравнения Рикатти:
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Задачи (6) и (7)  составлены исходя из того, чтобы на решениях уравнения (5) уравнение (3) становилось тождеством. Все решения уравнения (5) стремятся к нулю на бесконечности в силу того, что  
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Лемма 2. Пусть 
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Доказательство. Покажем сначала, что 
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Учитывая условие  
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Из (8) следует, что 
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Теперь докажем, что 
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Допустим, что 
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 что  противоречит выполнению (9).  Случай второго неравенства аналогичен.  Лемма доказана.
Учитывая выделенное многообразие (5), перейдем к задаче на конечном интервале:
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Покажем, что посредством (10) задача (3)-(4) точным образом редуцирована к конечному интервалу.  Для этого определим задачу Коши относительно выделенного многообразия:
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Решение задачи (11) удовлетворяет задачам (3)-(4) 

и (10), в силу единственности решения рассматриваемых задач их решения совпадают. Для постановки задачи (10) остается найти g(L) и ((L).

    Функции g(t) и ((t) из задач (6) и (7) можно искать приближенно на основе разложений по степеням параметра (: 
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или по отрицательным степеням t:


[image: image60.wmf]å

å

=

-

=

-

=

»

=

»

N

n

n

n

N

N

n

n

n

N

t

g

t

g

t

t

t

t

g

0

2

/

0

2

/

)

2

(

)

2

(

)

,

(

)

(

,

)

,

(

)

(

b

b

e

b

e

,  (13)

В случае разложения (13) предполагаем, что аналогичное разложение справедливо для   функций 
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Подставляя (13)-(15) в (6) и (7), получим  рекуррентные формулы на 
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Исследуем точность разложений.  Можно  показать, что решения задач (6) и (7) устойчивы к возмущению правых частей дифференциальных уравнений, из чего следует оценка точности асимптотических разложений. Для разложений (12) справедливы оценки точности:
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Для разложений (13) при x(L  справедливы оценки: 
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Итак, определен метод нахождения коэффициентов задачи (10). Теперь сделаем обратное преобразование независимой переменной 
[image: image70.wmf]t

x

2

=

 и получим:

          
[image: image71.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

(

)

x

f

x

u

x

x

a

x

u

=

¢

+

+

¢

¢

 

 

e

, 
[image: image72.wmf]0

0

L

x

<

<

,

       
[image: image73.wmf](

)

A

u

=

0

, 
[image: image74.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

0

0

0

0

L

L

u

L

g

L

u

L

b

e

=

+

¢

.                (16)

Задача (1)-(2) точным образом редуцирована к задаче (16) для произвольного  конечного интервала. На основании принципа максимума можно убедиться в справедливости следующей леммы.

Лемма 3. Пусть 
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Тогда при
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Рассмотрим численный пример:


[image: image82.wmf](

)

(

)

(

)

x

f

x

u

x

x

x

x

u

=

¢

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

¢

¢

 

1

2

 

, 
[image: image83.wmf](

)

1

0

=

u

,  
[image: image84.wmf](

)

0

   

lim

=

¥

®

x

u

x

.    (17)            

Используя (16), редуцируем задачу (17) к задаче для конечного интервала. Пусть
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 результаты вычислений аналогичны. С увеличением числа членов разложения в (13) для g(t) погрешность редукции задачи к конечному интервалу уменьшается. Заметим, что более точное задание краевого условия не приводит к увеличению объема вычислений. 

Таблица 1.
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	2
	0.12e-01
	0.95e-02
	0.11e-02
	   0.44e-04

	3
	0.35e-03
	0.20e-03
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	   0.41e-05

	5
	0.36e-07
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	0.95e-09
	   0.84e-10

	7
	0.32e-12
	0.86e-13
	0.49e-14
	   0.23e-15


2. Задача Блазиуса

Рассмотрим краевую задачу:
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Осуществим замену 
[image: image105.wmf](

)

(

)

x

v

x

w

x

x

v

x

u

¢

=

+

=

,

)

(

)

(

 и перейдем от  (18) к системе:
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      Осуществим линеаризацию задачи (19)–(20): 
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Лемма 4. Пусть 
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  Тогда итерационный метод (21)–(23) сходится.

Доказательство.  Сначала докажем, что
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 Из (22)-(23) следует, что 
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Докажем, что последовательности 
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Ограниченность снизу. Пусть 
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Докажем по индукции, что 
[image: image131.wmf](

)

0

³

x

z

n

 и 
[image: image132.wmf](

)

0

³

x

n

r

.  Согласно (24) 
[image: image133.wmf](

)

0

0

³

x

z

. Пусть 
[image: image134.wmf](

)

0

1

³

-

x

z

n

. Нетрудно убедиться, что функция 
[image: image135.wmf])

(

x

w

 -возрастающая. Из рассуждений от противного следует, что 
[image: image136.wmf](

)

x

n

r

 не может иметь отрицательного минимума, поэтому 
[image: image137.wmf](

)

0

³

x

n

r

 при 
[image: image138.wmf]0

>

x

. Это влечет 
[image: image139.wmf](

)

0

³

x

z

n

. Итак,  доказали, что при всех  
[image: image140.wmf](

)

(

)

x

v

x

v

n

n

³

 и 
[image: image141.wmf](

)

(

)

x

w

x

w

n

³

.

     Монотонность. Докажем, что последовательности   
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Докажем по индукции, что при 
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Итак, последовательности 
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 – монотонно убывающие и ограничены снизу, поэтому, как известно,  они имеют предел.  Лемма доказана.

На каждой итерации краевая задача (22)-(23) линейна и соответствует рассмотренной  выше задаче (1)-(2) при 
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Для задачи (25) выпишем  схему направленных разностей на сетке с шагом 
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где 
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 Для краевой задачи на каждой итерации n используем метод прогонки. Итерации продолжаем, пока не выполнится  
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 - предельное решение задачи (26) на интервале [0,L], 
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 - решение задачи (26) на достаточно длинном интервале. 

В Табл. 2 приведены значения погрешности (  в зависимости от способа переноса предельного условия из бесконечности и от длины интервала L, h=0.1 .

     Результаты вычислений подтверждают  преимущество  постановки краевого условия для конечного интервала на основе исследуемого метода переноса условия из бесконечности. 

     
Автор благодарит Н.Б. Конюхову за  предложения по численному решению рассматриваемой задачи. 
Таблица 2
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	3
	0,83e-01
	0,24e-01
	 0,19e-01

	5
	0,76e-03
	0,15e-03
	 0,47e-04

	7
	0,34e-06
	0,53e-07
	 0,97e-08

	9
	0,12e-10
	0,15e-11
	 0,18e-12
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