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Рассматриваются сначала линейное, а затем нелинейное уравнение второго порядка с малым 
параметром при старшей производной на полуоси. Осуществлен переход к конечному интер­
валу с оценкой возникающей погрешности. Обоснована равномерная сходимость схемы на­
правленных разностей для редуцированной задачи. 

При математическом моделировании различных физических явлений, таких как распростра­
нение примеси от источника и процесс распространения пламени, краевые условия могут ста­
виться на бесконечности. При решении дифференциальных уравнений для таких задач конечно-
разностным методом необходимо перейти к ограниченной области. При этом требуется оценить 
погрешность в решении, возникающую при переносе краевых условий на границу ограниченной 
области. 

Краевые задачи на полубесконечном интервал^ рассматривались в ряде работ, например в 
[1]-[11]. В соответствии с подходом [2]-[9], при корректной постановке краевой задачи с пре­
дельным условием на бесконечности должно быть гарантировано, что это предельное условие 
выделяет семейство решений исходного уравнения и что значения этих решений порождают в 
фазовом пространстве переменных устойчивое многообразие. Требование, чтобы значения ре­
шений при определенных значениях аргумента принадлежали этому многообразию, дает гра­
ничное условие в конечной точке. 

В данной работе сначала рассмотрено линейное, а затем нелинейное автономное уравнение 
второго порядка на полубесконечном интервале. Рассмотрен вопрос переноса предельного кра­
евого условия из бесконечности. Оценена погрешность, возникающая при аппроксимации крае­
вого условия, соответствующего условию на бесконечности. Показано, как эта погрешность 
влияет на точность решения задачи на конечном интервале. 

Доказано, что задача, сформулированная на конечном интервале, не содержит выраженного 
пограничного слоя и для ее решения можно использовать схему направленных разностей, кото­
рая обладает в данном случае свойством равномерной сходимости по малому параметру. 

Всюду под С и Q понимаются положительные постоянные, не зависящие от £ и шагов разно­
стной сетки, причем в случаях, где это не вызывает недоразумений, различные величины огра­
ничиваются сверху одной постоянной С. Под нормой сеточной функции или функции непрерыв­
ного аргументар(х) подразумевается \\р\\ = тах\р(х)\, где х пробегает область определения функ­
ции. 

1. СЛУЧАЙ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
Н А ПОЛУБЕСКОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ 

Рассмотрим краевую задачу для линейного уравнения: 
-ги"+ а(х)и'+ с(х)(и-В) = 0, и(0) = A'i Пт[и(х)-В] = limw'(x) = 0- (1.1) 

Предполагаем, что функции а(х), с{х) непрерывны, D > а(х) > ос > 0, г е (0, 1], с(х) > (3 > 0, 
а(х) -—>• т , с(х) —• п, х — • ° о . 

Согласно [10, с. 29], при наложенных ограничениях существует единственное решение задачи 
(1.1). Вопрос переноса краевого условия из бесконечности в случае линейной задачи рассматри­
вался, например, в [3], [6]. Остановимся на свойствах решения задачи (1Л). 

Лемма 1 . При А<В решение задачи (1.1) возрастает, при А>В- убывает. 
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Доказательство. Пусть z = и - В. Тогда 
Lzz = -Ez" + a(x)z' + c(x)z = 0, z(0) = А-В, l imz(x) = limz'(x) = 0. 

X —> oo x —> oo 
Пусть A < В (случай Л > В аналогичен). Рассуждая от противного, нетрудно показать, что 

z(x) < 0 при всех х, поэтому и(х) < В. С другой стороны, 
р Л -

и(х) = -Е~1 jc(s)(u(s) - В)ехр -ja(t)dt ds. (1.2) 

Из (1.2) следует, что и(х) > 0. Лемма доказана. 
Из (1.2) следует, что для некоторой постоянной С 

\и\х)\<С. (1.3) 
Как известно [13], для оператора L e справедлив принцип максимума, если из условия L^¥(x) > 0, 

а{ < х < ос2, следует, что *F(JC) не может иметь на интервале (ось а 2) отрицательного минимума, где 
функция *¥(х) е С[[а{, а 2 ] п С 2 ^ , а 2). Из принципа максимума следует, что если L^¥{x) > 0, а{ < 
< х < ос2, Ч^оц) > 0, Ч^о^) > 0, то Ч'(х) >0,а{<х< а 2 . Принцип максимума можно применять также 
в случае краевых условий I I I рода и в случае разностного оператора [14, с. 40]. 

Лемма 2. При всех J C G [0,<») 
\u(x)-B\<\A-B\txp(r0x), (1.4) 

где г 0 - отрицательный корень уравнения 

- e r 2 + D r + P = 0. 
Доказательство. П у с т ь z - u - B . Определим 

= |A -B |exp ( r 0 x )±z (x ) . 
Тогда 

^Р(0)>0, l i m ^ W = 0, L E ^ ( x ) > 0 , 0 < х < о о . 

X —> °° 

Вследствие принципа максимума, справедливого для дифференциального оператора L 8 , имеем 
Ч'(х) > 0 (0 < х < <*>). Это доказывает лемму. 

Для решения задачи (1.1) конечно-разностным методом необходимо перейти к краевым усло­
виям на конечном интервале. Согласно [3], [4], условие на бесконечности в задаче (1.1) эквива­
лентно для больших х соотношению 

и\х) = у(х)[и(х)-В], (1.5) 
где у(х) является решением сингулярной задачи Коши 

Rty = е у ' - а у + е у 2 - с = 0, l imy(x) = г, (1.6) 
х
 ~~* °° 

где г - отрицательный корень уравнения гг2-тг-п = 0; решение (1.6) существует и единственно. 
Из (1.5) и леммы 1 следует у(х) < 0 при х > 0, из (1.2) и (1.5) нетрудно получить \у(х)\ < \\с\\/а. 
С учетом (1.5) запишем задачу (1.1) на конечном интервале: 

-ги" + а(х)и' + с(х)(и-В) = 0, и (О); = A, u'(L0) = y(L0)[u(L0) - В]. (1.7) 
При переходе от (1.1) к задаче (1.7) значение y(L0) может быть найдено с некоторой погреш­

ностью. Оценим влияние этой погрешности на точность решения задачи (1.7). 
Теорема 1. Пусть у (L 0) < 0, \y(L0) - у (L 0)| < А. Пусть и -решение задачи (1.7) в случае возму­

щенного значения у (L 0). Тогда при всех х е [0, L 0 ] 

\и(х) - й(х)\ < |А - В\eAof1 ехр[ r 0 L 0 + осе-1 (х - L 0 ) ] . 

Доказательство. Определим z-u-u. Тогда z является решением задачи 
Lzz = 0, z(0) = 0, z\L0)-y(L0)z(L0) = [y(L0)-y(L0)][u(L0) - В]. 

Определим функцию 
Ч*(х) = A 8 a 1 | w ( L 0 ) - J 5 | e x p [ 8 " 1 a ( x - L 0 ) ] ± z ( x ) . 

Тогда г' 
¥ ( 0 ) > 0 , ^(L0)-y(L0)W(L0)>0, L £ *F(x)>0, 0 < x < L 0 . 
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Из принципа максимума и леммы 2 следует утверждение теоремы. 
Оценим погрешность, которая может возникнуть, если при задании краевого условия в точке 

L 0 не использовать соотношение (1.5). ; 
В соответствии с доказанной теоремой, в случае! условия и \L0) = 0 выполнится оценка 

\и(х)-й(х)\ <г\А-B|cf 2 | |с||exp[r 0L 0 + ае~\х-L0)L 0 < х < L 0 . (1.8а) 

Нетрудно показать, что в случае условия и (L 0) = В выполнится 
\и(х) — й(х)\ < \А — В\ exp[ r 0 L 0 + a e ' ^ x - L o ) ] , 0 < x < L 0 . (1.86) 

Остановимся на вопросе приближенного решения задачи (1.6). Перейдем от (1.6) к уравнению 
с возмущенными коэффициентами: 

£у' -ау + гу2-с = 0, Н т у ( х ) - г. (1.9) 

Предполагаем непрерывность функций я, с: 1 

а(х)—* т , с{х)—• .и, х—й(х)>(Х>0, с ( х ) > р > 0 . 
Лемма Зо Пусть \\а - а \\ < А , \\с - с \\ < Д . Тогда найдется С такое, что 

||у-у||<сд.Г . (i.io) 
Доказательство, Учитывая, что (1.9) является аналогом уравнения (1.6) в случае возмущен­

ных коэффициентов в уравнении (1.1), получаем у (х) < 0, |у (х)| < \\с\\/а. Пусть z = у- у. Тогда 

Rez = Ez\-[а-г(у + y)]z - С-С + (а-а)у, limz(x) = 0. 

Применяя принцип максимума к оператору Re, нетрудно показать, что 
| | z | | < A a - ' ( l + Sella-1), : 

откуда следует (1.10). Лемма доказана. 
Если при достаточно больших х справедливы представления 

N 1 N. ) 

а(х)~а(х) = с(х)~с(х) = ^ с , х ~ ' , #о = т> со = л,' 
i=o : /=о 

то, согласно [3], у(х) может быть приближенно найдено в виде 

У(х)~у(х) = ^yiX~\ 
i = o 

Для этого необходимо подставить разложения а, с в (1.6): получим рекуррентную формулу от­
носительно у,. Более точные утверждения имеются в [3]. 

Для приближенного нахождения у(х) можно использовать малость параметра £. Пусть у0(х) -
отрицательное решение уравнения 

- ау0(х) + eyl(x) - с = 0. 
Лемма 4. Пусть функции а(х), с(х) непрерывно дифференцируемы при всех 0 < х < <*>9 

\а\х)\, |с'(х)| < Q. Тогда найдется С такое, что при всех х еi [0, «>) будет \у(х) - у0(х)| < С£. 
Доказательство, Пустьz = y-y0. Тогда 

REz = zi-az = e(Yo-y 2) 4-eYov limz(x) = 0. 
X —> °о 

Для оператора Rz справедлив принцип максимума, вследствие которого из условий 
l im x P(x )>0 , /? е Т(х )<0 , 0 <*<«>, (1.11) 

X > 0 0 

вытекает Т(х) > 0 (0 < х < о о ) . Определим ! 

= а - 1 | | £ ( у о - у 2 ) - £ у Л ± г ( х ) . 
Тогда выполнятся соотношения (1.11) и поэтому 

\z(x)\<zal\\yl-y2-y0\.: . (1.12) 
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Функция у0(х) ограничена вместе с производной равномерно по 8. Учитывая, что |у(л:)| < С, из 
(1.12) получаем утверждение леммы. 

2. НЕЛИНЕЙНОЕ АВТОНОМНОЕ УРАВНЕНИЕ 
Н А ПОЛУБЕСКОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ 

Рассмотрим краевую задачу 
Т£и = -ей" + ти' + g(u) = 0, и(0) = A, lim[u(x)-B] = 'limu'(x) = 0. (2.1) 

Предполагаем, что функция g(s) дважды непрерывно дифференцируема при всех s е R, 
. е е (0 ,1 ] , m > 0 , g(B) = 0, g'(B)>0, \g"(B)\<C, 

™ ? (2.2) 
g ' ( * ) ^ - P , seU, (3>0, m - 4 ( 3 e > a > 0 . 

Вопросы переноса краевого условия из бесконечности в случае нелинейного уравнения рассма­
тривались в [4], [5], [7]-[9], [11]. В [7] показана устойчивость решения задачи на конечном интер­
вале к погрешности при задании правого краевого условия. Обоснована сходимость метода ли­
неаризации Пикара. В [11] на полубесконечном интервале рассмотрено одномерное стационар­
ное уравнение Бюргерса, краевое условие из бесконечности в точку L 0 снесено в результате 
аналитического интегрирования исходного уравнения от L 0 до бесконечности. 

Задача (2.1) с ограничениями (2.2) является модельной, например, при математическом опи­
сании переноса пламени в случае одностадийного кинетического механизма и подобия полей 
температуры и концентрации [15], когда 

g(T) = К(Т-В)ехр(-Е/Т), 
где Т- температура смеси, m - скорость переноса пламени, г - коэффициент диффузии, А - тем­
пература свежей смеси, В - температура горения, К - константа скорости реакции, Е - энергия 
активации. 

Получим оценку устойчивости оператора Тг. 
Лемма 5. Пусть р(х), q(x) - две произвольные дважды непрерывно дифференцируемые функ­

ции, ограниченные на бесконечности. Тогда при всех 0 < х < °° 

\p(x)-q(x)\<exp(2$m-]x)[m2^ (2.3) 
Доказательство. П у с т ь z - p - q. Тогда 

Lez = -£z"+mz' + [g(p)-g(q)](p-q)~]z = Tep-Tzq. 
Для y<oo рассмотрим интервал [0, у]. Определим 

¥ ( * ) = exp(2pm- l x) [m 2 p - 1 a - 1 | | r e / 7 - r^| |+ |z (0) | ] + ex 
При таком задании Ч'(х) выполнится 

Ьг

х¥(х)>0, 0<x<y, X F(0)>0, v P(y)>0 . 
Учитывая, что для оператора L e справедлив принцип максимума [16], получаем ^(х) > 0 при 0 < 
< х < у. Устремляя у — • <*>, приходим к утверждению леммы. 

Задаваяр = м,^ = 0в (2.3), получаем 
|II(JC)| < exp(2Pm" 1x)[m 2p" 1a" 1|g(0)| + |А|]. 

В силу условия g\B) > 0, для заданного a: g\B) > а > 0 найдется L такая, что gu (и(х)) > а при 
x>L. 

Лемма 6. Решение и(х) задачи (2.1) возрастает при x>L, если u{L) <В,и убывает при u(L) > В. 
Доказательство. Пусть u(L) <B,z = u-B. Определим линейный оператор: 

Х е Ф = -zq>" + m$ + [g(z + B)-g(B)]z-\. (2.4) 
Если 9(L) < 0, l im ф(х) = 0, Ьеф(х) = 0, то, как нетрудно убедиться, ф(х) < 0 при х > L. Определяя 

ф = zr получаем и(х) < В. Используя представление производной 
оо 

и\х) = -z-^[g(u(s))-g(B)]exp[me'\x-s)]ds, (2.5) 
X 

получаем и\х) > 0 при х > L. Случай u(L) > В рассматривается аналогично. Лемма доказана. 
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Лемма 7. При всехх > L 
\и(х)-В\ < | w ( L ) - B | e x p [ r 0 ( i - L ) ] , 

где г0 - отрицательный корень уравнения -гг2 + mr + а = 0. 
Доказательство можно осуществить на основе принципа максимума для оператора L e , как это 

сделано в лемме 2. . 
Используя (2.5), несложно показать, что производная решения задачи (2.1) удовлетворяет 

оценке (1.3). 
Итак, получена оценка решения задачи (2.1) и его производной при выполнении условий (2.2). 

В соответствии с [10], [12], решение этой задачи существует и единственно. 
Остановимся на вопросе переноса краевого условия из бесконечности в точку L 0 . Предельное 

краевое условие на бесконечности в (2.1) при достаточно больших х эквивалентно соотношению 
(см. [8], [9]): 

и\х) = г][и(х)-В]+у(и(х)), (2.6) 

где Т\ - отрицательный корень уравнения -гг2 + tnr + g\B) = 0, у(и) - решение задачи типа Ляпу­
нова 

у (В) = 0, г , + г 2 = те" 1 ; . (2.7) 
от (2.1) к задаче на конечном интер-

еу\и)[г1(и-В) + у(и)] = гг2у(и) + g(u) - g\B){u- В)\ 
решение задачи (2.7) существует и единственно. Перейдем 
вале: 

-ги" + mu' + g(u) = 0, и(0) = A, w'(L0) = r 1 [ w ( L 0 ) - B ] + y(u(L0)). (2.8) 
Оценим влияние погрешности в задании у на решение задачи (2.8). 

Теорема 2, Пусть и - решение задачи (2.8) в случае возмущенной функции у (V). Пусть функ­
ция у (V) непрерывно дифференцируема при всех V Е IR, 

-ri-y\V)>-^ VeU, ро>0, т - 2 р 0 е > л > 0 . 

Пусть \у(и(Ь0)) - у (и(Ь0))\ < А. Тогда при всех х е [0, L 0] 

\и(х) - и{х)\ < 2Aer | - 1 exp[m(28) i (x - L 0 ) ] . 

Доказательство, Пустьz = и - и. Тогда 

LEz = -£z"+ mz'+ [g(u)-g(u)](u-uylz = 0, 

z(0) = 0, Dzz = Z ' (L 0 ) + T Z ( L 0 ) = 

где т = -rx - у '(6) для некоторого 0 между u(L0) и и (L 0). 
Можно показать, что если существует дважды непрерывно дифференцируемая функция ф(*) 

такая, что 
ф (х)>0, £ е ф > 0 , 1 е ф ( * )>0 , 0 < х < L 0 , 

то для оператора L e справедлив принцип максимума и из условий 

Т ( х ) е C 2 [ 0 , L 0 ] , L e 4 / ( x ) > 0 , 0 < x < L 0 , *Р(0)>0, D^>0 (2.9) 
следует *F(x) > 0 (0 < х < L 0). Чтобы показать это, нужно представить *Р(х) в виде произведения 
Т(х) = ф(х)У(х), и тогда сформулированное утверждение следует из рассуждений от противного. 

Учитывая ограничения на у , убеждаемся, что в качестве ф(х) можно выбрать ф(х) = 
= exp[m(2£)""1(x - L 0 )] . Определим ! 

Т (х ) = 2А8Л~ 1 ехр[т (28 ) " 1 ( х -^ ) ]± г (х ) . 
При таком задании *Р(х) выполнятся условия (2.9) и поэтому, в силу принципа максимума, 
*F(x) > 0 (х G [0, L 0]) . Это доказывает теорему. 

Лемма 8, При всех х> L выполняется 
lY (w(x) ) |<Cexp[2r 0 (x -L) ] , 

где г0 определено в лемме 7. 
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Доказательство. Учитывая (2.6), (2.7), получаем 

е ^ У ( " ( * ) ) - г 2 е у ( и ( х ) ) = g(u{x))-g'{B)[u{x)-B]. 

Из этого уравнения следует 

У(и(х)) = -t-lj[g(u(s))-g4B)(u(s)-B)]exv[r2(x-s)]ds. 
X 

Следовательно, 

l Y ( W ( x ) ) | < m a x | ^ ( W W ) | ( 2 r 2 £ ) - 1 [ W ( x ) - f i ] 2 , x>L. 
х > L 

Учитывая значение г2 и лемму 7, получаем утверждение леммы. 
Остановимся на случае у (и) = 0. Правое краевое условие тогда принимает вид 

U\L0) = Г][й(Ь0)-В]. 
Из теоремы 2 и леммы 8 при L 0 > L получим оценку точности: 

\и(х) - и{х)\ < С£ехр[т(2е) - 1 ( :с- L 0 ) + 2 r 0 ( L 0 - L)]. 
Проанализируем, какой может быть погрешность, если при задании правого краевого усло­

вия при переходе к конечному интервалу не учитывать поведение решения при достаточно боль­
ших х. 

Пусть йх (L 0) = 0. Нетрудно показать, что при L 0 > L 

\и(х) - й(х)\ < C£exp[m(2£) _ 1 (x -L 0 ) + r 0 ( L 0 - L ) ] , 0 < x < L 0 . 

Пусть и (L 0) = В. В этом случае при L0> L _ 

\и(х) - й(х)\ < Cexp[m(2£) _ 1(x - L 0 ) + r 0 ( L 0 - L ) ] , 0 < х < L 0 . 
Остановимся на вопросе о приближенном решении задачи (2.7). Определим 

Уо(и) = [g'(B)(u-B)-g(u)]/(er2). (2.10) 
Лемма 9. Найдется С такое, что при всех х>0 будет 

\у(и(х))-у0(и(х))\<Сг, 
где и(х)- решение задачи (2.1). 

Доказательство. Пусть z = у - у 0 . Из (2.7) следует, что 

e^-z(u(x))-er2z(u(x)) = -гуо(и(х))и\х). 
ах 

Из этого уравнения можно получить 

z(u(x)) = lY0(u(s))u,(s)txp[r2(x-s)]ds. 
х ' 

Теперь нетрудно убедиться, что |z(w(x))| < С£. Лемма доказана. 
Заметим, что при выборе у0(и) согласно (2.10) в соответствии с леммой 9 выполнены условия 

теоремы 2 с А = С£, следовательно, при этом верна соответствующая данной теореме оценка по­
грешности перехода к конечному интервалу. 

3. А Н А Л И З РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ ДЛЯ З А Д А Ч И 
Н А К О Н Е Ч Н О М ИНТЕРВАЛЕ 

Рассмотрим краевую задачу 
Тги = - £и" + а(х)и< + f(u, х) = 0, и(0) = A, REu = u\L0) + @(и(Ц)) = 0. (3.1) 

Полагаем, что всюду ниже выполнены условия 
е е . ( 0 , 1 ] , a(x)>a>0, 0 ' ( V ) > - p o > Ve U, а - 2 £ р о > Л > 0 , 

(3.2) 
Л > - р , а 2 - 4 б £ > а > 0 , Р > 0 , р 0 > 0 , 5 = max {P, р о , р 0 а } . 
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(3.3) 

Предполагаем, что функции а, / , 0 дважды непрерывно дифференцируемы по своим аргумен­
там. Задача (3.1) с условиями (3.2) является более общей, чем задачи (1.7) и (2.8). Остановимся 
на свойствах решения задачи (3.1) с условиями (3.2). 

Докажем, что для двух произвольных, дважды непрерывно дифференцируемых функций р{х) 
и q(x) справедлива оценка 

\p(x)~q{x)\uS{x) = ехр(28а- 1 х) [а 2 5 - 1 а - 1 | |Г е / 7-T t q \ \ + \p{0)-£{0)\] + 

+ 2er\~l\ R£p - REq\ exp[a(2e) - 1 ( j t - L 0 ) ] . 
В в е д е м z - p - q . Тогда 

Ъгг{х} - ~bi\x} + a{xW 

z(0) = p(0)-q(Q), D£z = z\L0) + xz(L0) = RtP-Rtq, 
где x - &{s) для некоторого s между p(L0) и q(L0), 

Определим *¥(x) = S(x) ± z(x). Тогда для *Р(дг) будут выполнены неравенства (2.9) и на основа­
нии принципа максимума получена оценка (3.3). 

Из оценки (3.3) следует единственность решения задачи (3.1) и оценка решения 

\и(х)\ < exp(28a^ 1x)[oc 25" 1a" 1||/(0, х)\\ + \А\] + 2ЕГ|~ 1 |0(О)|ехр [ a ( 2 £ ) _ I ( х - L 0 ) ] . 
Существование решения задачи (3.1) следует из того, что можно построить верхнее и нижнее ре­
шения [12, с. 39]. Оценим производные решения задачи (3.1). 

Лемма 10. Найдется С такое, что при всех х е [0, L 0 ] 

\ии\х)\<С{1+г1Чехр[аг-\х-Ц)]}у j = 1,2,3. (3.4) 
шзательстгво. Используя (3.1), нетрудно показать, что 

и\х) = ехр JE la(s)ds и\Ь0)-г 1 j"-f(u(s), s )ехр JE ]a(s)ds ds. (3.5) 

Из краевого условия следует, что |w'(L0)| < С. Тогда из (3.5) получим |w'(L0)| < Сх. 
Докажем (3.4) при j - 2. Пусть р(х) - и\х). Дифференцируя (3.1), получаем 

-£р"{х) + а{х)р\х) - F(x, и> и'), \F(x9 и, и*)\ ̂  С 2. 
Следовательно, 1 ; 

р\х) = ехр Je la(s)ds p\LQ) + z 1 JF(s, u(s)^(s))cxp JE la(s)ds ds. 

Из (3.1) получим \р\Ц)\ < СзЕ-1. Теперь из представления для р\х) следует (3.4) при j = 2.' Слу­
чай 7 = 3 аналогичен. Лемма доказана. 

Согласно лемме 10, решение задачи (3.1) может иметь слабо выраженный пограничный слой 
около конца интервала х = L 0 , когда производные, начиная со второй, неограниченно растут при 
Е — 0 . Целесообразно исследовать схему направленных разностей на равномерную сходимость 
по параметру Е, так как эта схема проще схем с экспоненциальными подгонками, например из 
[16]—[18]. Итак, на равномерной сетке Q с шагом h выпишем схему направленных разностей для 
задачи (3.1): 

Th

nu - - eAXXj пиН + апАхпи Л f(uh

n, хп) = 0, щ - А, 

где 

Rhu - АХу Nuhj- Q(uh

N) == 0, (3.6) 

h h 

Л п 
r r liU — 

h * h , . h ' 
h U n + \ - Z U n + U n - \ 

h 

Для анализа схемы (3.6) рассмотрим линейный оператор 
т h h » h , L h j h 

Lnz ~.-EAxx>nz +anAXihz +bnzn 

с краевыми условиями 
Л ТУ h _ h . А h 

z 0, Dhz = %zN+.Ax Nz . 

(3.7) 

(3.8) 
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Лемма 11. Пусть в (3.7), (3.8) 8 > 0, ап > 0. Тогда если Зфл: 

фЦ>0, л = 0 , 1 , . 1 У > 0 , п = l , 2 , . . . , y V - l , Я л ф л > 0 , (3.9) 
т о для оператора Lh справедлив принцип максимума и из условий 

4>0, Dhzh>09 Lh

nzh>0, л = . 1 , 2 , . . . , # - 1 , (3.10) 

следует zn > 0 л/ш всех п = 0, 1, N. 

Доказательство. Предположим, что для некоторого п0 будет z4 < 0, и получим противоречие. 

Определим сеточную функцию Vй: zn - Vh

nq>h

n. Тогда Vh

nQ < 0. Покажем, что Vh имеет локальный 

отрицательный минимум. Из условия 4 ^ 0 следует VQ > 0. Для zh

N справедливо одно из двух: 

1) > 0; тогда Vh

N > 0, при этом Vh имеет локальный отрицательный минимум; 

2) zh

N < 0; из условия Dhq>h > 0 следует 
h j/h h х 7h 

*4>NVN + J} <0 , 

с другой стороны, из условия Dhzh > 0 получим 

ТфдгУдг + - >0 ; 

из этих двух неравенств следует Vh

N > Vh

N_ j . 
Тогда для Vй выполнятся условия > 0, 0 > Vh

N > Vh

N_ х, откуда следует, что Vh имеет локаль­
ный отрицательный минимум. ^ 

Пусть минимум достигается в узле хт. Тогда 

4 < < 0 , Ах,У<0, Ax>m+lVh>0. (3.11) 
Нетрудно убедиться, что 

Th h h A ijh у Th r h h , - 1 h A ЛТН , - 1 h k * rh . 

Lmz = flA-iAIlMV + VmLmq> - е й 9 m + i A ; c m + 1 V +еЛ 9 m _,A J C > m V . 
Учитывая условия (3.9) и (3.11), получаем Lh

mzh < 0, что противоречит (3.10). Лемма доказана. 
Определим сеточные функции фА, 9 \ рА: 

Ф " = l 1 + 2 i j ' 0 " = l 1 + ^ r J ' P n = l 1 + 2 i J ' ( З Л 2 ) 

Нетрудно убедиться, что 
0^<ехр(25а " 1 х л ) , е х р [ а ( 2 е ) _ 1 ( х п - L 0 ) ] < ф* < ехр[а(28 + ah)~](xn - L 0 ) ] . 

Лемма 12. Пусть h<h0 = min{c/(4ocp), Г|/(2аР0)}, /?л w д л - две произвольные сеточные функ­
ции; Тогда при всех п 

| p^d<C [ | rV -7 , V« + |p^?o | ] exp (26a - 1 x„ ) + ' 

+ (4е + 2а/г)т1 _ 1|/гл/-/?А<?' ,|ехр[а(2е + aA) _ 1(jc„ - L 0 ) ] . 
Доказательство. Определим zh = ph- qh. Тогда 

fh h rjih h rj-h h h h h r\ h D h D h ' fl 1Л\ 

Lz = T p -T q , Z0 = Po-q0, Dhz = Rhp-Rhq, (3.14) 

где ^соответствует (3.7) с bn = \j{ph

n, xn)-J[qh

n, хпШрн

п - q\), Dh - линейный оператор: 
Dhzh = [Q(PN)-&(qHN)](PN~qh

N) XzN + hx>Nzh. 
Учитывая ограничение h < h0, получаем при всех n 

^ ф \ > 0 ( 8 г + 4сс/г)-1ф«, L y > 5 a ( 2 a 2 + 45a/i)"10^, Dh^h>r\{Az + 2ah)'\ DhQh>0. (3.15) 
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\uh\ < Сх[||/(0, х)|| + |А| ] е х р ( ^ х п ) + С 2 |в (0 ) | (е 4 ft) ехр 
а(хп - L0y 

28 + ah 
(ЗЛ6) 

Существование решения схемы (3.6) следует из наличия верхнего и нижнего решений. Исследу­
ем вопрос о равномерной сходимости схемы (3.6). 

Теорема 3. Пусть h<h0, где h0 определено в лемме 12. Найдется,С такое, что 

[ | [ « l i 2 - M i < C/i, l (3.17) 
где [u]Q - решение задачи (3.1) в узлах сетки Q. 

Доказательство. Определим zh-uh- [и]а. Тогда 

Lhz = Thu-Th[u]Q, !• (3.18) 

где Lh соответствует (3.7) при Ъп = \j{uh

n, хп) -f(un, xn)]/(uh

n - ил), ип = и(хп). Оценим правую часть 
(3.18): I 

Th

nuh-Th

n[u]Q = e ( w , , ( x J - A J C J C J w ] Q ) - ^ ( i / , ( x J - A J C > J w ] Q ) . 
Используя неравенства (см. [18]) 

\Кх,пМп-и^хп)\< j\\um(s)\<k'* (ЗЛ9) 

Х„ Х„ 

\K,nMn-u\xn)\<h-] J j\u"(t)\dtds (3.20) 
Хп-\ S 

и привлекая оценки производных (3.4), получаем 

Tnu -Tn[i 

где 8 = тах(/г, 8). Определим Wh: 

Учитывая, что 

\Th

nu - Th

n[u]Q\ <СМ 1 + О"1 ехр[а(28)" 1 (хп + ] - L 0 ) ] } , 

*РЛ = ( С 2 б Ч С 3 р л ) й ± / . 

,. Q(uk

N)-e(uN) h h ; 
UhZ = -h : ZN + AXtNZ. = U N - A x N [ u \ n , 

u N - u N 

и используя соотношения (3.4) и (3.20), получаем 

\Dhzh\<C4hQ~\ 
Учитывая, что 

Lh

nph>C5Q-'pl Р ^ е х р ^ г е ) - 1 ^ ^ , - ^ ) ] , 
и привлекая соотношения (3.15) и (3.18), получаем, что при некоторых С2 и С3 для 4 м выполнятся 
неравенства (3.10). В соответствии с принципом максимума, при всех п будет Шн

п > 0. Это дока­
зывает, что \zh

n\ < Ch при всех п, кроме случая п = N... Остается показать, что \zh

N\ < Ch. Для этого 
случая имеем . 1 

\zh

N\ <\uN-uN_l\ + \uN_{-uh

N_x\ + \uk-uh

N_l\. 

Учитывая (3.15) и лемму 11, получаем, что для оператора ^справедлив принцип максимума. Оп­
ределим^: :| 

^ = С { | 7 А р * - 7 А ^ + и-«а}вЧ(4е + 2а^)л-1лУ-Л^1ф*±г'''. 
Учитывая (3.14), (3.15), можно подобрать С таким образом, чтобы для функции ¥ л выполнились 
условия (3.10). Тогда из принципа максимума следует утверждение леммы. 

Из (3.13) следуют единственность решения схемы (3.6) и оценка устойчивости ^ 
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Из краевого условия в (3.6) получаем \'uN-uN_]\ < C6h. Пользуясь полученной оценкой для л < N, 
приходим к утверждению теоремы. 

Схема (3.6) представляет собой систему нелинейных алгебраических уравнений. Покажем, 
что при достаточно хорошем начальном приближении метод Ньютона является сходящимся, 
причем сходимость метода равномерна по параметру 8. Итак, определим метод линеаризации: 

- e A ^ n w ; + 1 + ^ A A , n w / + U / ^ w 7

n , x J ^ + 1 = fu(uJ

n,xn)uJ

n-f(uJ

n,xn), ' 

uJ

0

+] - A, &(uJ

N)uJ

N

+] +AXtNuJ*1 = -®(uJ

N) + &(uJ

N)uJ

N. 

Сеточная функция и0 предполагается заданной. Определим zj = uh - и/. Тогда 

~^Kx,nzJ + ]+anAX}nzJ+l+ fM,xn)zJ

n

+l = 0.5f'(QJn,xn)(zi)2, 

zi+] = о, вч4)4+1
 + A , , ^ + 1 = - 0 " ( e j v ) ( ^ ) 2 / 2 

для некоторой сеточной функции 6;. Пользуясь принципом максимума, нетрудно получить 

1к' + 1|<сИ1 2.. 
Следовательно, при достаточно хорошем начальном приближении итерационная схема (3.21) 
квадратично сходится. 

На каждой итерации система уравнений линейна относительно uj+\ но матрица этой системы 
в силу допустимости fu < 0 может не иметь диагонального преобладания. Для нахождения реше­
ния такой системы можно использовать метод немонотонной прогонки [14]. 

Покажем, что схема (3.6) устойчива к погрешностям в 0. 

Лемма 13. Пусть функция 0 (V) непрерывно дифференцируема при Ve Ш, причем ©'(V) > - р 0 . 

Пусть и1 - решение схемы (3.6) с возмущенной функцией ©. Тогда если \Q(uh

N) - 0 (uh

N)\ < А, то 
при всех хп € £2 

\ип- ин\ < Ал"1 (48 + 2a/z)exp[oc(28 + ah)'\xn-L0)]. (3.22) 

Доказательство. Пусть zh -uh - uh. Тогда 

Th h n h л n h zh

N-zh

N-\ Q(uh

N)-Q(uh

N) h - h h 

Lnz = 0 , z0 = 0, Dhz = г — + ——j;—n; z" = 0 ( ^ ) ~ 0 ( ^ ) , 
n uN-uN 

где Lh соответствует (3.7) cbn = \J{uh

ni xn) - Дu h

n , xn)/(uh

n - uh

n). 

Определим сеточную функцию vP / l: 

= Ал"1(48 + 2аА)ф^±г". 
Тогда для функции Ч?н выполнятся соотношения (ЗЛО) и вследствие принципа максимума при 
всех п будет > 0. Из этого следует утверждение леммы. 

В случае линейной задачи (1.7) имеем 0( uh

N) = y(L0)(B - uN). Если |у (L 0) ~ y(L0)| < А, то для по­
стоянной С, соответствующей оценке (3.17), получим 

|в(4) - 0(4)1 £ А[|А - В\ exp(r 0 L 0 ) + Ch]. 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 
Сначала была рассмотрена линейная краевая задача 

-еи"(х) + и'(х) + и(х)-1 = 0, и(0) = 0, Пти(х) = 1. (4.1) 

Решение этой задачи выписывалось в явном виде и сравнивалось с решением данного уравнения 
на конечном интервале при различных подходах к заданию правого краевого условия. Вычисля­
лась максимальная погрешность, возникающая при переходе к конечному интервалу. 
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В табл. 1 приведена норма погрешности в зависимости от £ и длины интервала L 0 при задании 
u(L0) = 1. I ' . . / 

В табл. 2 приведена норма погрешности при задании w'(̂ o) = О-
Задание правого краевого условия согласно (1.5) с выбором у(х) = г, где г соответствует (1.6), 

приводит к совпадению решения задачи на конечном интервале с решением задачи (4.1). 
Данные табл. 1 и 2 подтверждают полученные оценки точности (1.8а) и (1.86) соответственно. 
Теперь остановимся на случае нелинейной краевой задачи. 
Сначала была рассмотрена нелинейная краевая задача 

-ей" + и* + иехр(и) - 0, и(0) = 1, jlimw(x) = 0. (4.2) 

Задача (4.2) сводилась к конечному интервалу, и для решения редуцированной задачи применя­
лась схема направленных разностей. Численно исследовалось влияние способа задания краевого 
условия на решение разностной схемы. Шаг разностной сетки принимался постоянным (h = 0.1), 
и за сеточное решение, не искаженное из-за переноса краевого условия из бесконечности, при­
нималось решение на достаточно большом интервале длины L (L - 100), при этом 
|w( 100)|, |w(100)l < ехр(-50). Рассматривались различные спрсобы задания краевого условия: M l : 
u(L0) -0; М2: u(L0) - 0; МЗ: согласно (2.8) с у(и) = 0; М4: согласно (2.8) с y(w), соответствующим 
(2.10). " ; • , • 

Схема (3.6) представляет собой систему нелинейных уравнений, и для нахождения ее решения 
использовался модифицированный метод Пикара; ^ 

-eAxx^nuJ + l + апАх,пи] + х + GuJ

n

+l = GuJ

n-f(uJ

n,хп), uJ

0

+l = A, AXfNuJ + l + GuJ

N

+l = Gu]

N-Q{uJ

N). 

При G > 5 итерационный метод сходился. Итерации заканчивались, если | |и , ' + 1 - ^ 'H < 10~12. 
В табл. 3 приведена норма погрешности в зависимости от способа задания краевого условия и 
длины интервала при е = 1, в табл. 4 - при 8 = 0.1. Под погрешностью понимается разность между 
сеточным решением на данном интервале и на интервале длины L = 100. При других 8 результа­
ты вычислений аналогичны: точность способов М2-М4 увеличивается с уменьшением (е + А)ис 
увеличением длины интервала и согласуется с оценкой (3.22). Наименее точен способ M l . Более 
точен способ М4. Нелинейность в краевом условии для способа М4 не увеличивала количество 

• итераций. 
Аналогичным образом была рассмотрена краевая задала 

-еи" + w' + (w-2 )exp( -w - 1 ) = 0, и(0) = 1, Пти(х) = 2. (4.3) 
X —> 0 0 

Начальное приближение для итерационного метода при всех вычислениях задавалось в виде 
прямой линии между значениями решения на концах интервала. 

Таблица 1 Таблица 2 

8 
1 5 10 20 ^ \ Ь 0 

8 
1 5 10 20 

1.0 1.62 0.14 0.65Е-2 0.13Е-4 1.0 0.53 0.52Е-1 0.23Е-2 0.49Е-5 
1.0Е-1 1.20 0.03 0.31Е-3 0.33Е-7 1.0Е-1 1.0Е-1 0.26Е-2 0.26Е-4 0.28Е-8 
1.0Е-2 1.11 0.02 0.15Е-3 0.75Е-8 1.0Е-2 1.1Е-2 0.21Е-3 0.15Е-5 0.74Е-10 
1.0Е-3 1.10 0.02 0.14Е-3 0.63Е-8 1.0Е-3 1.1Е-3 0.20Е-4 0.14Е-6 0.63Е-11 
1.0Е-4 1.10 0.02 0.14Е-3 0.62Е-8 1.0Е-4 1.1Е-4 0.20Е-5 0.14Е-7 0.62Е-12 

Таблища 3 
• 'j 

Таблица 4 

А) Ml М2 МЗ М4 А) Ml М2 МЗ М4 
1 0.42 0.16 0.29Е-1 0.17Е-1 1 0.26 0.54Е-1 0.99Е-2 0.12Е-2 
5 0.30Е-1 0.13Е-1 0.31Е-3 0.41Е-4 5 0.64Е-2 0.11Е-2 0.11Е-4 0.54Е-5 

10 0.14Е-2 0.61Е-3 0.74Е-5 0.68Е-5 10 0.78Е-4 0.13Е-4 0.75Е-7 0.74Е-7 
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Таблица 5 

8 Ml М2 МЗ М4 

1.0 0.71 0.17 0.23Е-1 0.17Е-1 
1.0Е-1 0.66 0.59Е-1 0.13Ё-1 0.14Е-2 
1.0Е-2 0.66 0.34Е-1 0.87Е-2 0.98Е-4 
1.0Е-3 0.66 0.31Е-1 0.82Е-2 0.88Е-5 

В табл. 5 приведена норма погрешности в случае задачи (4.3) при L 0 = 1 в зависимости от спо­
соба задания краевого условия и значения £. 
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