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Cubic splines for a boundary layer problem are constructed and investigated. It is shown, that using of splines on uniform mesh leads to significant errors. Applying of mesh, dense in a boundary layer, lead to uniform small estimate of order 
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, where N is number of mesh intervals.
1. Введение
 В данной работе исследуется метод кубической сплайн-интерполяции для функции одной переменной с погранслойной составляющей [1], [2], имеющей область больших градиентов. Точнее, предполагается,  что для производных интерполируемой функции 
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 справедливы оценки:
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При малых значениях параметра 
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 функция 
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 имеет экспоненциальный погранслойный рост  в окрестности нуля. Такая функция, в частности, соответствует решению сингулярно-возмущенной краевой задачи [3]:
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и коэффициенты 
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- достаточно гладкие функции.                                    
Всюду в работе под 
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 подразумеваются положительные постоянные, не  зависящие от параметра 
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 и шагов разностной сетки.
В соответствии с [4] использование метода кусочно-линейной интерполяции такой функции  на равномерной сетке приводит к значительным погрешностям, в то же время использование сетки, мелкой в пограничном слое, согласно [4], приводит к равномерно малой погрешности указанного метода. Актуален вопрос исследования точности метода кубической интерполяции для функций с большими градиентами на равномерной и неравномерной сетках. 

Итак, пусть функция 
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, для производных которой справедливы оценки (1), задана  в узлах сетки  
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2. Построение кубического эрмитова сплайна.
Зададим для каждого интервала 
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 многочлен третьей степени:

[image: image15.wmf]n

n

n

n

n

n

n

n

d

x

x

c

x

x

b

x

x

a

x

w

+

-

+

-

+

-

=

-

-

-

)

(

)

(

)

(

)

(

1

2

1

3

1

.

         (3)
Построим сплайн 
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, учитывающий значения функции и производной в узлах сетки:
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Определим коэффициенты  сплайна с учетом условий (4):

[image: image18.wmf].

...,

,

2

,

1

,

,

,

)

(

3

,

)

(

2

1

1

2

1

1

1

3

1

1

2

1

N

n

u

d

u

c

h

h

u

u

u

h

u

u

b

h

h

u

u

u

h

u

u

a

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

=

=

¢

=

¢

-

-

+

¢

-

¢

-

=

¢

-

-

-

¢

-

¢

=

-

-

-

-

-

-

-

-




  
         (5)
В соответствии с ([4], стр. 60)  справедлива оценка погрешности:
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 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf].
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В соответствии с (1) справедлива оценка 
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf],
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 и эта оценка может быть достижимой, что в соответствии с (6) может сказаться на точности кубической интерполяции. Убедимся в этом на примере функции 
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. Рассматривая интерполяцию на интервале 
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Следовательно,  точность интерполяции не возрастает при уменьшении длины интерполяционного интервала 
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Итак, использование кубической сплайн-интерполяции на равномерной сетке может привести к существенной погрешности. 
С учетом условий (1) из (6) следует:

       
[image: image28.wmf].

,...,

2

,

1

],

,

[

,

)

exp(

1

1

384

)

(

)

(

1

1

1

4

4

0

N

n

x

x

x

x

h

C

x

u

x

w

n

n

n

n

=

Î

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

£

-

-

-

-

ae

e

                (7)
Исследуем точность сплайн-интерполяции в зависимости от задания сетки 
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. Зададим кусочно-равномерную сетку, мелкую в пограничном слое, ширина которого задается параметром 
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. Заметим, что от задания параметра 
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 зависит точность интерполяции. Определим сетку [2]:
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Рассмотрим две сетки 
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, соответственно, в зависимости от задания параметра  
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Исследуем точность интерполяционной формулы (3), (5) в случае сеток 
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1).  Пусть 
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 Учитывая  (7)-(9), получим:
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Пусть 
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Рассмотрим случай  
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следовательно, при 
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(вне пограничного слоя) погрешность интерполяции для кубического сплайна порядка
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[image: image54.wmf]e

.
2).  Пусть 
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 Учитывая  (7), (8), (10), получим:
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Пусть 
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Учитывая значение 
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 из (10),  получим:
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следовательно, при 
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погрешность интерполяции для кубического сплайна порядка
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, равномерно по параметру
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3. Приближение производной.
Для применения интерполяционной формулы (3) используются производные 
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, которые могут быть не заданы. В этом случае их можно приближенно вычислить на основе формул численного дифференцирования через значения 
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Лемма 1.
Функция 
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 из (3) устойчива к возмущению 
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Доказательство.
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Оценивая максимум по 
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 этого выражения, получим: 
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Аналогично можно получить, что 
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Значит, если 
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Лемма доказана.
Следовательно, если найти производные {
[image: image87.wmf]n
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} с необходимой точностью, то это не увеличит порядок погрешности формулы (3).
Приведем формулы вычисления производных третьего порядка точности на равномерной сетке с шагом  
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Таким образом, при приближении производной по формулам (16) получим 
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Значит, для 
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 справедливы оценки  вида (11)–(15). 
4. Численные эксперименты для кубического сплайна
Зададим функцию с экспоненциальной погранслойной составляющей:
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В табл. 1 для функции 
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 и апостериорный порядок точности 
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                 Таблица 1. Погрешность кубической интерполяции на равномерной сетке
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Как видно из табл. 1, с уменьшением 
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 погрешность кубической сплайн-интерполяции на равномерной сетке существенно возрастает, а порядок точности падает.
Остановимся на случае неравномерной сетки  
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В табл. 2 приведена погрешность 
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Таблица 2. Погрешность кубической интерполяции на сетке Шишкина 
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5. Построение экспоненциального  сплайна.
В соответствии с [1] для решения задачи (1) справедливо представление
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где 
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Построим экспоненциальный сплайн, учитывающий погранслойную составляющую функции 
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где коэффициенты 
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и получим:
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где  
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Итак, построили экспоненциальный сплайн  
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Нетрудно показать, что 
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, следовательно, коэффициенты сплайна находятся корректно.  Разложением в ряд Тейлора можно показать, что
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интерполяция 
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Остановимся на результатах численных экспериментов. Сетку зададим равномерной с шагом 
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В таблице 3 для функции (17) приведены погрешность 
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 в случае равномерной сетки.
Таблица 3. Погрешность экспоненциальной интерполяции на равномерной сетке
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Численные эксперименты показывают четвертый порядок точности построенного экспоненциального сплайна.
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