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Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èí-
òåðâàëå. Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïåðåõîäà ê çàäà÷å íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå èëè ê
çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé
ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Êîøè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèé ïîä-
õîä.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëå-
íèé, íàïðèìåð, ïåðåíîñà ïðèìåñè èëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè, êðà-
åâûå óñëîâèÿ ìîãóò ñòàâèòüñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ðåøåíèè òàêèõ
çàäà÷ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ïåðåíîñà êðàåâûõ
óñëîâèé èç áåñêîíå÷íîñòè â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.

Äëÿ ïåðåíîñà êðàåâîãî óñëîâèÿ èç áåñêîíå÷íîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïîä-
õîä, ïðåäëîæåííûé â [1]-[3]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîäõîäîì âûäåëÿåòñÿ
îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ïðåäåëüíîìó óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Èç óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíî-
ñòè ðåøåíèÿ ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ ñëåäóåò ãðàíè÷íîå óñëîâèå â êîíå÷-
íîé òî÷êå. Íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè
ïîçâîëÿåò ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíóþ ñèíãóëÿðíóþ çàäà÷ó Êîøè àñèìï-
òîòè÷åñêèì ìåòîäîì. Â [4] ïðåäëîæåí ñïîñîá ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è Êîøè ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî ïàðàìåòðó ε äëÿ ëèíåé-
íîãî è íåëèíåéíîãî àâòîíîìíîãî óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ýòîé âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷è íà ðåøåíèå çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé íà êîíå÷íîì
èíòåðâàëå. Äëÿ ðåøåíèÿ ðåäóöèðîâàííîé ê êîíå÷íîìó èíòåðâàëó çàäà-
÷è îáîñíîâûâàåòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà.

Â äàííîé ðàáîòå, â îòëè÷èå îò [4], ïðåäëàãàåòñÿ èñêàòü ðåøåíèå âñïî-
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ìîãàòåëüíîé çàäà÷è Êîøè â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî ïàðàìåòðó
ε, ðàññìîòðåí åùå ñëó÷àé óðàâíåíèÿ áåç ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

Âñþäó ïîä C è Ci ïîíèìàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çà-
âèñÿùèå îò ε, ïðè÷åì â ñëó÷àÿõ, ãäå ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé,
ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû îãðàíè÷èâàþòñÿ ñâåðõó îäíîé ïîñòîÿííîé . Ïîä
íîðìîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè èëè ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà p(x)
ïîäðàçóìåâàåòñÿ ‖p‖ = max |p(x)| , ãäå x ïðîáåãàåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè.

1. Ñëó÷àé íåñàìîñîïðÿæåííîé ëèíåéíîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

Lεu = −εu′′ + a(x)u′ + c(x)u = f(x), u(0) = A, lim
x→∞u(x) = 0. (1.1)

Ïðåäïîëàãàåì äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü a , c, f ,

D ≥ a(x) ≥ α > 0, ε ∈ (0, 1], B ≥ c(x) ≥ b > 0,

f(x) → 0, a(x) → a0, c(x) → c0, x →∞.

Ñîãëàñíî [5], ïðè íàëîæåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1).

Êàê èçâåñòíî, åñëè äëÿ îïåðàòîðà Lε ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìó-
ìà, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè Ψ(x) èç óñëîâèé

Ψ(α1) ≥ 0, Ψ(α2) ≥ 0, LεΨ(x) ≥ 0, α1 < x < α2

ñëåäóåò Ψ(x) ≥ 0, α1 ≤ x ≤ α2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áóäåì ïðèìåíÿòü
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ê êðàåâûì óñëîâèÿì òðåòüåãî ðîäà è ê äèôôåðåí-
öèàëüíûì îïåðàòîðàì äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîæíî ïîêàçàòü:

||u|| ≤ |A|+
∥∥∥∥
f(x)
c(x)

∥∥∥∥ .

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ïåðåíîñà êðàåâîãî óñëîâèÿ èç áåñêîíå÷íî-
ñòè. Èñïîëüçóåì ïîäõîä [1]-[3], ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðåäåëüíîå óñëîâèå
íà áåñêîíå÷íîñòè âûäåëÿåò îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ðåøå-
íèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (u, u′). Äëÿ çàäàííîãî L0 > 0
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óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè (u(L0), u′(L0)) ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ çàäàåò ãðà-
íè÷íîå óñëîâèå â ýòîé òî÷êå.

Èòàê, ïóñòü
u′(x) = γ(x)u(x) + β(x), (1.2)

ãäå γ(x) è β(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷ Êîøè:

Rεγ = εγ′ − aγ + εγ2 − c = 0, lim
x→∞ γ(x) = r, (1.3)

ãäå r - îòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ εr2 − a0r − c0 = 0,

εβ′ − [a(x)− γε]β = f(x), lim
x→∞β(x) = 0. (1.4)

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3). Ââåäåì

v(x) = exp





x∫

0

γ(t)dt



 . (1.5)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäåëüíîå óñëîâèå íà γ(x), ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ
v(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è:

−εv′′ + a(x)v′ + c(x)v = 0, v(0) = 1, lim
x→∞ v(x) = 0. (1.6)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è (1.6) ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï
ìàêñèìóìà, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Èç ýòîãî
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3).

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ê çàäà÷å (1.6), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

exp{r1x} ≤ v(x) ≤ exp{r2x}, r1 = − 2B

α +
√

α2 + 4Bε
, r2 = − 2b

D +
√

D2 + 4bε
.

Ïîêàæåì, ÷òî v′(x) < 0 ïðè x < ∞. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ ïðî-
èçâîäíîé:

v′(x) = −ε−1

∞∫

x

c(s)v(s) exp


1

ε

x∫

s

a(t)dt


 ds.

Èç (1.5) ñëåäóåò v′(x) = γ(x)v(x), ïîýòîìó ïðè âñåõ x < ∞
γ(x) < 0. (1.7)

Ëåììà 1. Ïðè âñåõ x

− 2B

α +
√

α2 + 4Bε
≤ γ(x) ≤ − 2b

D +
√

D2 + 4bε
< 0. (1.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà (ïåðâàÿ
÷àñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü

S = − 2b

D +
√

D2 + 4bε
.

Òîãäà
εS2 −DS − b = 0.

Ïóñòü z = S − γ. Òîãäà

Lz = εz′ − {a− ε(S + γ)}z = (D − a)S + b− c ≤ 0, lim
x→∞ z(x) ≥ 0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.7) S +γ < 0, ïîýòîìó èç ðàññóæäåíèé îò ïðîòèâíîãî
ñëåäóåò z(x) ≥ 0, x < ∞. Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó.

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.3). Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ [4] ðåøåíèå çàäà÷è (1.3) óñòîé÷èâî ê âîçìóùåíèþ êîýôôè-
öèåíòîâ. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå. Ïåðåéäåì îò (1.3) ê çàäà÷å:

εγ̃sh − ãγ̃ + εγ̃2 − c̃ = 0, lim
x→∞ γ̃(x) = r. (1.9)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

ã(x) → a0, c̃(x) → c0, x →∞, D̃ ≥ ã ≥ α̃ > 0, B̃ ≥ c̃ ≥ b̃ > 0. (1.10)

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ [4] ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 2. Ïóñòü

|a(x)− ã(x)| ≤ ∆, |c(x)− c̃(x)| ≤ ∆ äëÿ x ≥ L0.

Òîãäà íàéäåòñÿ C:

|γ(x)− γ̃(x)| ≤ C∆ äëÿ x ≥ L0. (1.11)

Íà îñíîâàíèè ëåììû 2 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x γ(x) ìîæíî ïðè-
áëèæåííî íàéòè íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a(x) è c(x) â ðÿ-
äû ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì x. Òàêîé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ â [3].

Åñëè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ:

a(x) ≈ ã(x) =
N∑

i=0

aix
−i, c(x) ≈ c̃(x) =

N∑

i=0

cix
−i, (1.12)
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òî γ(x) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî íàéäåíî â âèäå:

γ(x) ≈ γ̃(x) =
N∑

i=0

γix
−i.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèÿ a, c, γ â (1.3) è ïîëó÷èì
ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó îòíîñèòåëüíî γi. Åñëè äëÿ x ≥ L0 èìåþò ìåñòî
ðàçëîæåíèÿ (1.12), è ïðè ýòîì

|a(x)− ã(x)|, |c(x)− c̃(x)| ≤ C/xN+1,

òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2 ïðè x ≥ L0 |γ(x)− γ̃(x)| ≤ C1/LN+1
0 . Ïðè

ïåðåíîñå êðàåâîãî óñëîâèÿ èç áåñêîíå÷íîñòè äëèíà êîíå÷íîãî èíòåðâà-
ëà, ê êîòîðîìó ðåäóöèðóåòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à, äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî
áîëüøîé.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ γ(x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàëîñòü
ïàðàìåòðà ε è ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä ïî ïàðàìåòðó ε. Òàêîå ðàç-
ëîæåíèå ðåøåíèÿ áóäåò ïðèìåíèìî ïðè âñåõ x > 0. Ïðè ýòîì äëèíà
èíòåðâàëà, ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à, ìîæåò áûòü ïðîèç-
âîëüíîé. Ïàðàìåòð ε äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàë.

Ðåøåíèå çàäà÷è (1.3) èùåì â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà:

γ̃N (x) =
N∑

n=0

γn(x)εn. (1.13)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (1.3) è ñîáèðàÿ ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

γn = a−1


γ′n−1 +

∑

i+j=n−1

γiγj


 , (1.14)

ãäå 0 ≤ i, j ≤ n− 1, n ≥ 1,

γ0(x) = −c(x)/a(x). (1.15)

Ëåììà 3. Ïóñòü ôóíêöèè a(x) è c(x) N ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìû. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ε äëÿ íåêîòîðîé ïîñòî-
ÿííîé C ïðè âñåõ x

|γ(x)− γ̃N (x)| ≤ CεN+1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âåëè÷èíû r, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäåëüíîìó
óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ñäåëàåì ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ε:

r̃N =
N∑

k=0

rkε
k.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå εr2 − a0r − c0 = 0 è ïðèâîäÿ
ïîäîáíûå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì:

rn = a−1
0


 ∑

i+j=n−1

rirj


 , r0 = − c0

a0
. (1.16)

Èç ñðàâíåíèÿ (1.14) è (1.16) ñëåäóåò

lim
x→∞ γ̃N (x) = r̃N .

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ r(N+1)(ε) îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî ïî ε ,

|r(ε)− r̃N (ε)| ≤ C0ε
N+1. (1.17)

Îïðåäåëèì z = γ − γ̃N . Òîãäà

Rεz = εz′ − {a− ε(γ + γ̃N )}z = F (x), lim
x→∞ z(x) = s,

ãäå
|F (x)| ≤ C0ε

N+1, |s| ≤ C0ε
N+1. (1.18)

Äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1 |γi(x)| ≤ C1, i = 1, 2, ..., N. Ñëåäîâàòåëü-
íî, |γ̃N | ≤ C1/(1− ε). Òîãäà

a− ε(γ + γ̃N ) ≥ α/2

ïðè ε ≤ α/(α + 2C1). Îïðåäåëèì

Ψ(x) = CεN+1 ± z(x).

Òîãäà ñ ó÷åòîì (1.18) äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C âûïîëíÿòñÿ óñëîâèÿ:

lim
x→∞Ψ(x) ≥ 0, RεΨ(x) ≤ 0, 0 ≤ x < ∞.

Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ψ(x) ≥ 0, 0 ≤ x < ∞. Ýòî äîêàçûâàåò
ëåììó.
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Èòàê, ðåøåíèå çàäà÷è (1.3) ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (1.13).

Òåïåðü îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå íàõîæäåíèÿ β(x) èç (1.4). Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî

||β(x)|| ≤
∥∥∥∥
f(x)
a(x)

∥∥∥∥ .

Ïåðåéäåì îò (1.4) ê óðàâíåíèþ ñ âîçìóùåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

εβ̃′ − [ã(x)− γ̃ε]β̃ = f̃(x), lim
x→∞ β̃(x) = 0.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

ã(x) → a0, γ̃(x) → r, f̃(x) → 0, x →∞, ã ≥ α̃ > 0, γ̃(x) ≤ 0.

Ïóñòü äëÿ x ≥ L0

|a(x)− ã(x)| ≤ ∆, |f(x)− f̃(x)| ≤ ∆, |γ(x)− γ̃(x)| ≤ ∆1.

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà íàéäåòñÿ C:

|β(x)− β̃(x)| ≤ C[∆ + ∆1ε] äëÿ x ≥ L0. (1.19)

Ïóñòü z = β − β̃. Òîãäà

Rεz = εz′ − [ã− εγ̃]z = f − f̃ + β(a− ã) + βε(γ̃ − γ), lim
x→∞ z(x) = 0.

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ê îïåðàòîðó Rε, íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåí-
êó (1.19).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ γ(x) íàéäåíà ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíî-
ñòüþ, òî ýòî íå âûçûâàåò óâåëè÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè ïðè ðàñ÷åòå β(x).

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x ôóíêöèÿ β(x) ìîæåò áûòü íàéäåíà íà
îñíîâå ðàçëîæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a, γ, f â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x−1 ïî
àíàëîãèè ñ γ(x).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ β(x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ìàëîñòü ïàðàìåòðà ε.
Ïóñòü

β(x) ≈
N∑

n=0

βn(x)εn.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå (1.4), ïîëó÷èì:

βn+1 =
β′n + γβn

a
, β0(x) = −f(x)

a(x)
.
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Åñëè ôóíêöèè a, c, f N ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, òî íà
îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé C ïðè âñåõ x

∣∣∣∣∣β(x)−
N∑

n=0

βn(x)εn

∣∣∣∣∣ ≤ CεN+1.

Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.2) çàäàåò óñòîé÷èâóþ ñåïàðàòðèñó îñî-
áîé òî÷êè (0, 0) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (u, u′). Èç (1.2) ñëå-
äóåò:

u(x) = u(x0) exp





x∫

x0

γ(t)dt



 +

x∫

x0

β(s) exp





x∫

s

γ(t)dt



 ds.

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (1.8) è óñëîâèå β(x) → 0, x →∞, òåïåðü íåñëîæ-
íî ïîëó÷èòü (u(x), u′(x)) → (0, 0) ïðè x →∞.

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñåïàðàòðèñû (1.2) çàäà÷ó (1.1) ìîæíî çàïèñàòü
íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [0, L0]:

Lεu = −εu′′ + a(x)u′ + c(x)u = f(x),

u(0) = A, u′(L0)− γ(L0)u(L0) = β(L0). (1.20)

Ïðè ïåðåõîäå îò (1.1) ê çàäà÷å (1.20) çíà÷åíèÿ γ(L0) è β(L0) ìîãóò
áûòü íàéäåíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Îöåíèì âëèÿíèå ýòîé ïîãðåø-
íîñòè íà ðåøåíèå çàäà÷è (1.20).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ũ(x)� ðåøåíèå çàäà÷è (1.20) â ñëó÷àå âîçìóùåííûõ
çíà÷åíèé γ̃(L0), β̃(L0). Ïóñòü

γ̃(L0) ≤ 0, |γ(L0)− γ̃(L0)| ≤ ∆1, |β(L0)− β̃(L0)| ≤ ∆2.

Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ [0, L0]

|u(x)− ũ(x)| ≤ εα−1{∆2 + ∆1|u(L0)|} exp[αε−1(x− L0)]. (1.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì z = u−ũ. Òîãäà z(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è:

Lεz = 0, z(0) = 0, z′(L0)−γ̃(L0)z(L0) = β(L0)−β̃(L0)+(γ(L0)−γ̃(L0))u(L0).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ:

Ψ(x) = {∆2 + ∆1|u(L0)|}εα−1 exp[ε−1α(x− L0)]± z(x).
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Òîãäà

Ψ(0) ≥ 0, Ψ′(L0)− γ̃(L0)Ψ(L0) ≥ 0, LεΨ(x) ≥ 0, 0 < x < L0.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò Ψ(x) ≥ 0 ïðè 0 ≤ x ≤ L0. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (1.2), îò çàäà÷è (1.1) ìîæíî ïåðåéòè ê çàäà÷å
Êîøè:

u′(x)− γ(x)u(x) = β(x), u(0) = A. (1.22)

Ôóíêöèè γ(x) è β(x) â (1.22) èç çàäà÷ (1.3) è (1.4) ìîãóò áûòü íàéäåíû
ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè âñåõ x

γ̃(x) ≤ −θ, θ > 0, |γ(x)− γ̃(x)| ≤ ∆, |β(x)− β̃(x)| ≤ ∆,

òî ||u− ũ|| ≤ θ−1(1 + ||u||)∆.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.22) ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäèí èç ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè [6].

2. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå áåç ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

Lεu = ε2u′′ − c2(x)u = f(x), u(0) = A, lim
x→∞u(x) = 0. (2.1)

Ïðåäïîëàãàåì äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü c(x), f(x) ,

ε ∈ (0, 1], B ≥ c(x) ≥ b > 0, f(x) → 0, c(x) → c0, x →∞. (2.2)

Ñîãëàñíî [5], ïðè íàëîæåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (2.1). Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íåòðóäíî ïî-
êàçàòü, ÷òî

||u|| ≤ |A|+ ||f(x)/c2(x)||. (2.3)

Ïðàâîìó ïðåäåëüíîìó êðàåâîìó óñëîâèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïå-
ðåìåííûõ (u, u′) ñîîòâåòñòâóåò îñîáàÿ òî÷êà (0, 0). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîä-
õîäîì [1]-[3] çàäàäèì óñòîé÷èâóþ ñåïàðàòðèñó ýòîé îñîáîé òî÷êè ñîîò-
íîøåíèåì:

εu′(x) = γ(x)u(x) + β(x), (2.4)
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ãäå γ(x) è β(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷ Êîøè:

Rεγ = εγ′ + γ2 − c2(x) = 0, lim
x→∞ γ(x) = −c0, (2.5)

εβ′ + γ(x)β = f(x), lim
x→∞β(x) = 0. (2.6)

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5). Ââåäåì

v(x) = exp





x∫

0

ε−1γ(t)dt



 . (2.7)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäåëüíîå óñëîâèå íà γ(x), ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ
v(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è:

ε2v′′ − c2(x)v = 0, v(0) = 1, lim
x→∞ v(x) = 0. (2.8)

Äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è (2.8) ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Èç ýòîãî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5), òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.7)
ïðè x < ∞

γ(x) = v′(x)/v(x).

Èç (2.8) ñëåäóåò, ÷òî

v(x) > 0, v′(x) < 0. x < ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, γ(x) < 0 ïðè x < ∞.
Ëåììà 4. Ïðè âñåõ x < ∞

−B ≤ γ(x) ≤ −b < 0. (2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà (ïåðâàÿ
÷àñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïóñòü z(x) = −b− γ(x). Òîãäà

Lz = εz′ + {−b + γ}z = b2 − c2 ≤ 0, lim
x→∞ z(x) ≥ 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî −b + γ < 0, èç ðàññóæäåíèé îò ïðîòèâíîãî ïîëó÷èì
z(x) ≥ 0, x < ∞. Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó.

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5). Ïîêà-
æåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.5) óñòîé÷èâî ê âîçìóùåíèþ c(x). Ïåðåéäåì
îò (2.5) ê çàäà÷å:

εγ̃′ + γ̃2 − c̃2 = 0, lim
x→∞ γ̃(x) = −c0. (2.10)
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

c̃(x) → c0, x →∞, c̃ ≥ b̃ > 0.

Ëåììà 5. Ïóñòü

|c2(x)− c̃2(x)| ≤ ∆ ïðè x ≥ L0.

Òîãäà
|γ(x)− γ̃(x)| ≤ b−1∆ ïðè x ≥ L0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óðàâíåíèå (2.10) ÿâëÿåòñÿ àíàëî-
ãîì óðàâíåíèÿ (2.5) â ñëó÷àå âîçìóùåííûõ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè
(2.5), ïîëó÷èì γ̃(x) ≤ 0.

Ïóñòü z = γ − γ̃. Òîãäà

εz′ + (γ + γ̃)z = c2 − c̃2, lim
x→∞ z(x) = 0.

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû.
Íà îñíîâàíèè ëåììû 5 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x γ(x) ìîæíî ïðè-

áëèæåííî íàéòè íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ c(x) è γ(x) â ðÿä ïî îáðàòíûì
ñòåïåíÿì x.

Òåïåðü áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (2.5) â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðÿäà ïî ïàðàìåòðó ε:

γ̃N (x) =
N∑

n=0

γn(x)εn. (2.11)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (2.5) è ñîáèðàÿ ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

γn = −


γ′n−1 +

∑

i+j=n

γiγj



 /(2γ0), γ0 = −c(x), (2.12)

ãäå 1 ≤ i, j ≤ n− 1, n ≥ 1.
Ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 3 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ c(x) N ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.
Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ε äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C
ïðè âñåõ x

|γ(x)− γ̃N (x)| ≤ CεN+1.
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Êàê è â ñëó÷àå íåñàìîñîïðÿæåííîé çàäà÷è β(x) èç (2.6) ìîæåò áûòü
íàéäåíî â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà. Èç (2.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ x ≥ L0

|β(x)| ≤ max
x≥L0

|f(x)|/b.

Åñëè èñêàòü β(x) â âèäå ðÿäà

β̃N (x) =
N∑

n=0

βn(x)εn,

òî êîýôôèöèåíòû βn ñâÿçàíû ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì:

βn(x) = −β′n−1(x)
γ(x)

, β0(x) =
f(x)
γ(x)

. (2.13)

Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíê-
öèè f(x) è c(x) N ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, òî äëÿ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé C ïðè âñåõ x

|β(x)− β̃N (x)| ≤ CεN+1.

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.6) óñòîé÷èâî ê âîçìóùåíèþ γ(x).
Ïóñòü β̃(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.6) â ñëó÷àå âîçìóùåííîé ôóíêöèè

γ̃(x). Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè
x ≥ L0

γ̃(x) ≤ −b̃ < 0, |γ(x)− γ̃(x)| ≤ ∆,

òî ïðè âñåõ x ≥ L0

|β(x)− β̃(x)| ≤ max
x≥L0

|β(x)|b̃−1∆.

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (2.4) ïåðåéäåì îò (2.1) ê çàäà÷å íà êîíå÷íîì
èíòåðâàëå:

Lεu = ε2u′′ − c2(x)u = f(x),

u(0) = A, εu′(L0)− γ(L0)u(L0) = β(L0). (2.14)

Ïðè ïåðåõîäå îò (2.1) ê çàäà÷å (2.14) çíà÷åíèÿ γ(L0) è β(L0) ìîãóò
áûòü íàéäåíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Îöåíèì âëèÿíèå ýòîé ïîãðåø-
íîñòè íà ðåøåíèå çàäà÷è (2.14).

Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñïðà-
âåäëèâà
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ũ(x)� ðåøåíèå çàäà÷è (2.14) â ñëó÷àå âîçìóùåííûõ
çíà÷åíèé γ̃(L0), β̃(L0). Ïóñòü íàéäåòñÿ b̃ > 0 òàêîå, ÷òî

γ̃(L0) ≤ −b̃ < 0, |γ(L0)− γ̃(L0)| ≤ ∆, |β(L0)− β̃(L0)| ≤ ∆.

Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ [0, L0]

|u(x)− ũ(x)| ≤ b̃−1(1 + ||u||)∆.

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.14). Ïî àíà-
ëîãèè ñ [7] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1)
ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|u(j)(x)| ≤ C[1 + ε−j exp{−bε−1x}], j = 1, 2, 3, 4. (2.15)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (2.14) ñîäåðæèò ýêñïîíåíöèàëüíûé ïî-
ãðàíè÷íûé ñëîé îêîëî ãðàíèöû x = 0. Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ðàçíîñò-
íàÿ ñõåìà äëÿ òàêîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ëèáî çà ñ÷åò ïîäãîíêè
ê ïîãðàíñëîéíîìó ðîñòó ðåøåíèÿ [8], ëèáî çà ñ÷åò ïîñòðîåíèÿ â ïîãðà-
íè÷íîì ñëîå ñïåöèàëüíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêè [9].

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ìîæåò áûòü íàéäåíî è ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.4):

εu′(x)− γ(x)u(x) = β(x), u(0) = A. (2.16)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.16) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùóþñÿ ñõåìó [7], [10]. Êîýôôèöèåíòû â (2.16) γ(x) è β(x), êàê ýòî
áûëî îïðåäåëåíî âûøå, íàõîäÿòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Îöåíèì
âëèÿíèå ýòîé ïîãðåøíîñòè íà ðåøåíèå çàäà÷è (2.16).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè âñåõ x

γ̃(x) ≤ −b̃, b̃ > 0, |γ(x)− γ̃(x)| ≤ ∆, |β(x)− β̃(x)| ≤ ∆,

òî
||u− ũ|| ≤ b̃−1(1 + ||u||)∆.
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3. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

Tεu = −εu′′ + mu′ + g(u) = 0, u(0) = A, lim
x→∞u(x) = B. (3.1)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ g(s) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïðè âñåõ
s ∈ R,

ε ∈ (0, 1], m > 0, g(B) = 0, g′(B) > 0,

g′(s) ≥ −β, s ∈ R, β > 0, m2 − 4βε ≥ σ > 0. (3.2)

Ñîãëàñíî [5] ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) ïðè óñëîâèÿõ (3.2) ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî. Çàäà÷à (3.1) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé, íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå ïðî-
öåññà ïåðåíîñà ïëàìåíè [11].

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ïåðåíîñà êðàåâîãî óñëîâèÿ èç áåñêîíå÷íîñòè
â íåêîòîðóþ òî÷êó L0.

Ñîãëàñíî ïîäõîäó [1]-[3] óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà "ñåäëà"â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (u, u′) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

u′(x) = r1(u(x)−B) + γ(u(x)), (3.3)

ãäå r1 - îòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ −εr2 + mr + g′(B) = 0,
γ(u) - ðåøåíèå çàäà÷è òèïà Ëÿïóíîâà:

εγ′(u)[r1(u−B) + γ(u)] = εr2γ(u) + g(u)− g′(B)(u−B),

γ(B) = 0, r1 + r2 = mε−1; (3.4)

ðåøåíèå çàäà÷è (3.4) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Ó÷èòûâàÿ (3.3) è âûðàæàÿ èç (3.4) γ(u(x)) â ÿâíîì âèäå, ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî L0 > 0 ïðè âñåõ x ≥ L0

|γ(u(x))| ≤ 1
m

max
x≥L0

|g′′u(u(x))|(u(x)−B)2,

ãäå u(x)� ðåøåíèå çàäà÷è (3.1).
Ðåøåíèå çàäà÷è (3.4) èùåì â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà:

γ̃N (u) =
N∑

n=0

γn(u)εn. (3.5)
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Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.4) â âèäå:

r1ε{γ′(u)(u−B)+γ(u)}+εγ′(u)γ(u) = mγ(u)+g(u)−g′(B)(u−B). (3.6)

Ó÷òåì, ÷òî

r1ε = (m− S(ε))/2, S(ε) =
√

m2 + 2pε, p = 2g′(B),

ãäå

S(ε) = m +
∞∑

i=1

(−1)i+1 Ki

i!
pim1−2iεi, Ki =

i−2∏

n=0

(2n + 1), K1 = 1. (3.7)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.5) â (3.6), ó÷èòûâàÿ (3.7) è ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïðè âñåõ n > 0 ïîëó÷èì:

γn =
1
m

n−1∑

i=0

γ′iγn−1−i +
n∑

i=1

(−1)i 1
2

Ki

i!
{2g′(B)}i

m2i
{γ′n−i(u−B)+ γn−i}, (3.8)

ïðè÷åì
γ0(u) =

g′(B)(u−B)− g(u)
m

.

Ëåììà 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(u) (N +1) ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìà. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ïðè âñåõ x

|γ(u(x))− γ̃N (u(x))| ≤ CεN+1, (3.9)

ãäå u(x)� ðåøåíèå çàäà÷è (3.1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z(u(x)) = γ(u(x))− γ̃N (u(x)). Òîãäà z(u(x))
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è:

ε
d

dx
z(u(x))− εr2z(u(x)) = F (x), lim

x→∞ z(u(x)) = 0, (3.10)

ãäå |F (x)| ≤ C0ε
N+1.

Èç (3.10) ñëåäóåò:

z(u(x)) = −1
ε

∞∫

x

F (s) exp[r2(x− s)]ds.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èì |z(u(x))| ≤ C0m
−1εN+1. Ëåììà äîêàçàíà.
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Óðàâíåíèå (3.3) ïîçâîëÿåò ñâååñòè çàäà÷ó (3.1) ê êîíå÷íîìó èíòåðâà-
ëó:

−εu′′ + mu′ + g(u) = 0,

u(0) = A, u′(L0) = r1[u(L0)−B] + γ(u(L0)). (3.11)

Âîïðîñû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.11) èññëåäîâàíû â [4]. Èññëåäóåì
âëèÿíèå ïîãðåøíîñòè â çàäàíèè γ(u(L0)) íà ðåøåíèå çàäà÷è (3.11). Â
ñîîòâåòñòâèè ñ [4] ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ũ - ðåøåíèå çàäà÷è (3.11) â ñëó÷àå âîçìóùåííîé
ôóíêöèè γ̃(v). Ïóñòü ôóíêöèÿ γ̃(v) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè
âñåõ v ∈ R,

−r1 − γ̃′(v) ≥ −β0, v ∈ R, β0 > 0, m− 2β0ε ≥ η > 0.

Ïóñòü |γ(u(L0))− γ̃(u(L0))| ≤ ∆. Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ [0, L0]

|u(x)− ũ(x)| ≤ 2∆εη−1 exp[m(2ε)−1(x− L0)].

Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (3.3) çàäà÷ó (3.1) ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

u′(x)− f(u) = 0, u(0) = A, f(u) = r1(u−B) + γ(u). (3.13)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

r1 + γ̃′(v) ≤ −θ, v ∈ R, θ > 0, (3.14)

ũ(x)� ðåøåíèå çàäà÷è (3.13) ñ âîçìóùåííîé ôóíêöèåé γ̃(u), òî èç òîãî,
÷òî ïðè âñåõ x |γ(u(x)) − γ̃(u(x))| ≤ ∆, ñëåäóåò ||u − ũ|| ≤ θ−1∆. Åñëè
ñòðîèòü γ̃(u) â âèäå (3.5), òî óñëîâèÿ (3.14) áóäóò âûïîëíåíû äëÿ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ε, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî b > 0 g′(v) ≥ b, v ∈ R.

Çàäà÷à (3.13) íå ñîäåðæèò ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è è äëÿ åå ðåøåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàêîé-ëèáî èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè [6].

4. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå áåç ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è:

ε2u′′(x)− g(u) = 0, u(0) = A, lim
x→∞u(x) = B. (4.1)
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Ïðåäïîëàãàåì äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü ôóíêöèè g,

M2 ≥ g′(s) ≥ β2, s ∈ R, M > 0, β > 0, g(B) = 0. (4.2)

Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà
äèôôóçèîííîãî ãîðåíèÿ [11].

Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî u(x) âîç-
ðàñòàåò ïðè A < B è óáûâàåò, åñëè A > B. Èç (4.1) ñëåäóåò:

(εu′(x))2 = F (u) = −2

B∫

u

g(s)ds. (4.3)

Òàêèì îáðàçîì,
εu′(x) =

√
F (u), åñëè A < B,

εu′(x) = −
√

F (u), åñëè A > B. (4.4)

Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (4.4) ìîæíî ïåðåíåñòè êðàåâîå óñëîâèå èç
áåñêîíå÷íîñòè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé A < B (ñëó÷àé A > B àíàëîãè÷åí).
Çàäà÷à (4.1) íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ïðèíèìàåò âèä:

ε2u′′(x)− g(u) = 0, 0 < x < L0,

u(0) = A, εu′(L0) + S(u(L0)) = 0, S(u) = −
√

F (u). (4.5)

Ìîæíî ïîêàçàü, ÷òî

M2

β
≥ S′(v) ≥ β2

M
, v ≤ B. (4.6)

Ïóñòü ũ� ðåøåíèå çàäà÷è (4.5) â ñëó÷àå âîçìóùåííîé ôóíêöèè S̃(u).
Ïóñòü S̃′(v) ≥ β0, v ≤ B. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

|S̃(u(L0))− S(u(L0))| ≤ ∆,

òî ïðè âñåõ x ∈ [0, L0] âûïîëíèòñÿ

|u(x)− ũ(x)| ≤ β−1
0 ∆.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ çàäà÷è (4.5) íåîáõîäèìî ó÷èòû-
âàòü, ÷òî ðåøåíèå èìååò ïîãðàíè÷íûé ñëîé îêîëî ãðàíèöû x = 0.

Ñîîòíîøåíèå (4.3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñâåäåíèÿ èñõîäíîé çà-
äà÷è (4.1) ê íà÷àëüíîé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì A < B. Òîãäà
íà÷àëüíàÿ çàäà÷à èìååò âèä:

εu′(x) + S(u) = 0, u(0) = A, (4.7)
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ãäå S′(v) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì (4.6). Ðåøåíèå çàäà÷è (4.7) ñîäåðæèò
ïîãðàíè÷íûé ñëîé îêîëî íà÷àëüíîé òî÷êè x = 0. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé
çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ñõåìó èç [10].

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè ũ� ðåøåíèå çàäà÷è (4.7) â ñëó÷àå âîç-
ìóùåííîé ôóíêöèè S̃(u), S̃′(v) ≥ β0, v ≤ B òî èç óñëîâèÿ

|S̃(u(x))− S(u(x))| ≤ ∆, 0 ≤ x ≤ L0

ñëåäóåò
|u(x)− ũ(x)| ≤ β−1

0 ∆, 0 ≤ x ≤ L0.
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