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Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàð-
øåé ïðîèçâîäíîé íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
ðåøåíèÿ èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà ïðè x = 0. Çàäàíî óñëîâèå íà ñêà÷îê ïðî-
èçâîäíîé. Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ïåðåíîñà êðàåâûõ óñëîâèé íà êîíå÷íûé èíòåð-
âàë, ñòðîèòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùåé
íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå çàäà÷è.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïðèìåñè îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà âîçíèêàåò êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíå-
íèÿ ñ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ è èñòî÷íèêîâûì
÷ëåíîì â âèäå δ- ôóíêöèè Äèðàêà. Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ òàêîé çàäà÷è
ñòàâÿòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îò èñòî÷íèêà òî÷êå. Ïðè ýòîì âîçíè-
êàåò âîïðîñ, êàê ïåðåíåñòè êðàåâûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöó îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè.

Äðóãàÿ ïðîáëåìà � â ïîòåðå ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ èç-çà ïðèñóòñòâèÿ
â óðàâíåíèè èñòî÷íèêîâîãî ÷ëåíà â âèäå δ-ôóíêöèè. Â [1]-[2] äàííàÿ
ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà
è ïîñòðîåíèÿ ñîîòíîøåíèé áàëàíñà äëÿ ÿ÷ååê ñåòî÷íîé îáëàñòè. Â [3]
ïðåäëàãàåòñÿ â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêà èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííóþ àíà-
ëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ, à âíå ýòîé îêðåñòíîñòè èñïîëüçîâàòü
êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó, íî íå èññëåäóåòñÿ òî÷íîñòü äàííîãî ïîäõîäà.

Â äàííîé ðàáîòå ýòè âîïðîñû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëó÷àå îáûêíîâåííî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèåì çàäà÷è, ìîäåëèðóþùåé ðåàëüíûå ïðîöåññû ïåðå-
íîñà, îäíàêî îíà ñîäåðæèò ÷àñòü èìåþùèõñÿ ïðîáëåì.

Èòàê, ðàññìîòðèì èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

Lu = εu′′ − a(x)u′ − c(x)u = f(x), x 6= 0 , (1)
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L0u = εu′(+0)− εu′(−0) = −Q, (1)

u(x) → 0, x → −∞, u(x) → 0, x → +∞, (1)

ãäå
D ≥ a(x) ≥ α > 0, c(x) ≥ β > 0, ε > 0, Q > 0,

a(x) → a1, c(x) → c1, f(x) → 0, x → −∞,

a(x) → a2, c(x) → c2, f(x) → 0, x → +∞, (2)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè a(x), c(x), f(x) - äîñòàòî÷íî ãëàäêèå. Óñëî-
âèå íà ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî â òî÷êå x = 0 íà-
õîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ìîùíîñòè Q, çàäàâàåìûé äåëüòà -ôóíêöèåé
Äèðàêà [4].

Ðåøåíèå u(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìîé ôóíêöèåé âñþäó, êðîìå òî÷êè íóëü, ãäå ñàìà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà,
à åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.

Çàäà÷à (1)-(2) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé ïðè àíàëèçå ïåðåíîñà ïðèìåñè îò
òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â íàïðàâëåíèè âåòðà [4], ïðè ýòîì:

u(x) - êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè, ε - êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, a(x) -
ñêîðîñòü âåòðà, c(x) - êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ïðèìåñè, Q - ìîùíîñòü
òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, f(x) - íåñîñðåäîòî÷åííûé èñòî÷íèê èëè ñòîê ïðè-
ìåñè.

Â äàííîé ðàáîòå èç îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ ñäåëàí âûâîä, ÷òî
â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêà èìååòñÿ âíóòðåííèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ïåðå-
õîäíîé ñëîé. Ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå
ó÷òåíî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêà. Ñõåìû ýêñïîíåí-
öèàëüíîé ïîäãîíêè ñòðîèëèñü â öåëîì ðÿäå ðàáîò, íàïðèìåð, â [5]-[8]. Â
äàííîé ðàáîòå òàê æå ñòðîèòñÿ ñõåìà ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäãîíêè, â îò-
ëè÷èå îò [5]-[8] â ïîñòàíîâêå çàäà÷è äîáàâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå íà ñêà÷îê
ïðîèçâîäíîé.

Ïåðåíîñ êðàåâûõ óñëîâèé èç áåñêîíå÷íîñòè îñóùåñòâëåí íà îñíîâà-
íèè ïîäõîäà [10],[11]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîäõîäîì ïðåäåëüíîå óñëî-
âèå íà áåñêîíå÷íîñòè âûäåëÿåò ñåìåéñòâî ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
è çíà÷åíèÿ ýòèõ ðåøåíèé ïîðîæäàþò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåí-
íûõ óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå. Óñëîâèå, ÷òî çíà÷åíèÿ ðåøåíèé ïðè îïðå-
äåëåííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ, äàåò
ãðàíè÷íîå óñëîâèå â êîíå÷íîé òî÷êå.
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Âñþäó íèæå ïîä C è Ci áóäóò ïîäðàçóìåâàòüñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïî-
ñòîÿííûå, íå çàâèñèìûå îò ïàðàìåòðà ε è øàãîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè. Ïîä
íîðìîé ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà p(x) áóäåì ïîíèìàòü

||p|| = max |p(x)| , ãäå x ïðîáåãàåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íîðìà ñåòî÷íîé ôóíêöèè ||ph||Ω.

1. Àíàëèç ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
çàäà÷å (1), ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà è èç óñëîâèé:

LΨ(x) ≤ 0, x 6= 0, L0Ψ(x) ≤ 0, lim
x→±∞

Ψ(x) ≥ 0 (1.1)

ñëåäóåò, ÷òî Ψ(x) ≥ 0, x ∈ (−∞, +∞) äëÿ ôóíêöèè Ψ(x), äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé âñþäó, êðîìå òî÷êè íóëü, ãäå ñàìà ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà, à åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x0 Ψ(x0) < 0. Òîãäà â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè Ψ(x) è çàäàííûõ êðàåâûõ óñëîâèé ñóùåñòâóåò òî÷êà s ëîêàëü-
íîãî îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà. Åñëè s 6= 0, òî ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ
óñëîâèåì LΨ(s) ≤ 0. Åñëè s = 0, òî ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì
L0Ψ(s) ≤ 0. Èòàê , èç (1.1) ñëåäóåò Ψ(x) ≥ 0.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå f(x) = 0 u(x) ≥ 0 è
òî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî.

Ë å ì ì à 1. Ïðè âñåõ x

|u(x)| ≤
∥∥∥∥
f(x)

c(x)

∥∥∥∥ + Φ(x), (1.2)

ãäå
Φ(x) =

{
Qα−1 exp(αε−1x), åñëè x ≤ 0,
Qα−1 exp(r0x), åñëè x > 0,

r0 = −2β/{D +
√

D2 + 4βε}, 0 > r0 > −β/D .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì

Ψ(x) =

∥∥∥∥
f(x)

c(x)

∥∥∥∥ + Φ(x)± u(x).
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Òîãäà L0Ψ(x) ≤ 0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè x < 0 LΨ(x) ≤ 0. Â
ñëó÷àå x > 0 èìååì:

LΨ(x) ≤ Qα−1[εr2
0 −Dr0 − β] exp(r0x) = 0.

Èòàê, äëÿ ôóíêöèè Ψ(x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.1). Èç ïðèíöèïà ìàê-
ñèìóìà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé f(x) = 0. Ïîêàæåì, ÷òî u(x) âîçðàñòàåò ïðè x < 0
è óáûâàåò ïðè x > 0. Ïóñòü x > 0. Ïðåäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (1à) â äèâåð-
ãåíòíîì âèäå è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì:

u′(x) = −1

ε

∞∫

x

{c(s)u(s) + f(s)}exp




x∫

s

ε−1a(t)dt


 ds. (1.3)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå f(x) = 0 u(x) óáûâàåò ïðè
x > 0. Ñëó÷àé x < 0 àíàëîãè÷åí.

Ë å ì ì à 2 . Ïóñòü ôóíêöèè a(x), c(x) è f(x) òðèæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû. Íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî äëÿ j = 1, 2, 3, 4
ïðè âñåõ x < 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|uj(x)| ≤ C[1 + ε−j exp(αε−1x)].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x < 0. Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (1à)
â âèäå:


εu′(x) exp




0∫

x

a(s)ε−1ds






′

= {c(x)u(x) + f(x)} exp




0∫

x

a(s)ε−1ds


 .

(1.4)
Ïóñòü âåëè÷èíà η òàêîâà, ÷òî u(0)− u(−ε) = u′(η)ε. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ
è èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî ïî ε, ñëåäóåò, ÷òî
|u′(η)| ≤ Cε−1. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1.4) îò η äî 0, ïîëó÷èì
|u′(−0)| ≤ Cε−1. Èíòåãðèðóÿ (1.4) îò x äî 0, ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó
ïðè j = 1.

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (1à), ââîäÿ p(x) = u′(x), ïðåäñòàâëÿÿ ïî-
ëó÷åííîå óðàâíåíèå â âèäå (1.4), ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îöåíêó
ïðè j = 2. Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé äðóãèõ j. Ëåììà
äîêàçàíà.
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Ë å ì ì à 3 . Ïóñòü ôóíêöèè a(x), c(x) è f(x) òðèæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî äëÿ
j = 1, 2, 3, 4 ïðè âñåõ x > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

|uj(x)| ≤ C.

Óòâåðæäåíèå ëåììû ïðè j = 1 ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé
â âèäå (1.3). Ïðè äðóãèõ j ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå äëÿ äðóãèõ ïðîèçâîäíûõ.

Èòàê, ðåøåíèå çàäà÷è (1) èìååò âíóòðåííèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ñëîé
ñëåâà îò òî÷êè x = 0 è íå èìååò áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ ïî ïàðàìåòðó ε
ïðàâåå òî÷êè x = 0.

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ïåðåíîñà êðàåâûõ óñëîâèé èç ±∞. Ñîãëàñ-
íî ïîäõîäó [10]-[11], ïðåäåëüíîå óñëîâèå lim

x→−∞
u(x) = 0 âûäåëÿåò îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1à) â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðåäñòàâëåíèåì:

εu′(x) = γ1(x)u(x) + β1(x), x < 0, (1.5)

ãäå γ1(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Êîøè:

εγ′ − a(x)γ + γ2 − c(x)ε = 0, γ(x) → r1, x → −∞, (1.6)

r1 - ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ:

γ2 − a1γ − c1ε = 0,

ôóíêöèÿ β1(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Êîøè:

εβ′1 + {γ1(x)− a(x)}β1 = εf(x), β1(x) → 0, x → −∞. (1.7)

Àíàëîãè÷íî ïðåäåëüíîå êðàåâîå óñëîâèå lim
x→+∞

u(x) = 0 âûäåëÿåò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé:

u′(x) = γ2(x)u(x) + β2(x), (1.8)

ãäå γ2(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Êîøè:

εγ′ − a(x)γ + εγ2 − c(x) = 0, γ(x) → r2, x → +∞, (1.9)
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r2 - îòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ:

εγ2 − a2γ − c2 = 0,

ôóíêöèÿ β2(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Êîøè:

εβ′2 − {a(x)− γ2(x)ε}β2 = f(x), β2(x) → 0, x → +∞. (1.10)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.5) è (1.8) â (1á) â ñëó÷àå f(x) = 0, ïîëó÷èì:

u(0) =
Q

γ1(0)− εγ2(0)
. (1.11)

Îöåíèì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè γ1(x) è γ2(x).
Ë å ì ì à 4 .

Ïðè âñåõ x ≤ 0 γ1(x) ≥ α > 0, ïðè âñåõ x ≥ 0 γ2(x) ≤ r0 < 0. (1.12)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Îöåíèâàåìûå ôóíêöèè íå çàâèñÿò îò f(x),
ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé f(x) = 0, β1(x) = 0. Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
(1.5) , äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

u(x) = u(0) exp




x∫

0

ε−1γ1(x)dx


 .

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ≤ 0

u(x) ≤ u(0) exp[αε−1x].

Èç ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò:
0∫

x

[γ1(s)− α]ds ≥ 0

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, γ1(0) ≥ α.
Èòàê, lim

x→−∞
γ1(x) ≥ α, γ1(0) ≥ α . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè s - òî÷êà

ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè γ1(x), òî

γ1(s) = {a(s) +
√

a(s)2 + 4c(s)ε}/2 > α.
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Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî γ1(x) ≥ α. Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (1.12) äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 4 â (1.11), â ñëó÷àå f(x) = 0 ïîëó÷èì:

0 < u(0) ≤ Q/{α + |r0|ε}.
Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.5),(1.8), îò çàäà÷è (1) ìîæíî ïåðåéòè ê

çàäà÷å íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x = 0:

Lu = εu′′ − a(x)u′ − c(x)u = f(x), x 6= 0,

L0u = εu′(+0)− εu′(−0) = −Q,

εu′(L1)− γ1(L1)u(L1) = β1(L1), u′(L2)− γ2(L2)u(L2) = β2(L2). (1.13)

Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì çàäà÷è (1) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñëåäñòâèå óñëî-
âèé γ1(x) > 0, γ2(x) < 0, ê äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó äëÿ çàäà÷è
(1.13) ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

Ôóíêöèè γi è βi, êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷
Êîøè, ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Îöåíèì âëèÿíèå
ýòîé ïîãðåøíîñòè íà ðåøåíèå çàäà÷è (1.13).

Â ñëó÷àå f(x) = 0 ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò, ïîýòîìó
ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé îòäåëüíî.

Ïóñòü ũ(x) - ðåøåíèå çàäà÷è (1.13) â ñëó÷àå âîçìóùåííûõ çíà÷åíèé
γ̃i è β̃i.

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü f(x) = 0, β1(x) = β2(x) = 0. Ïóñòü

|γ̃1(L1)− γ1(L1)| ≤ ∆1, γ̃1(L1) ≥ α, |γ̃2(L2)− γ2(L2)| ≤ ∆2, γ̃2(L2) ≤ 0.

Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ [L1, L2] âûïîëíèòñÿ

|u(x)−ũ(x)| ≤ ∆1
Q

α2
exp[αε−1L1]+ε∆2

Q

α2
exp[r0L2+αε−1(x−L2)] . (1.14)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïóñòü z = u− ũ. Òîãäà:

Lz(x) = 0, L0z(x) = 0,

−εz′(L1) + γ̃1z(L1) = (γ̃1 − γ1)u(L1), z′(L2)− γ̃2z(L2) = (γ2 − γ̃2)u(L2).

Îïðåäåëèì

Ψ(x) = γ̃−1
1 ∆1|u(L1)|+ α−1ε∆2|u(L2)| exp[ε−1α(x− L2)]± z(x).
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ x 6= 0

LΨ(x) ≤ 0, L0Ψ(x) ≤ 0, −εΨ′(L1) + γ̃1Ψ(L1) ≥ 0, Ψ′(L2)− γ̃2Ψ(L2) ≥ 0.

Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ψ(x) ≥ 0 ïðè âñåõ x. Ó÷èòûâàÿ (1.2), ïîëó-
÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Èñõîäÿ èç îöåíêè (1.14), ìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü, êàê ïîãðåøíîñòü,
âîçíèêàþùóþ ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè çàäà÷ (1.6) è (1.9), óìåíüøèòü
çà ñ÷åò âûáîðà L1 è L2. Èç (1.14) ñëåäóåò, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà
ε ïîãðåøíîñòü ∆2 óìåíüøàåòñÿ ëèíåéíûì îáðàçîì, à ∆1 � ýêñïîíåíöè-
àëüíî.

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñè îò òî÷å÷-
íîãî èñòî÷íèêà â ðÿäå ðàáîò â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé çàäàþò óñëîâèå
ñîâïàäåíèÿ êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè ñ ôîíîâîé èëè óñëîâèå, ÷òî ïðîèçâîä-
íàÿ êîíöåíòðàöèè ñòàëà ðàâíîé íóëþ. Ïðîàíàëèçèðóåì òî÷íîñòü ýòèõ
ïîäõîäîâ â ñëó÷àå ìîäåëüíîé çàäà÷è (1) è Q > 0, f(x) = 0 (êîãäà äåé-
ñòâóåò òîëüêî òî÷å÷íûé èñòî÷íèê).

Èòàê, ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé:
1. ũ(L1) = 0, ũ(L2) = 0. Çàäàâàÿ ôóíêöèþ:

Ψ(x) = |u(L1)|+ |u(L2)| exp[ε−1α(x− L2)]± z(x), z = u− ũ,

íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîæåì óáåäèòüñÿ, ÷òî
Ψ(x) ≥ 0, x ∈ [L1, L2]. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå ïðè âñåõ

x ∈ [L1, L2]

|u(x)− ũ(x)| ≤ Q

α
exp

{α

ε
L1

}
+

Q

α
exp

{
r0L2 +

α

ε
(x− L2)

}
. (1.15)

2. ũ′(L1) = 0, ũ′(L2) = 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî γ̃1(L1) = 0, γ̃2(L2) =
0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.14)

|u(x)− ũ(x)| ≤ γ1(L1)
Q

α2
exp

{α

ε
L1

}
+ ε||c||Q

α3
exp

{
r0L2 +

α

ε
(x− L2)

}
,

(1.16)
ãäå

α < γ1(L1) ≤
√

D2 + 4||c||ε.

3. ũ(L1) = 0, ũ′(L2) = 0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

|u(x)− ũ(x)| ≤ Q

α
exp

{α

ε
L1

}
+ ε||c||Q

α3
exp

{
r0L2 +

α

ε
(x− L2)

}
. (1.17)
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Èç ñðàâíåíèÿ (1.15)-(1.17) ñëåäóåò, ÷òî åñëè íå çàäàâàòü êðàåâûå óñëî-
âèÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, òî ìåíüøàÿ ïîãðåøíîñòü áóäåò ïðè çàäàíèè
íóëåâîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå íà ëåâîì êîíöå êîíå÷íîãî èíòåðâàëà
( ñ "íàâåòðåííîé"ñòîðîíû) è ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíîé íà ïðàâîì êîí-
öå èíòåðâàëà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé áåç îãðàíè÷åíèÿ f(x) = 0. Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé
1 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü

|γ̃1(L1)− γ1(L1)| ≤ ∆1, |β̃1(L1)− β1(L1)| ≤ ∆1, γ̃1(L1) ≥ α,

|γ̃2(L2)− γ2(L2)| ≤ ∆2, |β̃2(L2)− β2(L2)| ≤ ∆2, γ̃2(L2) ≤ 0.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ïðè âñåõ x ∈ [L1, L2] âûïîëíèòñÿ

|u(x)− ũ(x)| ≤ C{∆1 + ε∆2 exp[αε−1(x− L2)]}. (1.18)

Òåïåðü ïîñòðîèì ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ γi(x) è
βi(x) èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷ Êîøè.

Îïðåäåëèì

γ̃1(x) = {a(x) +
√

a(x)2 + 4c(x)ε}/2. (1.19)

Ë å ì ì à 5. Ïóñòü ôóíêöèè a(x) , c(x) - íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.
Òîãäà íàéäåòñÿ C > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x ≤ 0

|γ1(x)− γ̃1(x)| ≤ Cε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü z(x) = γ1(x)− γ̃1(x) . Òîãäà

Rεz = εz′ + [γ1(x) + γ̃1(x)− a(x)]z = −εγ̃′1(x), lim
x→−∞

z(x) = 0.

Â ñèëó ëåììû 4
γ1(x) + γ̃1(x)− a(x) ≥ α.

Îïðåäåëèì
Ψ(x) = εα−1||γ̃′1(x)|| ± z(x).

Òîãäà
lim

x→−∞
Ψ(x) ≥ 0, RεΨ(x) ≥ 0, x ∈ (−∞, 0].
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Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ψ(x) ≥ 0, x ∈ (−∞, 0]. Cëåäîâàòåëüíî,
|z(x)| ≤ εα−1||γ̃′1(x)||. Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì

γ̃2(x) = −2c(x)/{a(x) +
√

a(x)2 + 4c(x)ε}. (1.20)

Ë å ì ì à 6. Ïóñòü ôóíêöèè a(x) , c(x) - íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.
Òîãäà íàéäåòñÿ C > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x ≥ 0

|γ2(x)− γ̃2(x)| ≤ Cε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü z(x) = γ2(x)− γ̃2(x) . Òîãäà

Rεz(x) = εz′ − [a(x)− εγ2 − εγ̃2]z = −εγ̃′2(x), lim
x→∞

z(x) = 0.

Äëÿ îïåðàòîðà Rε ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà:

lim
x→∞

Ψ(x) ≥ 0, RεΨ(x) ≤ 0, 0 ≤ x < ∞⇒ Ψ(x) ≥ 0, 0 ≤ x < ∞.

Îïðåäåëèì
Ψ(x) = εα−1‖γ̃′2‖ ± z(x).

Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

|z(x)| ≤ εα−1‖γ̃′2(x)‖.

Ôóíêöèÿ γ̃′2(x) îãðàíè÷åíà ðàâíîìåðíî ïî ε. Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó.
Îïðåäåëèì

β̃2(x) = −f(x)

a(x)
. (1.21)

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ê çàäà÷å (1.10), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ïðè âñåõ x > 0 |β2(x)− β̃2(x)| ≤ Cε.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè îöåíêàìè òî÷íîñòü ôîðìóë (1.19)-
(1.21) óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà ε. Èñïîëüçîâàòü ýòè ôîð-
ìóëû ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (1.13) ìîæíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ L1 è L2.

Çàäà÷à (1.7) ïðè çàäàíèè γ̃1 â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.19) ïðèíèìàåò âèä:

β′1 + d(x)β1 = f(x), β1(x) → 0, x → −∞,

d(x) = 2c(x){a(x) +
√

a(x)2 + 4εc(x)}−1. (1.22)
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Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |x| ôóíêöèÿ β1(x) èç (1.22) ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì x [10].
Åñëè ïðè x << 0 ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ:

d(x) ≈
N∑

i=0

dix
−i, f(x) ≈

N∑
i=0

fix
−i,

òî β1(x) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî íàéäåíî â âèäå:

β1(x) ≈ β̃1(x) =
N∑

i=0

β0
i x

−i.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèÿ d, f, β1 â (1.22) è ïîëó÷èì
ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó îòíîñèòåëüíî β0

i . Áîëåå ïîäðîáíî äàííûé ïîäõîä
èçëîæåí â [10]. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ∃ f1 = lim

x→−∞
xf(x), òî |β1(x)| ≤ C/|x|.

Åñëè åùå ñóùåñòâóþò ïðåäåëû:

d0 = lim
x→−∞

d(x), d1 = lim
x→−∞

x(d(x)− d0), f2 = lim
x→−∞

x(xf(x)− f1),

òî ìîæíî îïðåäåëèòü β̃1(x) = f1/(d0x) è ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðîé ïîñòî-
ÿííîé C |β1(x)− β̃1(x)| ≤ C/x2.

Äàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê íàõîæäåíèþ ïðèáëèæåíèé
äëÿ β2(L2), γ1(L1) è γ2(L2).

2. Ïîñòðîåíèå è àíàëèç ðàçíîñòíîé ñõåìû

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.13). Ñîãëàñíî
ëåììå 2 ðåøåíèå çàäà÷è (1.13) èìååò âíóòðåííèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ñëîé
ñëåâà îêîëî òî÷êè x = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå ñëåâà îò òî÷êè
x = 0, â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñåòêè, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñõåìó
ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäãîíêè [5]. Ïóñòü Ω - ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà èíòåðâàëà
[L1, L2]:

Ω = {xn : xn = xn−1 + h, x0 = L1, xN = L2, xM = 0}.
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Ïðè àïïðîêñèìàöèè u′(−0) ó÷òåì ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ðåøåíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàçíîñòíóþ ñõåìó:

Lh
nuh = εn

uh
n+1 − 2uh

n + uh
n−1

h2
− an

uh
n+1 − uh

n−1

2h
− cnu

h
n = f(xn),

n = 1, 2, ..., N − 1, n 6= M ,

Lh
Muh = ε

uh
M+1 − uh

M

h
− ε̃

uh
M − uh

M−1

h
= −Q ,

Lh
0u

h = −ε
uh

1 − uh
0

h
+ γ1(L1)u

h
0 = −β1(L1),

Lh
Nuh =

uh
N − uh

N−1

h
− γ2(L2)u

h
N = β2(L2), (2.1)

ãäå

εn =
anh

2
cth

anh

2ε
, ε̃ =

aMh

1− exp(−aMε−1h)
, an = a(xn), cn = c(xn). (2.2)

Ñõåìà (2.1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñõåìû èç [5] íà ñëó÷àé êðàåâûõ
óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà è íà ñëó÷àé ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé äëÿ íåêîòîðîé
âíóòðåííåé òî÷êè.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ, îöåíèâàÿ ïîãðåøíîñòü
àïïðîêñèìàöèè â êàæäîì óçëå ñåòêè, ïîäáèðàÿ ïîäõîäÿùóþ áàðüåðíóþ
ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ è èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïî àíàëîãèè ñ [6]
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü u(x) - ðåøåíèå çàäà÷è (1.13), uh- ðåøåíèå
ñõåìû (2.1). Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ

n ∈ {0, 1, ....N} âûïîëíèòñÿ

|uh
n − u(xn)| ≤ Ch.

Äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (2.1) ê âîçìóùåíèþ γ1(L1), β1(L1) è
γ2(L2), β2(L2). Òàêîé àíàëèç íåîáõîäèì â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè
íàõîäÿòñÿ ïðèáëèæåííî. Ïóñòü ũh - ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû (2.1) â
ñëó÷àå âîçìóùåííûõ çíà÷åíèé γ̃i è β̃i.

Ò å î ð å ì à 4. Ïóñòü f(x) = 0, β1(x) = β2(x) = 0. Ïóñòü

|γ̃1(L1)− γ1(L1)| ≤ ∆1, γ̃1(L1) ≥ α, |γ̃2(L2)− γ2(L2)| ≤ ∆2, γ̃2(L2) ≤ 0 .
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Òîãäà äëÿ ïîñòîÿííîé C, ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêå ñõîäèìîñòè â òåî-
ðåìå 3, ïðè âñåõ n ∈ {0, 1, ..., N} âûïîëíèòñÿ

|uh
n − ũh

n| ≤ ∆1α
−1{Qα−1 exp(αε−1L1) + Ch}+

+∆2(2ε+αh)α−1{Qα−1 exp(r0L2)+Ch} exp{α(2ε+αh)−1(xn−L2)}. (2.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïóñòü zh = uh − ũh. Òîãäà

Lh
nz

h = εn

zh
n+1 − 2zh

n + zh
n−1

h2
− an

zh
n+1 − zh

n−1

2h
− cnzh

n = 0,

n = 1, 2, ..., N − 1, n 6= M ,

Lh
Mzh = ε

zh
M+1 − zh

M

h
− ε̃

zh
M − zh

M−1

h
= 0 ,

Lh
0z

h = −ε
zh
1 − zh

0

h
+ γ̃1(L1)z

h
0 = (γ̃1 − γ1)u

h
0 ,

Lh
Nzh =

zh
N − zh

N−1

h
− γ̃2(L2)z

h
N = (γ2 − γ̃2)u

h
N .

Îïðåäåëèì φh:

φh
n =

(
1 +

αh

2ε

)n−N

.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ n = 1, 2, ..., N − 1

Lh
nφh ≤ 0. (2.4)

Ïóñòü n 6= M . Òîãäà Lh
nφh ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Lh
nφ

h =

(
εn − anh

2

)
φh

n+1 − 2φh
n + φh

n−1

h2
− an

φh
n − φh

n−1

h
− cnφ

h
n.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè x > 0 x× cth(x) ≤ 1 + x . Ñëåäîâàòåëüíî,

εn − anh

2
≤ ε.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü:

Lh
nφ

h ≤ (4ε + 2αh)−1(α2 − 2anα)φh
n ≤ 0.
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Ïóñòü n = M . Äëÿ x > 0

x

1− exp(−x)
≥ 1 +

x

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ε̃ ≥ ε +

aMh

2
.

Ïîýòîìó

Lh
Mφh ≤ ε

φh
M+1 − 2φh

M + φh
M−1

h
− aM

2
(φh

M − φh
M−1) ≤ 0.

Èòàê, ïðè âñåõ n = 1, 2, ..., N − 1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (2.4).
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

φh
N − φh

N−1

h
− γ̃2(L2)φ

h
N ≥ α

2ε + αh
. (2.5)

Îïðåäåëèì ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ:

Ψh
n = α−1∆1|uh

0 |+ α−1(2ε + αh)∆2|uh
N |φh

n ± zh
n.

Òîãäà ñ ó÷åòîì îöåíîê (2.4),(2.5) ïîëó÷èì:

Lh
nΨh ≤ 0, n = 1, 2, ..., N − 1 ,

−ε
Ψh

1 −Ψh
0

h
+ γ̃1(L1)Ψ

h
0 ≥ 0,

Ψh
N −Ψh

N−1

h
− γ̃2(L2)Ψ

h
N ≥ 0.

Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ψh
n ≥ 0 ïðè âñåõ n. Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 3 è

îöåíêó (1.2), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå f(x) = 0. Ïî

àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

|γ̃1(L1)− γ1(L1)| ≤ ∆1, |β̃1(L1)− β1(L1)| ≤ ∆1, γ̃1(L1) ≥ α,

|γ̃2(L2)− γ2(L2)| ≤ ∆2, |β̃2(L2)− β2(L2)| ≤ ∆2, γ̃2(L2) ≤ 0,

òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ïðè âñåõ xn ∈ Ω âûïîëíèòñÿ

|uh
n − ũh

n| ≤ C{∆1 + (ε + h)∆2 exp[α(2ε + αh)−1(xn − L2)]}.
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Åñëè çàäàí èñòî÷íèê â âèäå δ- ôóíêöèè, òî ìîæíî íå ïåðåõîäèòü ê
ñîîòíîøåíèþ (1á) íà ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé, à ââåñòè äëÿ ýòîé ôóíêöèè
íåêîòîðóþ àïïðîêñèìàöèþ íà ñåòêå [12]. Âûïèøåì äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ
ñõåìó ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäãîíêè:

εn

uh
n+1 − 2uh

n + uh
n−1

h2
− an

uh
n+1 − uh

n−1

2h
− cnuh

n = f(xn) + F h
n ,

ε
uh

1 − uh
0

h
− γ1(L1)u

h
0 = β1(L1),

uh
N − uh

N−1

h
− γ2(L2)u

h
N = β2(L2), (2.6)

ãäå εn ñîîòâåòñòâóåò (2.2), an = a(xn), cn = c(xn), n = 1, 2, ..., N − 1 ,

F h
n =

{ −Q/h, åñëè xn = 0,
0, åñëè xn 6= 0.

Ìîíîòîííîé ñõåìå À.À. Ñàìàðñêîãî [13] â (2.6) ñîîòâåòñòâóåò

εn =
ε

1 + anh/(2ε)
,

ñõåìå íàïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé �

εn = ε +
anh

2
.

Îñòàíîâèìñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Áûëè ïðîâå-
äåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ êðàåâîé çàäà÷è:

εu′′ − u′ − u + δ(x) = 0, lim
x→−∞

u(x) = 0, lim
x→+∞

u(x) = 0, (2.7)

ãäå δ(x) - äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è âûïèñû-
âàåòñÿ â ÿâíîì âèäå [4,ñòð. 29]:

ïðè x ≤ 0

u(x) = [1 + 4ε]−0.5 exp[(1 +
√

1 + 4ε)/(2ε)x],

ïðè x ≥ 0

u(x) = [1 + 4ε]−0.5 exp[−2/(1 +
√

1 + 4ε)x].

Ñíà÷àëà çàäà÷à (2.7) ñâîäèëàñü ê èíòåðâàëó [−1, 1]. Â ñëó÷àå ñõåìû
(2.1) ÷èñëåííî èññëåäîâàëàñü òî÷íîñòü ñõåìû â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà
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çàäàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé. Çàäàâàëèñü óñëîâèÿ Äèðèõëå ( ïåðåíîñ íóëå-
âûõ êðàåâûõ óñëîâèé èç ±∞), óñëîâèÿ Íåéìàíà ( àïïðîêñèìàöèÿ óñëî-
âèé ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíûõ íà êîíöàõ èíòåðâàëà) è ñïåöèàëüíûå
êðàåâûå óñëîâèÿ ( ó÷èòûâàþùèå γ̃1 è γ̃2 èç (1.19) è (1.20)). Â òàáë. 1 ïðè-
âåäåíà íîðìà ïîãðåøíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ε è ñïîñîáà çàäàíèÿ êðàåâûõ
óñëîâèé ïðè h = 0.01.

Òàáëèöà 1.
ε ñïîñîá çàäàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé

Äèðèõëå Íåéìàíà ñïåöèàëüíûå óñëîâèÿ
1.0 0.24 0.25 0.17E-1

1.0E-1 0.34 0.32E-1 0.38E-2
1.0E-2 0.36 0.75E-2 0.41E-2
1.0E-3 0.37 0.55E-2 0.19E-2
1.0E-4 0.37 0.55E-2 0.18E-2
1.0E-5 0.37 0.55E-2 0.18E-2

Èç òàáë. 1 ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøàÿ ïîãðåøíîñòü � ïðè çàäàíèè êðà-
åâûõ óñëîâèé ñ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè γ1 è γ2 èç (1.19) è (1.20).
Çíà÷èòåëüíà ïîãðåøíîñòü â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå.

Äàëåå èññëåäîâàëàñü òî÷íîñòü ñõåìû (2.1) ñ γ̃1 è γ̃2 èç (1.19) è (1.20)
â çàâèñèìîñòè îò øàãà ñåòêè. Çàäà÷à ðåøàëàñü íà èíòåðâàëå [-5,5]. Â
òàáë. 2 ïðèâåäåíà íîðìà ïîãðåøíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ε è øàãà ñåòêè.

Òàáëèöà 2.
ε øàã ñåòêè

0.1 0.05 0.01
1.0 0.14E-1 0.69E-2 0.14E-2

1.0E-1 0.34E-1 0.18E-1 0.38E-2
1.0E-2 0.18E-1 0.11E-1 0.41E-2
1.0E-3 0.18E-1 0.90E-2 0.19E-2
1.0E-4 0.18E-1 0.90E-2 0.18E-2
1.0E-5 0.18E-1 0.90E-2 0.18E-2

Äàííûå òàáë. 2 ïîäòâåðæäàþò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ñõåìû (2.1)
ñî ñêîðîñòüþ O(h). Â òàáë. 3 äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ïðè-
âåäåíà ïîãðåøíîñòü äëÿ ñõåìû (2.6). Èç òàáë. 3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè íå
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ââîäèòü àïïðîêñèìàöèþ óñëîâèÿ (1á) ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé ïðè x = 0, òî
òî÷íîñòü ñõåìû ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäãîíêè ïðè îïðåäåëåííûõ ε ñòàíî-
âèòñÿ õóæå. Ïîäòâåðæäàåòñÿ òàê æå, ÷òî åñëè àïïðîêñèìèðîâàòü (1á) áåç
ó÷åòà ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ðåøåíèÿ, òî òî÷íîñòü ñõåìû ñóùåñòâåííî
ñíèæàåòñÿ.

Òåïåðü ñðàâíèì ðàçëè÷íûå ñõåìû áåç ó÷åòà ñîîòíîøåíèÿ (1á). Îñòà-
íîâèìñÿ íà ñëó÷àå èíòåðâàëà [−5, 5], h = 0.01, γ1, γ2 ñîîòâåòñòâóþò
(1.19) è (1.20). Â òàáë. 4 ïðèâåäåíà íîðìà ïîãðåøíîñòè ðàçëè÷íûõ ñõåì
â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ε.

Òàáëèöà 3.
ε øàã ñåòêè

0.1 0.05 0.01
1.0 0.60E-3 0.15E-3 0.61E-4

1.0E-1 0.13E-1 0.32E-2 0.27E-3
1.0E-2 0.72E-1 0.25E-1 0.16E-2
1.0E-3 0.89E-1 0.46E-1 0.79E-2
1.0E-4 0.91E-1 0.47E-1 0.97E-2
1.0E-5 0.91E-1 0.47E-1 0.99E-2

Òàáëèöà 4.
ε Ñõåìà Ñõåìà Ñõåìà

íàïðàâëåííûõ À.À. Ñàìàðñêîãî ýêñïîíåíöèàëüíîé
ðàçíîñòåé ïîäãîíêè

1.0 0.84E-3 0.59E-4 0.61E-4
1.0E-1 0.12E-1 0.31E-3 0.27E-3
1.0E-2 0.12 0.29E-1 0.16E-2
1.0E-3 0.89E-1 0.16E-1 0.79E-2
1.0E-4 0.99E-2 0.97E-2 0.97E-2
1.0E-5 0.99E-2 0.99E-2 0.99E-2
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